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2  Jacob  Hacks. 

zunächst  Suramen  der  zweiten  Art  und  sagt  dann,  indem  er  zu  der  Un- 
tersuchung von  Summen  der  ersten  Art  übergeht:  3)Diese  Reihen  haben 
mit  den  oben  besprochenen  das  gemein,  dass  es  sich  dabei  um  eine  Summe 
von  grössten  Ganzen  handelt,  wobei  der  Fortschritt  zwischen  den  einzelnen 
Gliedern  durch  eine  arithmetische  Reihe  bestimmt  wird;  aber  während 
dort  die  Bvnclmûder  und  darum  auch  die  Brüche  selbst  eine  arithme- 
tische Progression  bilden,  so  ist  nun  das  letztere  bei  den  Bruchnennern 
der  Fall  ohne  Veränderung  des  Zählers  und  die  Einzelbrüche  sind  reci- 
proke  Werte  einer  arithmetischen  Progression  oder  mit  anderen  Worten 
—  und  hierin  scheint  gerade  die  Eigentümlichkeit  dieser  Art  von  Reihen 
zu  bestehen  —  die  Brüche,  deren  grösste  Ganze  zu  summieren  sind, 
bilden  nicht  eine  arithmetische,  sondern  eine  harmonische  Reihe.D  Die 
beiden  Arten  von  Reihen  unterscheiden  sich  eben  dadurch,  dass  die  Glieder 
der  einen  ^  Art  mit  wachsender  Stellenzahl  zunehmen,  während  die  der 
andern  Art  das  entgegengesetzte  Verhalten  zeigen.  Dass  der  hervor- 
gehobene Unterschied  nicht  bloss  äusserlicher  Natur  ist,  sondern  in  der 
That  das  Wesen  der  Sache  trifft,  wird  sich  im  Verlaufe  der  vorliegenden 
Arbeit  ergeben.  Demgemäss  teilen  wir  dieselbe  in  zwei  Abschnitte,  und 
stellen  an  die  Spitze  eines  jeden  Abschnitts  einen  allgemeinen  Satz,  von 
denen  der  erste  von  Lejeune-Diriciilet  herrührt,  während  der  zweite 
nach  Analogie  des  DiRiCHLET'schen  Satzes  gebildet  ist. 

Wir  folgen  der  von  Gauss  {Theorematis  arithmetici  demonstratio  nova, 
Gauss'  Werke,  Bd.  2,  p.  3)  eingeführten  BezeichnungsAveise,  nach  der 
[x]  die  unmittelbar  unter  oc  liegende  ganze  Zahl  darstellt.  Für  den  Fall, 
dass  X  eine  ganze  Zahl  ist,  definieren  wir  [x]  -=  x.  Die  französischen 
Mathematiker  gebrauchen  statt  der  eckigen  Klammern  das  Zeichen  Fj{x) 
(Legendre,  Théorie  des  nombres,  p.  10:  »lentier  le  plus  grand  contenu 
dans  la  fraction  xj>). 
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über  SammeD  too  grössten  Oadzcd. 


I. 

t;b€r  Summen  ron  gvösHten  Ganzen  von  F  und  ionswerten  ^  hei  denen 
die  Function  mit  wachsendem  Argument  fortwährend  abnimmst* 


Es  sei  y  ==  f{x)  eine  Function,  welche  immerfort  abnimmt,  während 
X  von  X  =  /x  bis  x  =  p  wächst.  Dann  hat  -die  durch  Umkehrung  aus 
y  =  f(^x)  entstehende  Function  x  ==  F{y)  offenbar  die  Eigenschaft,  gleich- 
falls immer  abzunehmen,  während  y  von  y  =  f{p)  bis  y  =  f{fx)  wächst. 
Sind  nun  fi  und  p  ganze  Zahlen  und  setzt  man  zur  Abkürzung  [f{fx)\  =  v, 
\f{p)\  =  g,  so  ist  in  der  Reihe 

^  =  \f{ß)V  \f{i^+  0,..-,  [/W  •••,  \f{p)\  =  2 

jedes  Glied  grösser  oder  wenigstens  nicht  kleiner  als  das  folgende.  Nun 
entsteht  die.  Frage:  Welche  Glieder  der  Reihe  sind  einer  gegebenen 
zwischen  v  und  q  liegenden  ganzen  Zahl  t  gleich?  Es  sei  5  der  Zeiger 
desjenigen  Gliedes,  welches  ^  t  ist,  während  das  folgende  <  t  ist.  Dann 
gelten  die  Ungleichheiten 

[f[s)\>t,  f{s+  i)\<t, 

oder 

f{s)>t,  f[s+l)<t. 

Hieraus  folgt  kraft  der  über  die  Function  f{x)  gemachten  Voraussetzung 

s<F{t),         s+  I  >  F{tl 
oder 

s  .=  iF(01- 

Ebenso  findet  man,  dass  der  Wert  t  +  i  i^och  demjenigen  Gliede  zukommt, 
dessen    Zeiger   s'  =  [F{t  +  i)],    dem    folgenden   aber  nicht  mehr,  und  es 
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4  Jacob  Hacks. 

ergibt  sich,  dass  die  Glieder,  denen  der  Wert  t  zukommt,  der  doppelten 
Bedingung  genügen  müssen 

•       s>\F{t-{-i)\,         s<[F{ty, 

Für  <  =  V  erhält  die  erste  Bedingung  die  Gestalt  s>^fi,  für  t  =  q  lautet 
die  zweite  Bedingung  s<p. 

In  die  Sprache  der  Geometrie  übersetzt  heisst  dies:  Wenn  eine 
Curve  y  =  f{x)  ruf  einer  gewissen  Strecke  in  Bezug  auf  die  positive  x- 
Axe  fortwahrend  nach  unten  geneigt  ist,  so  ist  sie  auch  auf  derselben 
Strecke  in  Bezug  auf  die  positive  Seite  der  y-Axe  fortwährend  nach 
unten  geneigt.  Zieht  man  durch  die  Punkte  x  =  fiy  fx  -\-  i,  ...,i? —  i, 
p  Parallelen  zur  y-Axe,  so  wird  die  Anzahl  der  auf  den  von  der  Ab- 
scissenaxe  und  der  Curve  begrenzten  Stücken  dieser  Parallelen  liegenden 
Punkte  mit  ganzzahligen  Coordinaten  (Gitterpunkte)  um  so  kleiner,  je 
weiter  sich  die  Parallelen  von  der  //-Axe  entfernen;  wenigstens  ist  es 
unmöglich,  dass  eine  Parallele,  welche  der  Ordihatenaxe  naher  liegt,  als 
eine  andere,  weniger  Gitterpunkte  enthalt,  als  diese.  Etwaige  auf  der 
Curve  selbst  liegende  Punkte  mit  ganzzahligen  Coordinaten  sind  natürlich 
zu  den  Gitterpunkten  mitzurechnen.     Die  einzelnen  Glieder  der  Reihe 

[f{ß%  \f{ß  +  0]»  •  •  • ,  [/•(*)]»  •  •  • .  \M\      ■ 

werden  offenbar  dargestellt  durch  die  Anzahl  der  auf  den  entsprechenden 
Parallelen  liegenden  Gitterpunkte.  Ein  gegebener  Wert  t  kommt  den- 
jenigen Gliedern  zu,  deren  Zeiger  s  auf  der  Abscissenaxe  zwischen  den 
Durchschnittspunkten  derselben  mit  den  Geraden  x  =  F{t)  und  x=^F{t+  i) 
liegen.  Sollte  F{t)  einen  ganzzahligen  Wert  besitzen,  so  ist  derselbe  mit- 
zurechnen, wahrend  ein  ganzzahliger  Wert  für  F{t  +  i)  auszuschliessen  ist. 

In  dieser  geometrischen  Deutung  leuchtet  die  Wahrheit  der  bis  jetzt 
aufgestellten  Behauptungen  unmittelbar  ein. 

Betrachtet  man  jetzt  die  Summe 

i\f{s)\f-{s\ 

wo  ^[s)   eine  ganz   beliebige   Function    ist,   so   sieht  man,  dass  derjenige 
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über  Summen  von  grössten  Ganzen.  5 

Teil  der  Summe,  in  welchem  [f{s)]  einen  und  denselben  Wert  t  hat,  wenn 
ff  <  t  <  V  ist,  den  Ausdruck  hat 

t{r[F{t)\  -  ¥\F{t  +  I)]}, 

s 

wo  V^\s)  =H^{s)  ist.  Die  Partialsummen,  welche  den  Werten  t  =  p 
und  t  =  q  entsprechen,  haben  rcsp.  die  Werte 

v{rfF(v)]-n/*)} 
und 

?{*-(i>)-*-[F(î+i)]|. 

Bei  der  Addition  aller  dieser  Partialsummen  erscheint  abgesehen  von  den 
beiden  Gliedern  — î^^'X/i)  und  qV^\p)  jedes  Glied  H^'\F{s)\  mit  der  posi- 
tiven Einheit  multipliziert;  es  ergibt  sich  also  die  Gleichung 

(I)  hf{s)\if{s)  --^  cir{p)-un/^)  +  i/ms)]. 

;t+i  9  +  1 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  ^[s)  =  i,  so  wird   V'\s)  =  5,  und  es 
kommt 

(2)  i[f{s)\=gp-u/X+hF{s)]. 

fi  +  l  «fl 

Addiert  man   in   (i)   und  (2)  auf  beiden  Seiten  resp.  die  Ausdrücke 

pA^M^)     und     i\f{s)\, 
80  ergeben  sich  die  weiteren  Gleichungen 

(3)     i/(«)jF(*)  =  gi'-ip)  -  ^nn)  +hf{s)]f{s)  +  i  *-[F(s)]; 

1  1  Ç  + 1 

(4)  hm  ^qp-,,,+  hf{s)]  +  i  \F{s)\ . 

Konstruiert  man  die  Curve  y  =  f{x)  und  zieht  in  den  Entfernungen  [i 
und  p  Parallelen  zur  y-Axe,  in  den  Entfernungen  f{p)  und  f{fx)  Paral- 
lelen zur  a;-Axe,  so  genügt  der  Anblick  der  Figur,  um  uns  von  der 
Richtigkeit  der  Gleichungen  (2)  und  (4)  zu  überzeugen. 
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Wir  haben  diesen  von  Dikichlet  in  der  Abhandlung  Über  ein  die 
Division  betreffendes  Problem  (Crelle'8  Journal  Bd.  47,  p.  151)  bewie- 
senen Satz  mit  seinem  Beweise  hier  reproduziert,  w^il  derselbe  für  das 
folgende  von  so  grosser  Wichtigkeit  ist 


§  2. 

Bezeichnet  f{in)  die  Anzahl,  g{ni)  die  Summe  der  Divisoren  der  Zahl 
w,  und  setzt  man 

F{m)-=f{x)  -f /^(2)  +...  +  /•(,»), 
80  hat  man  die  bekannten  Gleichungen 

Ist  m  eine  ungerade  Zahl  und 

5('«)  =  /■(!)  +  f{i)  +  /'(s)  +  . . .  +  /■('«), 
®(»0  =  ^(0  +  ^(3)  +  ^(5)  +  . .  •  +  ^(»0. 


60    ist 


^i'»)-T\}.n^^\ 


^.  /      \  X^    /  V  f  I  W   +   2s  —   l  \ 

@(«0=£(2S-I)    --^^— J. 

Man   bezeichne   mit  k{m)   die  Summe  aus  den   ungeraden   und  den 


*  Cf.  Acta  Mathematica  Bd.  9,  p.  178,  wo  die  Zeichen  F{m)  und  G(m)  an 
folgenden  Stellen  in  t5f(m)  und  (S(w)  umzuändern  sind:  p.  178,  Z.  5,  II,  14,  15,  18; 
p.    179,  Z.    i6;  p.    180,  Z.    17,  22,  24. 
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über  Summen  von  grössten  Ganzen.  7 

halben    geraden    Divisoren  der  Zahl   w,  mit  l{m)  die  Differenz  aus  den 
geraden  und  ungeraden  Divisoren  der  Zahl  m,  und  setze 

K{m)  =J{i)  +  ki2)  +  . .  . +k{m), 

L{m)  =  l{i)  +  /(2)  +  ;.  .  +  l{m). 


Dann  ist 


«  =  <n      ,-       1  '     IsJ 


Bevor  Avir  dazu  übergehen,  auf  die  eben  besprochenen  Functionen 
die  allgemeinen  Transformationsgleichungen  des  §  i  anzuwenden,  wollen 
wir  die  Darstellungen  des  §   i   verallgemeinern. 

Bedeutet  f^{fn)  die  Anzahl,  ff^{m)  die  Summe  der  quadratischen  Teiler 
von  m  und  ist 


»o  ist 


und  ist  allgemein  F^{m)  die  Anzahl,  G^{iin)  die  Summe  sämtlicher  Divisoren 
von  der  Form  ff  aller  Zahlen  von   i   bis  m,  so  gelten  die  Gleichungen 

#-1      ■-      -* 

(4)  '  ^a(m)=5:^[5]; 
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8  Jaojb  Hacks. 

ein  zweiter  Ausdruck  für  F^{m)  ist  der  folgende 


(5)  -P'.C»') 


-sW] 


Beide  Darstellungen  sind  nur  für  a  =  i   identisch. 

Die  Gleichungen  (3),  (4)  und  (5)  dieses  sowie  (i)  des  folgenden  Para- 
graphen finden  sich  im  2.  Bunde  der  Acta  Mathcmatica  {Sur  quelques 
points  de  la  théorie  des  nombres j  par  R.  Lipschitz,  p.   301   sqq.). 


^^  3. 

Wendet  man  auf  den   Ausdruck   (3)   die  Gleichung  (4)  des  §   i   an, 
so  ergibt  sich 


(0  FJm)  =  —fi,+ 


wo    /£    eine    beliebige    zwischen    i    und    [w*J    liegende    ganze  Zahl   und 

Es    dürfte    erwähnenswert    sein,    dass  für  /i  =^  i    die   Formel   (i)   in 
(5)    des    vorigen    Paragraphen    übergeht,  indem   für  /£  =  i ,  v  =  iw    und 

^  —  j  =  w  wird.     Umgekehrt  kann  man  natürlich  auch  mit  Hülfe  der 

Transformation.^gleichung  von  (5)  zu  (i)  gelangen. 

Setzt  man  in   (i)  /£  =  L''**^'Ji  so  erhalt  man,  wie  Lipschitz  an  der 
erwähnten  Stelle  nachgewiesen  hat,  die  Gleichung 


(^) 


^.('»)=-.-+p]+l["j] 


Digitized  by  VriOOQiC 


Ober  SammeD  von  grösstcn  Ganzen.  9 

Die  Formeln  (i)  und  (2)  nehmen  für  a  =  i   resp.  die  Gestalt  an 


(3)  F(».)_-^+f[=]+f[^], 

(4)  F(m)  =  -/i'+22:[^]. 

In  der  letzten  Gleichung  ist  fi  =  [yW]. 

Die  Gleichung  (3)  hat  zuerst  Dirichlet  gefunden  (v.  die  Abhandlung 
Über  die  Bestimmung  der  mittleren  Werthe  in  der  Zahlentheorie  Abhdlg. 
der  Berl.  Akad.  1849);  die  Gleichung  (4)  findet  sich  in  einer  schon 
genannten  Abhandlung  von  Zeller  und  im  2.  Bande  der  Acta  Mathe- 
matica  (in  der  Note  von  Ch.  Hermite  p.  299). 

Alle  Formeln  dieses  Paragraphen  lassen  sich  auch  geometrisch  be- 
weisen. Der  Kürze  wegen  möge  der  geometrische  Beweis  für  die  Gleich- 
ungen (3)  und  (4)  genügen. 

y  =  ~  ist   die  Gleichung   einer   gleichseitigen   Hyperbel,  welche  die 

X'  und  y-Axe  zu  Asymptoten  hat.  Die  Anzahl  der  in  dem  von  den 
Asymptoten  und  der  Hyperbel  eingeschlossenen  Flächenstücke  liegenden 
Gittorpunkte  ist  augenscheinlich  gleich  F{m):  Denn  die  Anzahl  der  Gitter- 
punkte, welche  auf  der  durch  den  Punkt  (a;  =  i ,  y  =  o)  zur  y-Axe  ge- 
zogenen   Parallele    liegen,    ist    gleich     —   >    auf    der    durch    den    Punkt 

{x=  2,    y  =  o)    gehenden    Parallele  zur  y-Axe   liegen     ~     Gitterpunkte 

u.  s.  w.,  kurz,  die  Anzahl  der  Gitterpunkte  *st  —  +  ~  -f  ...  +  —  P 
und  dies  ist  gerade  der  Ausdruck  für  die  Function  F{m).     Die  Zahl 


wird  dargestellt  durch  die  Anzahl  der  Gitterpunkte,  welche  von  der  Ab- 
scissenaxe,  den  Ordinaten  x  =  o  und  x=ii  und  der  Hyperbel  eingeschlos- 

Aeta  matktmutiea,   10.    Imprimé  le  B  Mal  1887.  2 
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sen   sind,   wobei   die   auf  der  Geraden  x==fx  liegenden  Punkte  mit  ganz- 
zahligen Coordinaten  natürlich  mitzurechneri  sind.     Die  Summe 


W\ 


ist  gleich  der  Anzahl  der  von  der  Ordinatenaxe,  (Jen  Abscissen  y  =  o  und 
2/  =  V  Und  der  Hyperbel  eingeschlossenen  Gitterpunkte,  wobei  die  auf  der 
Geraden  y  =^v  liegenden  Gitterpunkte  wiederum  mitzurechnen  sind.  Es 
liegt  dies  daran,  dasa  man  der  Gleichung  der  gleichseitigen  Hyperbel  auch 

die  Form  x  =  —  geben  kann,  wodurch  x  und  y  ihre  Rollen  vertauschen. 

fx)^  ist  die  Anzahl  derjenigen  Gitterpunkfe,  welche  in  dem  von  den  Axen, 
der  Ordinate  ir=/i  und  der  Abscisse  y  =  v  gebildeten  Rechteck  liegen, 
und  diese  Anzahl  ist,  wie  man  unmittelbar  sieht,  von  der  Anzahl  der 
schon  betrachteten  Gitterpunkte  abzuziehen,  um  jeden  Gitterpunkt  einmal 
und  nur  einmal  zu  erhalten.  Dies  ist  aber  der  Inhalt  der  zu  beweisen- 
den. Gleichung  (3). 

Um  die  Gleichung  (4)  geometrisch  zu  beweisen,  ziehen  wir  die  Ge- 
raden x  =  fx  und  y=fij  deren  Durchschnittspunkt  innerhalb  des  von  den 
Axen  und  der  Curve  begrenzten  Flächenstücks  liegen  muss.  Auf  der 
Verbindungslinie  des  zuletzt  genannten  Punktes  mit  dem  Coordinatenan- 
fangspunkte  liegen  fi  und  nur  /jt  Gitterpunkte,  weil  der  Durchschnittspunkt 
dieser  Verbindungslinie  mit  der  Hyperbel  die  Coordinaten  x  =  y!m^  y  =  vm 
hat.  Nachdem,  dies  festgestellt  ist,  verhelfen  ähnliche  Betrachtungen  Avie 
die  oben  angestellten  leicht  zu  dem  gewünschten  Beweise. 

Will  man  nur  einen  Teil  der  Summe'  transformieren,  so  dient  dazu 
die  von  Dirichlet  (Crelle's  Journal  Bd.  47  p.  153)  aufgestellte  Gleichung 

p  V 

(5)  s[7]=^-/^''+r[7j' 

M  +  1  q  +  \^      -^ 


welche   man   aus   (2),  §    i   erhält,  indem  man  f{s)  =  —  setzt. 

Die  Gleichung   (5)   ist   gleichfalls   einer  sehr  anschaulichen  geometri- 
schen Deutung  fähig. 
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§4. 

Es  möge  jetzt  der  Ausdruck 


ö.(»)- X  »"[?] 


durch  Anwendung  der  Gleichung  (i)  des  §  i  transformiert  werden.  Zu- 
nächst ist  klar,  dass  man  die  Summation  bis  s==m  ausdehnen  darf,  ohne 
den  Wert  der  Summe  zu  ändern.     Setzt  man  in  (i),  §   i 


m 


so  wird  v  =  m  und  wenn   a.  >  i    ist,  q^o.     Wir  machen  die  Voraus- 
setzung, dass  a  die  Einheit  UbertrifFt;  dann  ergibt  sich 


.t-2  ..       -i  jj^j 


m   [V=] 

=  —  m  +  Z  Zs*, 


oder 


«.  [v=] 


i«  +  2-  +  ...  +  [y/^*f 

+  ; 
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.=1  [v  n 


5252*'  =  »'  +  2'+ 1' +  >*  +  »'+ 1'+ 1'+  i'=ii. 

Bevor  wir  die  Umformung  für  den  Fall  a  =  i   ausführen,  wollen  wir  die 
Traiiftformationsgleichungen  für  den  Fall  hinschreiben,  dass  die  Funcrion 

f[Sj  die  Gestalt  —  hat.     Es  ergeben  sich  die  Relationen 
für  p  =  m  wird  q=  i   und  qV'Xp)  =  *'(»i),  also 

(3)  î:[?]f{»)  -  -  't'w + tR]F(») + 1  »■["]. 

Setzt   man   in   (3)  /i=  i,  so  wird  v  =  i»i,  die  beiden  ersten  Glieder  der 
rechten  Seite  heben  sich  auf,  und  es  kommt 

(4)  Ê[?]f(»)=s:»[=]- 

Diese  vier  Formeln   sind  der  Abhandlung  Dirichlets  Über  die  Be- 
stimmung der  mittleren  Werte  in  der  Zahlentheorie  entnommen. 
Wenn  man  in  (4)  ^{s)  =  s  setzt,  so  ergibt  sich 


«i(m+i)    ,    L2J    [zj"*"'     ,  ,    LmJlLmJ 


+  I 
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Die  oben  aufgestellte  Formel   behält  also  ihre  Gültigkeit  auch  für 
a=  I. 

Wir  hatten  die  Gleichung 


1 


5(-)=i:[î=^?j] 


Aus 

i  m  +  2x  —  I 

^         2         2«  —  I 

folgt 

1  m  +  2v  —  1 

X  = 9  . 

2  2y—  l 

und  hierauf  beruht  die  Umformung 

WO   fi    eine    beliebige   zwischen    i    und liegende  ganze  Zahl  und 

L2         2/^—1        J 

Der  Ausdruck 


m4l 


a.w-B«--)[i=^?i] 

erh&lt  durch  Anwendung  von  (3),  §   i   die  Gestalt 

@(.m)=-v/i'+(-^-)  +B^^-o[i  ,,_,  J+Zb  2.-1  J ' 

indem  für  ^[s)^=  2s  —  i ,  9^{8)  =  5'  wird.  Vereinigt  man  das  zweite  Glied 
der  rechten  Seite  mit  dem  letzten,  so  ergibt  sich 

/ö/  \  2  I  v^/         nF^  ^  +  2«  —  n  ,  v^r^  ^  +  2«  —  n* 

#-1  *~  1^1  '' 
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Für  /i  =  I    wird  v  = ,   die   beiden  ersten   Glieder  der  rechten 

Seite  zerstören  sich,  und  man  erhält  die  Gleichung 

««=»1  -^ 

Beispiel  m  =  1 3 . 

rc"  ~')[\ 4i^:i = ■  m + 3  m + 5  LS + '  I î°j + »  m 

+  ''Ê]  +  '3[3  =  7  +  6  +  5  +  7  +  9+  II  +  13  =  58- 

£[-;  ^  t, -7  'J -K  +  2'  +  i'  +  i'  +  i'  +  i'+  i'=.58. 
Es  ist 

^(-)=2:-[?]-2:-[?.]- 

Nun  ist  nach  (5) 
ferner  ist 


Demnach  ergibt  sich  die  Darstellung 


'^^'^-i'tM-^m-^'iwm 
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15 


+  .. 


^(»•)  =  i|[T]'  +  [T]  +  [T]'+[?]  +  [f  ]'  +  ["] 

=rfi[^r+[^-.]i- 

Beispiel  tw=  lo. 
\t\  +  [f  1  +  3  \'f\  +  4f]  +  5  [j]  +  3  K]  +  7  [^]  +  4  [f] 

i|[T]'+[T]+[i:r+LT]+[y]'+[^i+[7]*H-[7] 

Wir  Avollen  jetzt  den  Ausdruck 

/^("0='f(-i)'.47l 

mit  Hülfe  der  Gleichung  (4)  umformen,  indem  wir  ^{$)  =  ( —  i)\s  setzen. 
Es  ergibt  sich  sofort 

f-l 


«-1  l 


Nun  ist 


£(-!)•..==(-  I) 


«=1 


im. 


mithin 


L{^)-ti- 


m-i 
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Beispiel  w  =  7 . 

Anderseits  ist  auch 

—  4  —  2  +  I  —  I  —  I  —  I  —  1=  —  9. 


II. 

Über  Stim/men  t^mi  grössten  Ganzen  t^on  Functionswertenf  bet  denen 
die  Function  mit  tvdclisendem  Argument  fortwährend  wächst. 

Im  vorigen  Abschnitt  haben  wir  gesehen,  wie  aus  dem  DiRiciiLET'schen 
Satze  eine  Reihe  von  Folgerungen  sich  ergeben,  indem  ders.elbe  sich  auf 
die  Summenfunctionen,  die  bei  der  Betrachtung  der  Teilbarkeit  der  Zahlen 
auftreten,  ohne  Mühe  anwenden  lasst.  In  ahnlicher  Weise  lassen  sich  der 
dritte  GAUss*che  Beweis  des  Fundamentaltheorems  für  die  quadratischen 
Reste,  verschiedene  von  Zeller  in  den  Nachrichten  der  Gött.  Ges. 
d.  W.  vom  Jahre  1879  veröffentlichte  Sätze,  ein  allgemeiner  Satz  von  Syl- 
vester und  eine  Reihe  anderer  Folgerungen  aus  einem  Satze  ableiten,  den 
wir  jetzt  beweisen  wollen. 

Eine  Function  y  =  f{x)  möge,  während  x  von  rc  =/£  bis  ir  =  jp  wächst, 
immerfort  zunehmen.  Dann  wird  die  durch  ümkehrung  aus  y  =  f{x) 
entstehende  Function  x  =  F{y)  ebenfalls  wachsen,  wenn  y  von  y  =  f{/[i) 
bis  y  =  f{p)  wächst,     /i  und  p  seien  ganze  Zahlen,  ferner  sei 

Wir  bilden  die  Reihe 

iMi     [/•(/* +0],  •  •  •  [a^)i  •  • .'  [fip)i 

wo  jedes  Glied  kleiner  als  das  folgende  oder  demselben  gleich  ist.     Wir 
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machen  zunächst  die  Voraussetzung,  dass  keiner  der  in  Betracht  kom- 
menden Werte  f{s)  gleich  einer  ganzen  Zahl  ist,  so  dass  immer  f{s)  >  [f{s)] 
ist  mit  Ausschluss  der  Gleichheit.  Welche  Glieder  der  obigen  Reihe  sind 
einer  gegebenen  zwischen  v  und  q  liegenden  ganzen  Zahl  t  gleich?  Zur 
Beantwortung  dieser  Frage  suchen  wir  den  völlig  bestimmten  Zeiger  des- 
jenigen Gliedes  auf,  dessen  Wert  unter  t  liegt^  während  der  des  folgen- 
den über  t  liegt  oder  demselben  gleich  ist.     Es  ist  also 

[/■(«)]  <  '.      [/■(«  +  0]  >  ^ 

oder 

f{s)  <  t,         f{s  +  i)>L 

Hieraus  folgen  vermöge  der  über  die  Function  y  =  f{x)  gemachten 
Voraussetzung  die  Ungleichheiten 

s  <  F{t)y        s  +  i  >  F{t), 

oder^  was  dasselbe  ist 

s=[F{t)]. 

In  derselben  Weise  ist  der  Zeiger  des  vom  Anfange  entferntesten 
Gliedes,  dessen  Wert  unter  t  +  i  liegt,  gleich  [F{t  -f  i)];  es  kommt  also 
der  Wert  t  denjenigen  Gliedern  zu,  deren  Zeiger  der  dopf>elten  Bedingung 
genügen 

[F{t+i)]>s>[F{t)]. 

Wegen    des   gegebenen    Anfangs    und    Endes  der  Reihe  erhalt  diese   Be- 
stimmung für  t  =  p  die  Modifikation,  dass  an  Stelle  der  zweiten  Bedingung 
«  >  /i  tritt)  während  für  <  ==  j  an  Stelle  der  ersten  Bedingung  s  <p  tritt. 
Wir  wollen  nun  die  Summe 

i[f{s)Ms) 

/*  +  ! 

dadurch  transformieren,  dass  wir  zuerst  alle  Glieder  vereinigen,  in  denen 
[f{8)]  einen  und  denselben  Wert  hat,  und  dann  die  so  erhaltenen  Partial- 
summen  addieren.  Die  Summe  der  Glieder  in  denen  [f{s)]  einen  be- 
stimmten zwischen  v  und  q  liegenden  Wert  hat,  erhalt,  wenn  man 

Acta  tnathematica.    10.    Imprimé  !•  7  Mai  1887.  S 


Digitized  by  VriOOQiC 


18  Jacob  Hacks, 

setzt,  den  Ausdruck 

f.[W[F{t+i)]-¥\F{t)]}; 

für  t  =  V  und  t  =  q  treten  an  Stelle  dieses  Ausdrucks  bezw.  die  Werte 

v[W{F{u  +  I)]  -  n/i)} 
und 

Bei  der  Addition  aller  dieser  Partialsummen  erscheint  abgesehen  von  den 
beiden  Gliedern  — ^V^{m)  und  qW{p)  jedes  Glied  mit  der  negativen  Ein- 
heit multipliziert;  es  ergibt  sich  also 


/1+r  ^'    '  v+1 


oder 


(i)  ^^[f{s)Ms\  +  r  W[F{s)\  =  -  V  n\ix)  +  gV^p). 

Setzt  man  ç>[s)  =  i,  so  wird   ¥{s)  =  s  upd  es  kommt 

(2)  hf{s)]  +  i\F{s)]  =  -f^-\-pq. 

fl+l  v  +  1 

Diese  Gleichungen  gelten  unter  der  Voraussetzung,  dass  keiner  der 
betrachteten  Werte  /{s)  einen  ganzzahligen  Wert  hat.  Wir  wollen  jetzt 
diese  Voraussetzung  fallen  lassen  und  untersuchen  in  Avelcher  Weise  sich 
die  Gleichungen  (i)  und  (2)  für  den  Fall  ändern,  dass  unter  den  in  Be- 
tracht kommenden  Werten  von  f{s)  einige  gleich  einer  ganzen  Zahl  sind. 

Ein  ganzzahliger  Wert  von  f{/i)  vermag  offenbar  den  Wert  des  Ausdruckes 
p 
^[f{s)]^{s)  nicht  zu  beeinflussen;  es  seien  demgemäss  s^,  s^j  «3,  ...,  s^ 

diejenigen  zwischen  /i  +  1  und  2)  mit  Einschluss  beider  Grenzen  liegenden 
ganzen  Zahlen,  für  XVelche  f{s)  gleich  einer  ganzen  Zahl  wird.  Wieder- 
holt man  die  Betrachtung,  welche  zu  der  Gleichung  (i)  geführt  hat,  so 
stellt  sich  heraus,  dass  die  Werte  f?(5j),  ç>{s^)f  ^(^3)?  •••?  ^{^p)  sämtlich 
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einmal  zu  wenig  »mitgerechnet  sind,  es  ist  demnach  auf  der  rechten  Seite 
von  (t)  das  Aggregat 

F(^i)  +  F(^.J  +  f  (^3)  +  •  •  •  +  <f[^) 

zu  addieren. 

Somit  erhalten  Avir  den  folgenden  Satz: 

Eine  Function  y  =  f{<c)  möge  mit  Avachsendem  x  von  ic  =  /jt  bis  rr  =  p 
fortwährend  zunehmen,  wo  fx  und  p  ganze  Zahlen  bedeuten,  x  =  F{y) 
sei  die  aus  y  =  f{x)  durch  Umkehrung  entstehende  Function,  ferner  sei 
[/"(/i)]  =  V,  \f{p)]  =  q  und  ^[s)  eine  beliebige  Function.  Wenn  alsdann 
5j ,  ^3 ,  . . . ,  Sp  diejenigen  ganzzahligen  zwischen  fx  +  i  und  p  mit  Einschluss 
beider  Grenzen  liegenden  Argumente  sind,  für  welche  die  Function  y  =  f[x) 
gleich  einer  ganzen  Zahl  wird,  so  ist 

(3)  hf{s)Ms)+i¥\F{s)] 

=  -  vr(;«)  +  qH\i>)  +  f[s,)  +  f{s,)  +  .  . .  +  f{s,), 

i 

wo   H\s)  =  ^<p{s)  ist. 

Für  5^(5)  =  I  gestaltet  sich  dieses  Resultat  wesentlich  einfacher.  Ist 
p  diejenige  Zahl,  Avelche  angibt,  wie  viele  unter  den  Functionswerten 
f{jx  +1),  fiß  +  2),  . . . ,  f{jß)  ganze  Zahlen  sind,  so  ist 

(4)  hf{s)\  +  i\F{s)]  =  -  p.  +  2^  +  ^. 

Diese  Gleichung  lässt  sich  auch  auf  folgende  Art  beweisen. 

Die  Function  y  =  f[x)  sei  zunächst  nicht  im  Stande,  für  ganzzahlige 
Werte  von  x  ganzzahlige  Werte  anzunehmen,  die  Zahl  p  sei  also  gleich 
Null,  und  die  Gleichung 


(5)  Z[As)]  +  r[F(s)i  =  -/i.  +  p? 


werde  für  einen  bestimmten  Wert  von  p  als  richtig  angenommen.    Dann 
fügen  wir  der  ersten  Summe  der  linken  Seite  von  (2)  das  Glied 
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der  zweiten  Summe  die  Glieder  [F{q  +  i)],  [F{q  +2)],  . . . ,  [F{q  +  /)] 
zu.     Hierdurch  erhält  die  linke  Seite  (Jie  Gestalt 

(6)  %[f{s)\ +î[Fis)]. 

Nun  folgt  aus  [f{p)]  =  q,  [f(p  +  i)]  —  q  +  l  die  Richtigkeit  folgender 
Ungleichheiten 

q+i  >  f{p)>  q, 

q-bi+  ^  >fip+  i)>q-\-l, 
oder 

f{p)  =  q+  e, 

wo  9  und  öj  positive  echte  Brüche  bezeichnen.     Hieraus  folgt  weiter 

p  =  F{q+  8), 
p+l=.F{q  +  l+  e,), 

und  hieraus  ergeben  sich  mit  Berücksichtigung  des  Umstandcs,  dass 
auch  die  Function  x  =  F(y)  mit  zunehmendem  Argument  bestandig 
wftchst,  die  Beziehungen  r" 

[F{q  +  i)]  =  p, 

[F{q  +  2)]  =  p, 


Es  ist  also 


[F{q  +  1}]    =  I,. 


#-«  +  1 


Demnach  erhält  der  -Ausdruck  (6)  den  Wert 

—  fiP  +pg  +  q  +  1  +  pl  =  —fiu  +  {p  +  i){q  +  l), 
also 

T{f{s)]  +  T[Fis)]  =  _;n.  +  (2,  +  i)(?  +  0- 
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Ist  somit  die  Gleichung  (5)  für  einen  bestimmten  Wert  von  p  richtig, 
so  ist  sie  auch  für  jeden  über  p  liegenden  ganzzahligen  Wert  richtig. 
Sie  isf  aber  offenbar  richtig  für  p  s=  fi^  indem  alsdann  gr  =«  v  wird  und 
in  der  Gleichung 

(7)  hfis)\+hF{s)]^-p^+;,u 

die  Summen  der  linken  Seiten  überhaupt  keine  Glieder  enthalten,  und  die 
rechte  Seite  identisch  verschwindet. 

Lässt  man  die  Möglichkeit  offen,  dass  f{s)  für  ganzzahlige  Werte 
von  s  gleich  einer  ganzen  Zahl  werde,  so  wird  das  obige  Verfahren  nur 
in  so  weit  alteriert,  als  für  einen  ganzzahligen  Wert  von  f{p  +  i)  die 
Zahl  [F{q  +  l)]  gleich  p  +  i  wird.  Es  ist  also  für  jeden  ganzzahligen 
Wert  von  /"(s)  rechts  eine  Einheit  zu  addieren.  Hieraus  folgt  mit  Be- 
rücksichtigung von  (7)  sofort  die  Richtigkeit  von  (4). 

Dieser  Beweis  ist  einem  Verfahren  nachgebildet,  welches  Sylvester 
anwendet,  um  eine  speciellere  Gleichung  zu  beweisen,  von  welcher  weiter 
unten  (p.  27)  die  Rede  sein  wird. 

Vielleicht  verdient  es  erwähnt  zu  werden,  dass  auch  die  Gleichung 
(2)  des  §   I   eines  ganz  ähnlichen  Beweises  fähig  ist.  ^ 


§6. 

Die  Gleichung  (4)  des  vorigen  Paragraphen  lässt  sich  auf  eine  ein- 
fache Weise  geometrisch  beweisen.  Man  konstruiere  die  Curve  y  =^  f(x). 
Dieselbe  wird  infolge  der  über  die  Function  y  =  f{x)  gemachten  Voraus- 
setzung von  X  =  ß  bis  x  =  p  fortwährend  nach  oben  geneigt  sein.  Dann 
ziehe  man  in  den  Entfernungen  /i  und  p  Parallelen  zur  y-Axe  und  in  den 
Entfernungen  f{fi)  und  f{p)  Parallelen  zur  a?-Axe.  Die  erstgenannten 
Parallelen  bezeichne  man  resp.  mit  ST  und  PC,  die  letztgenannten  Pa- 
rallelen resp.  mit  UT  und  BQ.  Nun  stellt  offenbar  das  erste  Glied  der 
Unken  Seite  der  zu  beweisenden  Gleichung  die  Anzahl  derjenigen  Gitter- 
punkte dar,  welche  in.  dem  Flächenstück  PQTS  liegen,  wobei  die  auf  der 
geraden  PQ  und  der  Curve  QT  liegenden  Punkte  mit  ganzzahli^en  Coor* 
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dinaten  mitzurechnen  sind  (mît  Ausschluss  des  Punktes  T,  falls  dieser 
ein  Gitterpunkt  sein  sollte). 

Das  zweite  Glied  der  linken  Seite  gibt  in  ganz  entsprechender  Weise 
die  Anzahl  derjenigen  Gitterpunkte  an,  welche  von  dem  Viereck  QRUT 
eingeschlossen  werden,  Avobei  etwaige  auf  den  Linien  QT  und  QR  liegende 
Gitterpunkte  wiederum  mitzurechnen  sind.  Die  in  Bezug  auf  den  Punkt 
T  oben  gemachte  Bemerkung  gilt  auch  hier.  Hieraus  ist  ersichtlich,  dass 
man  die  Anzahl  pq  der  in  dem  Rechteck  OPQBj  jedoch  mit  Ausschluss 
de»  beiden  Axen,  enthaltenen  Gitterpunkte  erhält,  indem  man  einerseits 
die  Summe 

um  die  Anzahl  p  derjenigen  Gitterpunkte  vermindert,  welche  auf  dem 
in  Betracht  kommenden  Stücke  der  Curve  y  =  f{x)  liegen,  und  ander- 
seits die  Anzahl  /^v  der  'in  dem  Rechteck  OSTU  liegenden  Gitterpunkte 
addiert.     Dies  ist  aber  der. Inhalt  des  in. Rede  stehenden  Satzes. 


§  7. 

Nunmehr  Avollen  wir  von  dem  so  eben  auf  analytischem  und  geo- 
metrischem Wege  bcAviesenen  Satze  einige  AnAvendungen  machen.  Um 
zunächst  €in  Beispiel  zu  wählen,  in  Avelchem  die  Function  y  =  f{x) 
transcendent  ist,  setzen  wir 

y  =  e\ 
Hieraus  entsteht  durch  ümkehrung 

X  =  logy. 

Setzt  man  dies  in  (4),  §  5  ein  und  nimmt  die  Zahl  /£  =  o,  so  wird 
y  ==  r^oj  _  I  D^^  ^\q  Hermite  in  der  Abhandlung  Sur  la  fonction  ex- 
ponentielle nachgewiesen  hat,  die  Basis  e  der  natürlichen  Logarithmen 
auf  eine  ganzzahlige  Potenz  s  erhoben,  niemals  eine  ganze  Zahl  Averden 
kann  (natürlich  abgesehen  von  s  =  o),  oder,  was  dasselbe  ist,  da  der 
natürliche   Logarithmus  einer  ganzen  Zahl  s  (mit  Ausnahme  von  s  =  i) 
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niemals  gleich  einer  ganzen  Zahl  sein  kann,  so  ist  im  vorliegenden  Falle 
die  Zahl  ^  =  o.  Da  ferner  log  i  =  o,  so  ergibt  die  Anwendung  von 
(4),  §  5  die  Gleichung 


.?.M  + .?, 


Ty]  +  Z[iog5]=-py, 


/wo  p  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  und  g  =  [^]  ist.  Das  Aggregat 
auf  der  linken  Seite  ist  also  stets  gleich  dem  Produkt  aus  den  Glicder- 
anzahlen  der  beiden  Summen. 

Die    wirkliche    Ausführung  der  Rechnung  bestätigt  dieses   Resultat. 
Für  p  =  5  z.  B.  wird  g  =  [e*]  =  1 48 ,  ferner  ist 


148 


ÇM  =  231,         Ç[logs]  ==  509, 
also 

a  148* 

T[é'\  +  Zflog^]  =  740  =  5. 148. 


Ein   ahnlicher  Satz  gilt  für  jede  beliebige  Basis  eines  Logarithmen- 
systems.    Für  die  Basis   10  z.  B.  gilt  die  Gleichung 


Zro'  +  5:[log5]=p(î+  i), 


wo  5=10'*   ist.     Die  Zahl  p  hat  hier  den  Wert  p.     So  hat  man  z.  B. 
für  j)  =  3,  j  =  1000 


3  1000 

1  1 


Zio*  -|-  2 [log 5]  ^  1 1 10  +  1893  =  3003  '=  3  .  (1000  +  i). 


Wir  wen3en  uns  jetzt  zu  solchen  Summen  von  grössten  Ganzen,  bei 
denen  y  ==  f{x)  eine  rationale  ganze  Function  von  x  ist,  und  zwar  be- 
schränken wir  die  Untersuchung  auf  solche  Functionen,  bei  denen  die 
Variable  x  nur  in  einem  einzigen  Gliede  vorkommt.     Es  sei  demgemftss 

ax^  +  d 

—  y  = 1 

m 
WO  a,  OL  und  in  beliebige  positive  ganze  Zahlen  mit  Ausschluss  der  Null, 
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und  d  zunächst  eine  positive  unter  m  liegende  ganze  Zahl  bedeuten  möge. 
Die  durch  ümkehrung  entstehende  Function  hat  die  Form 

Die  Function  y  =  hat  von  dem  Werte  rc  =  o  an  die  Eigen- 

schafty  mit  wachsendem  x  stets  zuzunehmen;  es  ist  daher  gestattet^  bei 
Anwendung   unseres   Satzes   die  Zahl  p.  gleich  Null  zu  nehmen.     Dann 

wird  p  =    —    =  o.,  und  es  ergibt  sich 

(■)         z[^]+f[v^]-.-«- 

*-»l  «-»1  *- 

Hier  bedeutet  p  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl;  ferner  ist 

und  /?  die  Anzahl  derjenigen  unter  den  Brüchen 

a.  i"*  +  d  a .  2**  +  d  *        a.p^  +  d 

Hfl  tu  ffi 

welche  ganzzahlige  Werte  haben. 

Es  ist  klar,  dass  die  Zahl  p  auch  gleich  der  Anzahl  derjenigen  unter 
den  Wurzelwerten 

ist,  welche  ganze  Zahlen  sind.     Statt  nun  die  Zahl  p  auf  der  linken  Seite 
von  (i)  zu  subtrahieren,  kann  man  auch  unter  dem  Wurzelzeichen  zum 

Zahler  die  negative  Einheit  hinzufügen.  Denn  für  den  Fall,  dass  y  —  ■— 
keine  ganze  Zahl  ist,  ist  y  ^*~  =  y  — — — — -  ;  ist  aber  y  ^*-^ 
eine  ganze  Zahl,  so  ist     y  ^*"^       —  ^  ~\  y  — — — -—  L  und  da  der 
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Auedruck   y p  mal  zu  einer  ganzen  Zahl  wird,  wahrend  s  die  Reihe 

der  Werte   i ,  2 ,  .  . . ,  g  durchläuft,  so  ergibt  sich 

Somit  erhalt  man  die  Gleichung 


*=i  -  <=i 


Für  rf  >  m  hat  p  =    —     einen  von  Null  verschiedenen  Wert;  es  ist 
alsdann 

(3)        'ty-^v^tysj"^^^]- n. 

Diese  Gleichung  welche  die  Gleichung  (2)  als  speciellen  Fall  enthalt, 
gilt  auch  dann  noch,  wenn  d  negativ  ist. 

Für  a  =  I   erhalt  die  Gleichung  (3)  die  Gestalt 


m&  —  d  —  ij  =  /^. 

Indem  man  den  Zahlen  a  und  d  specielle  Werte  beilegt,  kann  man 
aus  (3)  und  (4)  eine  Reihe  von  Sätzen  ableiten,  welche  Zellkr  in  der 
schon  mehrfach  erwähnten  Abhandlung  veröflFentlicht  hat. 

Es  sei  z.  B.  a  =  I ,  so  kommt 

(5)  |[°-^1+|j-^r^]-«. 


q. 

Ada  mathtmaUta.    10.    Imprimé  le  10  U»l  1887. 


=  [°-^"-] 
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Setzt  man  a  =  2 ,  so  geht  (4)  in  die  folgende  Gleichung  über 

(6)  z[~]+î:[>fii^^^~^] = M, 


Für  rf  =  o  endlich  nehmen  (4),  (5),  (6)  resp.  die  Gestalt  an 

§  8.   ■ 

Bekanntlich  beruht  der  dritte  GAUSs'sche  Beweis  des  ReciprocitÄtÄ- 
gesetzes  für  die  quadratischen  Reste,  welcher  im  Jahre  1808  in  den 
Commentationes  societatis  regiae  scientiarum  Gottingensis  ver- 
öffentlicht worden  ist  (Gauss'  Werke  Bd.  IL  p.  3  ßqq-)?  auf  dem  Satze: 

Wenn  p  und  q  positive  ungerade  relative  Primzahlen  sind,  so  ist 

p—l    q— I 


<■>  Sß']+Sß'] 
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Diese  Gleichung  hat  man  seitdem  auf  verschiedene  Arten  bewiesen 
und  verallgemeinert;  aber  alle  mir  bekannten  Verallgemeinerungen  sind 
nur  specielle  Falle  des  in  §  5  bewiesenen  allgemeinen  Satzes,  wie  im 
einzelnen  nachgewiesen  werden  soll. 

Gauss  selbst  leitet  die  Gleichung  (i)  aus  folgendem  Satze  ab: 
Ist  X  eine  positive   Grösse,  welche  so  beschaffen  ist,  dass  unter  den 
Vielfachen  derselben  tc,  20;,  . . . ,  nrc  keine  einzige  ganze  Zahl  vorkommt, 
so  ist 

(2)  J.H+2[i]  =  «Ä,     ' 

WO  A  =  [nx\  ist. 

Nimmt  man   in  (4),-  §    5  die  Function  f{s)  =  xs^  so  hat  die  durch 

ümkehrung  aus  f{$)  entstehende  Function  die  Gestalt  F{s)  =  -;  die  Zahl 

p  verschwindet  infolge  der  Voraussetzung,  und  es  folgt  ohne  weiteres  die 
Richtigkeit  der  Gleichung  (2),  wenn  man  /i  =  o  nimmt. 

Aus    (2)    leitet  nun  Gauss  die  Gleichung  (i).  ab,  indem  er  x  =  - 

setzt  und  annimmt,  dass  p  kleiner  sei  als  g,  was  offenbar  gestattet  ist. 
Alsdann  ist 

und  hieraus  ergibt  sich  sofort  die  Richtigkeit  von  (i). 

Zelleu  hat  die  Gleichung  (i)  in  der  Weise  erweitert,  dass  er  an 
Stelle  der  Ausdrücke 

I  ,p         2_^         3^ 

welche  eine  arithmetische  Reihe  der  ersten  Ordnung  bilden,  arithmetische 
Reihen  höherer  Ordnung  treten  liess.  Die  betreffenden  Satze  sind  im 
vorigen  Paragraphen  besprochen  und  aus  unserem  allgemeinen  Satze  ab- 
geleitet worden. 

Sylvester  leitet  in  dem  Aufsatze.  Äwr  la  fonction  E{x)  (Comptes 
Rendus  des  séances  de  l'académie  des  sciences  de  Paris,  tome  L, 
P-  732)  das  Reciprocitatsgesetz  aus  folgendem  Satze  ab: 
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Wenn  p  und  q  zwei  beliebige  positive  Grössen  sind  und  A  eine  po- 
sitive Grösse  bezeichnet,  welche  kleiner  ist,  als  der  kleinste  Wert  a,  wel- 
cher zur  selben  Zeit  ap  und  aq  zu  ganzen  Zahlen  macht,  so  besteht  die 
Gleichung 

(3)  E[f]+ZK]-=M.[* 

Den  Beweis  dieses  Satzes  führt  Sylvester  in  folgender  Weise.  Die 
Gleichung  (3)  sei  richtig  für  alle  Werte  von  A,  welche  unter  einer  ge- 
wissen Grösse  liegen.  Von  dieser  Grösse  aus  lassen  wir  k  allmählich 
stetig  wachsen.  Kein  einziges  Glied  unserer  Gleichung  wird  seinen  Wert 
andern,  bis  Xp  oder  Xq  ganze  Zahlen  werden,  was  nach  Voraussetzung  nicht 
gleichzeitig  geschehen  kann.  Gesetzt  nun,  kp  werde  zuerst  eine  ganze 
Zahl.     Dann  nimmt  die  zweite  Summe  der  linken  Seite  zu  um  das  Glied 

\lp-\  ==  [Ag],  während  die  erste  ungeändert  bleibt.    Auf  der  rechten  Seite 

bleibt  [Ag]  ungeftndert,  wahrend  [Xp]  um  eine  Einheit  zunimmt,  es  wachst 
also  auch  die  rechte  Seite  der  Gleichung  um  [Xq\.  Unser  Satz  besteht 
also  für  den  ersten  Wert  von  A,  welcher  eine  Veränderung  in  unserer 
Gleichung  hervorbringt,  also  auch  für  den  2^°,  3**°  Wert,  u.  s.  w.,  und 
da  die^  Gleichung  für  A  =  o  richtig  ist,  so  gilt  sie  allgemein  für  jeden 
unter  der  angegebenen  Grenze  liegenden  Wert  von  A- 

Lasst  man  die  der  Grösse  A  auferlegte  Beschränkung  fallen,  so  nimmt 
jedesmal,  wenn  Ap  und  kq  gleichzeitig  ganze  Zahlen  werden,  der  Ausdruck 


um    die    Summe    [Xp]  +  [Xq]  =  Ap  +  ^   zu,    während    \Xp] .  [Xq]    nur    den 
Zuwachs 

Xp.Xq  —  (Ajp  —  \){Xq  —  ^)  =  Xp  +  Xq  —  1 
erhalt.     Folglich  hat  man  für  jeden  beliebigen  Wert  von  A  die  Gleichung 

(4)  2:[f]+Eß]=M.M+i, 
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WO  L  diejenige  Zahl  bedeutet,  welche  angibt,  wie  oft  poo  und  qx  gleich- 
zeitig ganze  Zahlen  werden,  wahrend  x  von  o  bis  A  wachst. 

Die  Gleichung  (3)  ergibt  sich,  wie  Stehn  bemerkt  hat  (v.  die  Ab- 
handlung Tiber  einige  Eigenschaften  der  Function  E{x)^  Crelle's  Journal, 
ßd.  59,  p.   146)  sofort  aus  der  Gauss' sehen  Gleichung  (2),  wenn  man  in 

dieser  o:  =  -  und  n  =  [Xg]  setzt.     Denn  wir  dürfen  annehmen,  dass  eine 

der  beiden  Grössen  Xp  und  Xq  eine  ganze  Zahl  sei.  Sollte  dies  nämlich 
nicht  von  vornherein  der  Fall  sein,  so  lassen  wir  A  abnehmen,  bis  eine 
der  beiden  Grössen  Xp  und  Xq  eine  ganze  Zahl  wird,  und  halten  den 
Wert  von  A  fest,  bei  dem  dies  zuerst  geschieht.  Durch  das  beschriebene 
Verfahren  hat  keine  einzige  der  in  Betracht  kommenden  grössten  ganzen 
Zahlen  ihren  Wert  verändert.     Es  sei  also  Xq  eine  ganze  Zahl.    Dann  wird 

I  [JiP    _  j^^^j  _  ^^  ^jjj  hiermit  ist  (3)  aus  (2)  abgeleitet. 

Sodann  kann  man  die  Gleichungen  (3)  und  (4)  auch  unmittelbar  aus 

(4)>  §    5  erhalten,  indem  man  die  Function  f{s)  =-5,  die  Zahl  /i  gleich 

Null  und  die  dortige  Zahl  p  gleich  \Xq]  nimmt.  Aus  der  zuletzt  er- 
wähnten Gleichung  folgt  sofort 

WO  die  Zahl  p  angibt, 'wie  viele  von  den  vorkommenden  Brüchen  ~  ganz- 
zahlige Werte  haben. 

Nun  könnten  wir  wieder  den  eben  eingeschlagenen  Weg  befolgen, 
um  zu  zeigen,  dass  man  unter  den  beiden  Grössen  p  und  q  stets  die  eine, 

q  y  so  auswählen  kann,  dass     [Xq]-\  =  [Xp]  wird;  wir  ziehen  es  aber  vor, 

diesen  Beweis  auf  einem  von  Stekn  (a.  a.  0.)  angegebenen  Wege  zu  führen. 
Wir  setzen 

k  =  [^g]  +  e,        Ap  -  \Xp]  +  A 


dann  ist 


fM-Ai,-2  =  M.+  â=iï. 
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Ist  nun  fq  =  epj  so  folgt  sofort 


[m|]  =  [^/']. 


andernfalls  kann  man  für  q  denjenigen  der  beiden  Werte  jp  und  q  nehmen, 
für  welchen  fq  >  ep  ist,  so  dass  o  <  '^~^^  <  i  wird.  Es  ist  also 
wiederum 


[Mf]  =  [M  +  ^^]  =  M. 


Nun  bleibt  noch  zu  zeigen,  dass  die  Zahl  p  mit  der  obigen  Zahl  L 
übereinstimmt.     Es    folgt   dies   daraus,    dass  jedesmal,  wenn   xp  und   icq 

gleichzeitig  ganze  Zahlen  werden,  auch  [xq]  ^  =  xp  und  [xp]  ^  =  xq  ganze 

Zahlen  sein  müssen. 

Aus  (3)  zieht  nun  Stern  eine  Reihe  von  Eolgerungen.     Sind  p  und 
q  relative  Primzahlen  und  e  und  f  resp.  die  kleinsten  positiven  Reste  von 

p  und  q  nach  den  Moduln  m  und  n,  also und  - — -  ganze  Zahlen, 

ist  ferner  k  eine  positive  ganze  Zahl  von  der  Beschaffenheit,  dass  ke  <  m 
und  kf<n  ist,  so  besteht,  wie  sich  leicht  zeigen  lässt,  die  Relation 

'iq-f)ip-e) 


(5)  V  l'IUi]  j.  V  [?3^'\  =  ^ 


mn 


Für  k  =  i  ist  die  Bedingung  ke  <  m,  kf  <n  erfüllt;  es  ist  demnach 
(6)  f       y^  Vspnl       yî*  pgml  ^  {q  —  f)(p~e) 


mn 


Für  m  =  n  geht  (5)  über  in 

(7)  T[f]+î[?]='-<-^=5^^'. 
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und  für  den  Fall,  dass  e  =  f  —  \   ist,  kommt 


*(«-!)  .      *(P-1) 


(8)  i:[?i+i[?]=^^^^^#^- 

Die  Gleichung  (8)  ist  zuerst  von  Sylvester  (^.  a.  0.)  aufgestellt  worden; 
sie  enthalt  als  speeiellen  Fall  folgenden  Satz  von  Eisenstein  (Crelle*s 
Journal  XXVII,  p.  281): 

Sind  p  und  q  relative  Primzahlen  und  beide  =  i   (mod  w),  so  ist 


fe)        ?;[?]+?;[?]= 


0>— 0(g-  0. 


m 


hieraus  ergibt  sich  für  m  =  2  die  Gleichung  (i). 

Selbstverständlich  lassen  sich  die  Relationen  (i)  und  (5)  bis  (9)  auch 
unmittelbar  aus  dem  in  §  5  bewiesenen  Satze  herleiten.  Die  unter  dem 
zweiten  Summenzeichen  befindliche  Function  ist  jedesmal  die  Umkehrung 
der  unter  dem  ersten  Summenzeichen  befindlichen  Function,  ferner  steht 
auf  der  rechten  Seite  überall  das  Produkt  aus  den  Glicderanzahlen  der 
beiden  Summen,  und  die  Zahl  p  verschwindet  infolge  der  gemachten 
Voraussetzungen  mit  Notwendigkeit  Da  ausserdem  für  fi  =  o  überall 
auch  V  =  o  wird,  so  handelt  es  sich  jedesmal  nur  um  den  Nachweis,  dass 
man  unter  den  völlig  gleichberechtigten  Zahlen  p  und  q  stets  die  eine, 
g,  so  auswählen  kann,  dass  das  letzte  Glied  der  ersten  Summe  auf  der 
linken  Seite  gleich  der  Anzahl  der  Glieder  der  zweiten  Summe  wird.  So 
ist  z.  B.  in  (9),  wenn  man  die  grössere  der  beiden  Zahlen  p  und  q  gleich 
q  nimmt 

L      mq      J         L     w    J  m     * 

und  damit  ist  die  Gleichung  (9)  gerechtfertigt 

Eisensteins  Geometrischer  Beweis  des  Fundamentaltheorems  für  die 
quadratischen  Reste  (Crelle's  Journal  XXVIII,  p.  246)  ist  ein  specieller 
Fall  der  in  -4  6  angestellten  geometrischen  Betrachtung;  er  beruht  darauf, 
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dass  y= -a;  die  Gleichung  einer  durch  den  Coordinatenanfangspunkt  ge- 
henden  Geraden  ist,  der  man  auch  die  Form  a?  =  -y  geben  kann,  und 

dass,  wenn  p  und  q  relative  Primzahlen  sind,  kein  einziger  der  in  Betracht 
kommenden  Gitterpunkte  in  die  Gerade  selbst  hineinfällt. 


§9.  • 

Die  Gleichung  (i)  des  vorigen  Paragraphen  kann  man  auch,  wenn 
man  die  Zeichen  jp  und  q  resp.  durch  m  und  n  ersetzt,  in  folgender  Weise 
schreiben 

'=[?]_        _       '=["]_        ^         r     -1     r    n 

'■)  S[M+g[^]=[?]["]- 

In  dieser  Form  gilt  die  Gleichung  allgemein  für  zwei  beliebige  re- 
lative Primzahlen  m  und  w,  wie  zuerst  Gauss  bemerkt  hat  {Theorematis 
arithmetici  demonstratio  nova,  Gauss'  Werke,  Bd.  II,  p.  8;  eine  An- 
wendung   findet    sich    in    der    Theoria    residuorum    biquadraticorum    ibid. 

p.  i^sy 

Es  sei  eine  der  beiden  relativen  Primzahlen  gerade,  die  andere  also 
ungerade.     Die  erstere  bezeichne  man  mit  «,  die  letztere  mit  w.    Dann  ist 


frw-l  wl Fn  ml fml 

[UJirJ-UnJ-LTj' 


und  damit  ist  die  Richtigkeit  von  (i)  auch  für  diesen  Fall  dargethan. 

Bezeichnet  man  die  auf  der  linken  Seite  von  (i)  befindlichen  Summen 
mit  S  resp.   T,  so  hat  man 

Nunmehr  können  wir  den   Wert  der  Summe  S  -{-  T  auch  für  den  Fall 
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angeben^  dass  m  und  n  einen  gemeinsamen  Teiler  haben.  Es  sei  â  der 
grösste  gemeinsame  Teiler  beider  Zahlen,  so  dass  die  durch  die  Gleichungen 

m  =  m'dy 
n  =  n'a 

definierten  Zahlen  w'  und  n'  relativ  prim  zu  einander  sind.  Wenn  m 
und  n  beide  =  i  (mod  2)  sind,  so  setzen  wir  m  <  n  voraus;  andernfalls 
nehmen  wir  n  als  gerade  an.  Alsdann  führt  die  Wiederholung  der  oben 
angestellten  Betrachtung  leicht  zu  der  Gleichung 

-[i-]_        _  .    "[ÎL        ^         r     -1     r   n 

i:[M+S[i']=[?]ß]+'- 


TM 


Die    Zahl  p   gibt   an,    wie   viele  von  den  Brüchen    —  einen  ganz 


n 


zahligen  Wert  haben,  w&hrend  s  die  Reihe  der  Zahlen   1 ,   2 ,  3 ,  . . . ,    - 
djarchlauft,  oder  was  dasselbe  ist,  p  ist  die  Zahl,  welche  angibt,  wie  viele 
Zahlen  der  Reihe   i,  2,  3,  ...,     -     Vielfache   von   n'  sind.     Folglich   ist 


-mm 


oder  verinöge  der  leicht  au  beweisenden  Gleichung 

.  b  J       La6j 
(v.  DiRiCHLET,  Zahlentheorie,  p.  28), 

^  =  ß]- 

Es  ist  also  in  allen  bisher  betrachteten  Fällen 

Acta  mailUmatiem.    10.    Imprimé  le  17  Hui  1S87. 


5- 
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14  Ja#;'/D    \{^f'\*. 

Va  bl*:lbl  noch  d*fr  Fall  zu  untirr^uchcn,  wo  i/i  urid  it  ungerade  und 
ftir^'AfArr  ;rle:ch  *ind-  Dies^^r  Fall  lädst  Mch  auf  eine  ähnliche  Weise  er- 
Wi'.'^f:u;  kurzer  aber  führt  die  direkte  Behandlung  zum  Ziel.     Es  ist 

ï[:']+ïf™'J=^'|;'=m'+[:4 

Nun  i<<t  aber  der  grösste  gemeinsame  Teiler  von  m  und  iw  die  Zahl  m 
«elbftt.  PvÄ  gilt  somit  immer,  was  für  positive  ganze  Zahlen  m  und  n 
auch  bedeuten  mögen,  die  Gleichung 

'^>  «+^= ["][-.] +ß]- 

(i)    ist    in    (2)    als    specieller   Fall   enthalten,   da   der  grös>te   gemeinsame 
Teiler  zweier  relativer  Primzahlen  die  Einheit  und  I  -  j  =  o  ist. 
Beispiel  m  =  9,  n  =  18;  d  =  g. 

--0  +  1  +  1  +  2  +  2  +  3  +  3  +  4  +  4  =  20. 

Die  Gleichung  (2)  kann  man  in  folgender  Weise  geometrisch  be- 
weisen.    Man  konstruiere  die  Gerade  y  = -a?, -welche  Gleichung  man  auch 

in  der  Form  ^r  =  —  ?/  schreiben  kann.     Hieraus  folgt 

'3)  S+T-[^][[\+p, 

WO  p  die  Anzahl  der  Gitterpunkte-  bezeichnet,  die  auf  der  Diagonale  des 
durch    die   Axen   und   durch  die   Geraden  y  =  —   und   x  —  -   gebildeten 
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Rechtecks  liegen;  hierbei  ist  der  Schnittpunkt  der  beiden  letztgenannten 
Geraden,  falls  derselbe  ein  Gitterpunkt  sein  sollte,  mitzurechnen.  Von 
diesen   Punkten   erhalt   man,   wie   leicht  einzusehen  ist,  jeden  einmal  und 

nur  einmal,   indem   man   den   Bruch  —  auf  seine  kleinste  Benennunoj  — 

bringt,  dann  —  der  Reihe  nach  mit  den  Zahlen  i,  2,  3,  ...,  -  multi- 
pliziert  und  jedesmal  den  Zahler  der  so  gewonnenen  Brüche  zur  y-Coor- 

dinate,  den  Nenner  zur  jc-Coordinate  eines  Punktes  macht.    Wollte  man  — 

n 

-    ,  also  auch  über  - 

liegt,  so  würden  die  Coordinaten  des  betreffenden  Punktes  y  =  rw/,  x  =  rn' 

resp.    die    Werte    —  =   -    und    —  =  -    übertreffen,  folglich   der  Punkt 

zwar    in    die    Gerade    v  =  —x,    aber    ausserhalb    des   oben  bezeichneten 

Rechtecks  fallen.  Es  ist  also  die  gesuchte  Anzahl  ^o  =  -  ,  und  infolge 
dessen  geht  (3)  in  die  zu  beweisende  Gleichung  (2)  über. 


§   10. 

Es  soll  jetzt  versucht  werden,  gewisse  Summen  von  grössten  Ganzen 
analytisch  auszudrücken,  mit  Benutzung  einer  oft  angeführten  Arbeit  von 
Zeller  und  einer  Reihe  von  Untersuchungen  von  Boüxiakowsky  {Dé- 
monstratiofi  de  quelques  propositions  relatives  A  la  fonction  numérique  E{x). 
Bulletin  de  l'académie  des  sciences  de  S:t  Pétersbourg,  tome  28, 
p.   257  etc.,  p.  411   etc.;  tome  29,  p.  250  etc.). 

Wir  beschäftigen  uns  zunächst  mit  Summen  von  der  Form 


P. 


wo  p  eine  Primzahl  und  a  eine  positive  ganze  Zahl  mit  Ausschluss  der 
Null  bedeutet.     Setzt  man 


*«1 
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SO  ist  nach  dem  in  §  5  bewiesenen  Satze 

Der  Ausdruck     i£-II-LL  I  ist  eine  rationale  ganze  Function  (a —  i)^"* 
Grades  von  /?;  es  ist  nämlich  für  a  =  o  (mod  2) 


\^^-hp'-'  -  -p"-'  +  ^-^p'-'  +  • 


a(a  —  I) .  .  .  2 
7  .2...(û—  I)' 


und  für  a  =  i   (mod  2) 

L        p        J        ^  ^        ~"  *I.2...(a —  I) 

Beide  Gleichungen  lassen  sich  in  folgender  Weise  in  eine  einzige  zusam- 
menfassen 

[x^)!]_^._,;.-.±,..  +  (-,).-..î^=^il-^-.j-«-[|]|. 

Die  rechte  Seite  von  (i)  ist  demnach  eine  rationale  ganze  Function 
von  p.  Stellt  man  nun  folgende  Reihe  von  Gleichungen  auf  (Zeller, 
Nachr.  d.  Götting.  Ges.  d.  W.   1879,  p.   254) 


(P-0"  =  [^>  +  ^,-. 


und  addiert,  so  kommt 

(3)' 


«— j»— 1  *—p— 1 


««1 


<-l 


Der    Ausdruck    £«•,  den   wir  mit  S^  bezeichnen   wollen,  lässt  sich 
nach   dem  NEWTON'schen  Satze  rational   und  ganz  ausdrücken  durch  die 
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symmetrischen  Grundverbiiidungen  der  Elemente  i,2,3,...,2> —  ^j  ^"^ 
diese  Grundverbindungen  sind  nach  dem  WiLSON'schen  Satze  alle  durch 
p  teilbar  mit  Ausnahme  der  einen  i  .  2  .  3  .  .  .  (/> —  i),  für  welche  die 
Kongruenz  gilt 

(—  i)''-^^  1.2.3  ...(;;—  1)  (njod^;). 

S^  wird  also  in  allen  denjenrgen  Fällen  durch  p  teilbar  sein,  in  denen 
die  Zahl  \p  —  ^  zur  Darstellung  der  Summen  gleich  hoher  Potenzen  der 
p  —  I  Elemente  nicht  erforderlich  ist.  Dies  ist  immer  dann  der  Fall, 
wenn  a  <  p  —  1 .     Wir  machen  jetzt  die  Annahme  a  <  p  —  i .     Alsdann 

ist   Sa  und  somit  auch  Sr,  durch  p  teilbar.     In  denjenigen  Fällen  also, 

wo  es  gelingt   2r,  als  rationale   ganze   Function  von  p  darzustellen,  ist 

Pa  eine  rationale  ganze  Function  von  p,  von  der  man  auch  den  Grad 
bestimmen  kann.  P^  l^-sst  sich  alsdann  mit  Htilfc  der  Gleichung  (3)  di- 
rekt bestimmen;   aber  es  ist  auch  die  Methode  der  unbestimmten  Coeffi- 

cienten  anwendbar,   so   dass  es  nicht  nötig  ist,   S^  und  Hr,  wirklich  zu 

berechnen. 

Ein  solcher  Fall  ist  z.  B.  der,  wo  a  und  p  —  i  keinen  gemeinschaft- 
lichen Teiler  haben  (Zellek,  a.  a.  0.  p.  255).  Dann  erscheinen  nämlich, 
wie  aus  der  Lehre  von  den  Potenzresten  bekannt  ist  (cf.  Dikichlet's 
Zahlentheorie,  ed.  1879,  p.  73),  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichungen  (2) 
die  sämtlichen   kleinsten   positiven  Reste  von  j)  mit  Ausschluss  der  Null. 

Es  wird  also  Sr,  =?-:£ ^,  und  P^  ist  rational  und  ganz  durch  p  dar- 
stellbar, und  zwar  wird  die  betrefifende  Function  in  p  vom  a**°  Grade 
sein,  indem  nach  einer  bekannten  Formel 

-ig.°'°";.'".r"'^-'>'" 

.„(»-.)(, -2)»- 3)(.- 4)  (^_,)-.:p  _ 
^  6    «  I  .2.3.4.5  u'  y       ^         » 

wo  jB,  ,  JBj ,  -Bj , . . .  die  auf  einander  folgenden  BERNOULLi'schen  Zahlen  sind 
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.  Auch  Q^  ist,  wie  Gleichung  (i)  zeigt,  unter  den  oben  gernachten 
Voraussetzungen  eine  rationale  ganze  Function  von  j>,  die  durch  die  Mcr 
thode  der  unbestimmten  Coefficienten  gefunden  werden  kann. 

Es  sei  jetzt  a  =  2  und  p  eine  beliebige  Primzahl.  Die  Primzahlen 
2  und  3  brauchen  nicht  ausgeschlossen  zu  werden,  da  für  jede  positive 
Zahl  j)  die  Gleichung  gilt 

Nun  ist 


•'       .-1 


$jsp        1|_  -,  S^p—\ 


(4)  i\  +  g,  =1  [■]  +  r [v«7']  -  {p -  0% 

indem  [y'(p—  i)^]  =  jp  —  i   ist,  ferner  ist 

(5)  5,  =i,.i>, +£,-. 

Bezeichnet  man  mit  R  die  Summe  der  quadratischen  Reste  von  /?,  so  ist 

Y}\  ^  2R. 

Ist  nun  p  von  der  Form  4w  +  i ,  so  ergänzen  sich  je  zwei  quadratische 
Reste  zu  ^,  es  ist  also 

4 

Da  nun  S^  eine  Function  3.  Grades  von  p  ist,  welche  kein  konstantes 
Glied  enthält,  so  sind  P^  und  Q^  rationale  ganze  Functionen  von  p. 
Hieraus  folgt  die  Berechtigung  zu  schreiben 

P,  =  Ap'   +Bp   +C, 

(6) 

Q,  =  Ay  +  B,p  +  C^. 

Setzt  man  in  diesen  beiden  Gleichungen  p  der  Reihe  nach  gleich  5,   13, 
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1 7,  SO  ergeben  sich  je  drei  lineare  Gleichungen  für  Aj  B,  C  und  -4^,  B^,  Cp 
durch  deren  Auflösung  man  folgende  Formeln  gewinnt 


(7)         "fK]=^i-^+-:='^-?^^ 


(8)  "il:~\^f-p  +  {-'î^"^^, 

welche  resp.  mit  den  von  Bouniakowsky  im  Mrticle  2^»  der  oben  ge- 
nannten Abhandlung  p.  424  angegebenen  Formeln  (20)  und  (21)  über- 
einstimmen. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  uns  der  direkte  Weg  schneller  zum 
Ziel  geführt  haben  würde,  wir  haben  hier  die  Methode  der  unbestimmten 
Coefficienten  nur  deshalb  gewählt,  um  ein  Beispiel  davon  zu  geben. 

Anders  gestaltet  sich  die  Sache  für  eine  Primzahl  q  von  der  Form 

4n  +  3.     Auch   dann   ist   natürlich  Jlr,  —  2R  durch  q  teilbar,  aber  die 

Abhängigkeit  der  Zahl  R  von  q  ist  nicht  so  einfach,  dass  sie  sich  durch 
eine  rationale  ganze  Function  von  q  ausdrücken  liesse.  Aus  (4),  (5)  und 
(6)  ergeben  sich  für  P^  und   Q^  leicht  die  Ausdrücke 


^UJ-  6  7' 


*-ç-l 


*=l'^   ^_  O  *       q 

Diese  beiden  Formeln  gelten  allgemein  für  jede  Primzahl  q;  sie  enthalten 
(7)  und  (8)  als  speciellen  Fall. 

Bezeichnet  man  mit  R  die  Summe  der  quadratischen  Nichtreste  von 
9,  so  ist 

R  +  R'  =  ^-^3^:-^ 
'  2 

2R  _  2R' 

q  "^      ^        q  ' 
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also 

'v'pn     (î-0(2g-7)  ,   2R' 

'°"^"~^                              /^              »X/^,.      1       »\                 ^yT> 

Wir  gehen  jetzt  über  zu  der  Betrachtung  der  Summen 


#»=m— 1, 


Z[v«m]      und      ^[Q, 
WO  w  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  ist.     Es  gilt  die  Gleichung 

(9)  |jv'«^]+"èj^]==(»»-0'+/', 

wo  die  Zahl  p  angibt,  wie  viele  unter  den  Produkten  i  .m,  2  .w,  3.m,..., 
(m  —  i)m  volle  Quadrate  sind.  Wenn  m  aus  lauter  verschiedenen  Prim- 
zahlen besteht,  so  ist  offenbar  p  =  o.  Ist  w  =  a^^f/c^  . . . ,  wo  a,  6,  c . . . 
die  verschiedenen  in  m  enthaltenen  Primzahlen  und  die  Exponenten 
a,  ß,  j-i  •  •  •  alle  gerade  sind,  ist  also  m  eine  volle  Quadratzahl,  so  enthält 
die  Reihe   i.w,  2.w,  ...,  m.ni  offenbar  ebenso  viele  Quadratzahlen  als 

^  ß  r_ 
die  Reihe   i,  2,  .  .  .  ,  w,  ihre  Anzahl  ist  also  yjm  =  a^  b^c^  ..1,  mithin  ist 

in  diesem  Falle 

a    ^   r 
p  =  0^  b^C^  .  .  .  —  I  . 

Ist  m  =  a'^I/c^  . . .  a'^^b'^c'^'  . . . ,  wo  a^  ßy  j-^  ...  gerade,  a',  ß',  f,  ...  ungerade 
sind,  so  muss  eine  Zahl  5,  welche  mit  m  multipliziert  ein  volles  Quadrat 
ergeben  soll,  den  Faktor  a'b'c'  ...  und  ausserdem  nur  noch  einen  quadrati- 
schen Faktor  enthalten.  Befreit  man  also  die  Zahl  5  von  dem  Faktor 
a'Vd  ...\  so  muss  ein  volles  Quadrat  übrig  bleiben.  Legt  man  mithin 
den  ZahlBh  s  ausserdem  noch  die  Bedingung  auf,  nicht  grösser  als  m  zu 
sein,  so  stimmt  ihre  Anzahl  überein  mit  der  Anzahl  der  in  der  Reihe 

I,  2,  3,  ...,  a'^^c?  ...a^^-^V^-^d'''--'  ... 
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1  t  t  îjz!    é!=i    t^ 

enthaltenen    Quadratzahlen,    sie    ist   also  gleich  a^V  c^  .  .  .  a*  ^  b'  ^  &  ^ 

±  t  L  r«'i    r^i   r?::] 

oder  gleich  cfVc^  ...  a!^^^  V^^^  (T^K  . . . 

Demnach  ist  in  diesem  Falle 

Beide  Werte  für  p  lassen  sich  in  einen  Ausdruck  vereinigen.  Sind  Oj  b,  c  ... 
die  verschiedenen  in'i»  enthaltenen  Primzahlen,  und  ist  m  =  a''b^(^  ..., 
so  ist 

f-1    f^l   [^ 

Die  Zahl   m  möge  jetzt  aus  lauter  verschiedenen  Primfaktoren  von 

der  Form   4n  +  i    bestehen.     Dann  handelt  es  sich  darum,  Sr,  zu  be- 

stimmen.  Zunächst  ist  klar,  dass  jeder  quadratische  Rest  r  von  m  durch 
einen  andern  quadratischen  Rest  r'  von  m  zu  m  ergänzt  wird.  Denn  aus 
der  Möglichkeit  der  Kongruenz 

x^~r  (mod  m) 

folgt  sofort  die  Möglichkeit  der  Kongruenz 

rr'=  —  r  (mod  w), 

da  die  negative  Einheit  quadratischer  Rest  jedes  einzelnen  der  in  m  ent- 
haltenen Primfaktoren  ist.     Anderseits  hat  die  Kongruenz 

x^  =  r  (mod  m) 

genau  ebenso  viele  Wurzeln  als  die  Kongruenz 

a?*  =  — -  r  (mod  m). 

Setzt  man  also- 

r  +  r*  ^=^  m 

Acta  mmthematiea.    10.    Imprimé  le  18  tfai  1887.  6 
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und  stellt  die  Gleichungen  auf 


I» 


SO  kommt  jeder  Rest  r  genau  so  oft  vor,  als  der  zugehörige  Rest  r'. 
Hieraus  folgt 

rm  (  w  —  I  )  ,     . 

/'=""^ — ' 

und  da  die  Zahl  p  unter  der  gemachten  Voraussetzung  verschwindet,  00 
dürfen  wir  mit  Berücksichtigung  der  Gleichung  (9)  und  der  für  jede  Zahl 
m  geltenden  Gleichung 

folgenden  Satz  aussprechen: 

Wenn  eine  Zahl  m  aus  lauter  vei'schiedénén  Primfaktoren  von  det 
Form  4n  +  i  i)esteht,  so  gelten  die  Gleichungen 


«=«1—1    ,-j 


(w —  i)(m  —  2) 


yr  .— 1  _(m— i)(2m— I) 


Es  sei  jetzt  m  =  a^lP(?  . . . ,  wo  die  verschiedenen  in  m  enthaltenen 
Primfaktoren  a,  h,  c^  . . .  alle  die  Form  4«.  +  i   haben.     Dann  wird  die 

«sm— 1 

oben    zur    Berechnung   von  52  r,  angestellte  Betrachtung  nur  insofern  al- 

teriert,   als   r   auch   gleich   Null   werden  kann,  und  zwar  geschieht  dies 
so  oft,  als  die  vorhin  mit  p  beseichneté  Zahl  angibt.     Die  Zahl  />,  deren 
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[-]     [-]    f-] 
Wert   gleich    a  '  J  *  c  *    ...  —  i    gefunden    wurde,   ist   offenbar  gerade; 

denkt  man  sieh  demnach  ^-mal    statt    des   Restes  Null   den  Rest  m,  so 

ergänzen   sich  wiederum  stets  zwei  Reste  r  und  r'  zu  m,  und  jeder  Rest 
r    wird    ebenso    oft    erscheinen   als  der  augehOrige  Rest  /.     Hierbei  ist 

die  Zahl  m  jedoch  --mal  zu  viel  mitgerechnet  worden,  wir  erhalten  also 
die  Gleichung 

xr*  191(771  —  I  )  two 

^^  =  -^—;. '  —  -T^ 


fsafn — 1 


und  es  wird 


oder 


m(iji  —  i)        mp 
1  T' 


«e^m — If 


(m  —  i)(2m  —  0  _  V^  r^l  O-  *^~  ^  i? 

6  ^  LwJ    '2         V  2' 

Mit  Hülfe  einer  einfachen  Rechnung  ergibt  sich  hieraus 

(„)        T'K]-""'r~-+^ 

und  vermöge  der  Gleichung  (9) 

/      \  ""vr\ — 1         (m— i)(2m— i)        /> 

(13)  5JVH  = ^^ +  5- 

Die  Gleichungen  (10)  und  (11)  gehen  resp.  aus  (12)  und  (13)  hervor, 
indem  man  />  =  o  setzt. 
Beispiel  w  =  25  =  5^. 
Die  direkte  Berechnung  ergibt 

£[|^]  =1  +  1  +  14-2  +  3  +  4  +  4  +  5  +  6  +  7  +  9+10+11 
+  12  +  14  +  16  +  17  +  19  +  21  +  23  =  186. 
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Die  Berechnung   nach   (12)  ergibt,  da  p  den  Wert  5^ —  i  —  4  hat, 


««24. 


y  fill =£1:^  +  4  =,86. 

Wir  betrachten  jetzt  die  Summen 
und 


•wo  p  eine  Primzahl  von  der  Form  ^n  +  i.  bedeutet.     Da,  wie  leicht  zu 
sehen 

4 


ist,  so  gilt  die  Gleichung 


Anderseits    erhält   man    durch    ein   schon    mehrfach    benutztes    Verfahren 
die  Gleichung 

#-1  '^ 

wenn   man   mit  B»  wiederum  die   Summe   der  quadratischen  Reste  von  p 
bezeichnet.     Nun  ist 

4 

—^ 

r«2      i>(p  — i)(p+  0 


mithin 


^^'  = T. ' 

«-1  24 


^  = i4 ' 

^  12 
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Hieraus  ergeben  sich  in  Verbindung  mit  (ii)  sofort  die  von  Bounia- 
KOWSKY  aufgestellten  Gleichungen  (Bulletin  de  l'acad.  imp.  de  S:t 
Petersbourg,  tome  28,  p.   257,  263) 

|'ki='"-".f^"- 

•■"~r 
Far  eine  Primzahl  von  der  Form  4n  -f-  3  hat  man  zunächst,  da 

L    43    J      L    4         4gJ 


,.p-i 


_    _    _3  — 3 

L    43    J      L    4     ''"4gJ 
ist,  die  Relation 


ïm+"?;i^=^^ 


•  1 

Ferner  ist,  wie  leicht  zu  beweisen, 

-V 

érW — ^~g' 

folglich  ,  * 

und  vermöge  der  Relation 

B  +  Bf^îk^,: 

WO  iî'  die  Summe  der  quadratischen  Nichtreste  von  q  bezeichnet, 


,?,(v;ii-'-^-f- 
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(BouMiAKOwsKY^  a.  n.  0.  p.  415),     Da  nun,  wie  pag.  39  geaeigt, 


'£l^]  =  <»- ■!<<<- 5)  +  Î«, 


SO  folgt 


_  (g— t)(4g+  0         2ß' 


êtmq^l 


«+1''^   ^^  12  *^    gr 

_  (g-o(7g  +  1)  _  b;^ 

12  2  ' 

(a.  a.  0.  p.   419,  420). 

Es  sei  wiederum  m  =  a^'b^cf ...  eine  Zahl,  deren  Priraf aktören  a,  6,  c,,., 
alle  die  Form  4n  +  i   haben.     Dann  ist 

(■4)         "r[g+'?,[«-'-î^'+.', 

WO  die  Zahl  p'  angibt,  wie  viele  unter  den  Produkten  i  .tw,  2  .m,..., — ^^^.m 
volle  Quadrate  sind,  oder  was  dasselbe  ist,  wie  viele  unter  den  Quadraten 
1',  2',  ...,  ( — - — j    durch    m    aufgehen.     Diese    Zahl    ist    aber   gleich 

der    Hälfte    derjenigen    Zahl,    welche  oben  mit  p  bezeichnet  und  gleich 

[-]   [-]  [-] 
a^  b  ^  c^    ...  —  I  gefunden  worden  ist,  indem  zu  jeder  zwischen  i  und 

— - —  liegenden  Zahl  A,   deren  Quadrat  durch  m  aufgeht,  eine  zwischen 

— - —  und  m  —  I   liegende  Zahl  m  —  A  gehört,  deren  Quadrat  ebenfalls 

durch  m  aufgeht  und  umgekehrt.  Denn  (cf.  Dirichlet,  ZaMentheorie,  p.  76) 
wenn  r  irgend  eine  ganze  Zahl  bezeichnet,  so  ist 

{m  —  ry  =  m^  —  2rm  +  r'  =  y'  (mod  m). 
Hieraus  folgt  aber  weiter,  dass  die  Quadrate  (^ )  ,  (— — -j  , ...,  (w—  i)' 
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dieselben    Reste    nach    dem    Modul  m  liefern,   wie  die  Quadrate    1*9  2^ 

. .  • ,  (-— — )  )  ûur  in  umgekehrter  Reihenfolge.     Jetzt  braucht  man  sich 

blos  der  pag.  42  angestellten  Betrachtungen  zu  erinnern,  um  zu  erkennen, 
dass  die  Gleichung  besteht 


-i  ^  L«»J  4  4 


und  da  die  linke  Seite  den  Wert  ^-  -   ■  ■        ■   ■■  ■    hat,  so  folgt 


folglich  durch  Anwendnng  von  (14) 


(m  —  0(ot  —  5)    ,   ff 

5 +  4' 


m-1 


[«]    [l]   fr] 
p  =  a^  b^  c^    ...  —  I   ist  durch  4  teilbar;  es  verschwindet,  sobald 

die  Verschiedenen  in  m  enthaltenen  Primfaktoren  alle  nur  in  der  ersten 

Potenz  erscheinen.     Pur  solche  Zahlen,  welche  dieser  Bedingung  genügen, 

gelten  also  dieselben  Relationen,  die  oben  für  Primzahlen  von  der  Porni 

4n  +  I  angegeben  wurden,  nftmlich 

(.6)  "flvül^'— 'if-". 

Hierin  liegt  die  Erklärung  für  die  von  Bouîhakowsky  (a.  a,  O.  p.  265) 
beobachtete  Thatsache  dass  die  Gleichung  (i6)  für  m=  25  nicht  richtig 
ist,  wohl  aber  für  m  =  65.     Far  m  =  65  ist  eben  />  =  o,  so  dass 


|jV65«l=^-320 
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ist,  .Während  für  m  =  2$  die  Zahl  p  den  Wert  4  hat,  so  dass 


«-6. 


Z[v/2s.]  = 


24  .  20 
12 


+  I  =4r 


wird. 

Die  obere  Grenze  der  Summation  möge  jetzt  bis  zu  einem  Vielfachen 
von  m  ausgedehnt  werden.  FQr  zwei  beliebige  positive  ganze  Zahlen  m 
und  k  gilt  die  Gleichung    • 


i'  2*  ^' 

wo  p"  angibt,  wie  viele  unter  den  Brüchen  —,  —,  —,  . 
"  ffi     m     m 

Zahlen    sind.     Es    mögen    nun    sämtliche  in   m  =  a'^b^c^ 

Primfaktoren  die  Form  ^n  +  i   haben.     Dann  ist- 


(ranze 

enthaltenen 


[-1   f^l  [^1 


Denn  es  sind  zunächst  die  k  Quadrate  m',  (2w)^  (3*>^')»  •  •  •  >  {kmy  durch 
m  teilbar;  .  femer  ist  die  Anzahl  derjenigen  Zahlen  aus  der  Reihe 
I,  2,  3,  . ..,  m — I,  deren  Quadrate  durch  m  aufgehen,  gleich  ^;  es 
liegen  aber  zwischen  zwei  beliebigen  aufeinanderfolgenden  Vielfachen  von 
m  (mit  Ausschluss  beider  Grenzen)  ebenfalls  p  Zahlen  deren  Quadrate 
durch  m  teilbar  sind,  wie  aus  der  Gleichung  hervorgeht  , 

{fxm  +  ry  =  p^rn^  +  ^/i^r  +  r'. 

Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  p"  in  der  That  den  Wert  k{p  '\-  \)  hat. 
Bildet  man  nun  die  Gleichungen 


».«î 


Vm 


k^vi 


m 


-]m  + 


km 
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Ober  Sammen  von  grössten  QanzeD.  4d 

und  addiert,  so  kommt 


Nun  ist 


^   2        km{km  +  i){2km  +  i) 
^s    =  — ' ^ 1 

j=l  o 


folglich 


«<s:itm_ 


V^r«^!  _  k(m  +  l)(2km  +  i)        k{m —  i)        kp 
und  vermöge  (17)  nach  einfacher  Rechnung 


#-1" 


Fügt  man  zu  den  bisherigen  Bedingungen  noch  die  neue  hinzu,  dass 
alle  in  m  enthaltenen  Prirafaktoren  von  einander  verschieden  seien,  so 
verschwindet  p^  und  es  ergibt  sich  die  Gleichung 

Zj^/m]  =  g[4Ä'w'  _  3^i(i  _  i)  -^.  2], 

welche  Boüniakowsky  für  den  Fall  abgeleitet  hat,  dass  m  eine  Primzahl 
von  der  Form  4n  +  1  ist. 


Wir  stellen  una  jetzt  die   Aufgabe,  die  Ausdrücke  2^[v^«],  2)[^«]  zu 

berechnen,    wo    n    eine    beliebige    positive    ganze    Zahl    ist.     Setzt    man 
[yjn]  =  w,  so  gilt  die  Gleichung 

Jan  «»m 

da  sämtliche  m  Glieder  der  zweiten  Summe  auch  nach  Weglassung  der 

ActannatkematUa.   10.     Imprimé  le  IG  Hai  1887.  7 
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eckigen  Klammern  ihren  ganzzahligen  Wert  behalten.     Nun  hat  das  zweite 

Glied   der  linken  Seite  den  Wert  —^ ^^ -^  es  ist  also 

(18)  rjV^  =  m{n  +  i)-"^"+'f +'^ 

Ebenso  folgt,  wenn  man  [^ü]  =  ni  setzt,  aus  den  Gleichungen 

'Ys^  ^  ni'(m+  I)' 
.=1  4 

die  Richtigkeit  der  Formel 

(19)  rjv/s]  =  m{n  +1) '— 

Da  für  einen  beliebigen  positiven  ganzen  Exponenten  a  die  Gleichung 
besteht 

S[^«]  +  Sä"  =  wn  +  m, 

WO  m  =  [^n]  ist,  und  da  sich  Ss*"  vermittelst  der  EuLER'schen  Summen- 
formel   ausdrücken    lässt,    so    leuchtet  ein,  dass  man  in  ganz   derselben 

Weise  die  Summe  J^iv'«]  berechnen  kann. 

Die  Formeln  (18)  und  (19)  unterscheiden  sich  nur  der  Form  nach  von 
den  entsprechenden  von  Bouniakowsky  aufgestellten  Gleichungen  (Bulletin 
de  Tacad.  imp.  de  S:t  Pétersbourg,  tome  29,  p.   252  und  270). 

Ebenso  wie  die  Summe 

[v'î]  +  [v'2]  +  [v/3]+-..  +  [v/n] 
lassen  sich  auch  die  Summen 

[n/T]  +  [v/3]  +  [v/5]  +  •  •  •  +  1^^^^^=^] 
und 

[V'2}  +   [y/l]  +   [V6]   4-   •  .  .  +    W^] 


Digitized  by  VjOOQ IC 


Übor  SummeD  von  grl^ssten  Ganzen.  51 

auf  eine  einfache  Weise  darstellen.     Setzt  man  \^2n  —  i]  =  m,  so  ist 

weil    unter    den    vorkommenden   Werten   von sich     ^~        ganze 

Zahlen   hefinden.     Fügt  man  auf  beiden   Seiten  zwei  Einheiten  hinzu,  so 
kommt 

Nun  ist 

^p*  +  n ^  r^  "^  n  j-  '  'y^  ^ i  rm  +  n  ,  wi(w  +  i)(2w  +  i) 

^^  L       2      J  2  {_       2       J  2  *=i  2L       2       J  12 

folglich 

/      \  v^"r  / 1  I    l  Tfn  +  l~\        mim  +  l)(2m  +  l) 

Zur  Berechnung  der  Summe  S  fy/2«]  schlagen  wir  den  nämlichen  Weg  ein. 
Setzt  man  [>j2n\  =  m^  so  ist 

|(v/5i|+f[i]  =  »"»  +  [?]■ 

weil   unter  den   Quadraten    i^  2^  ...,  m^  sich     —     gerade  Zahlen   be- 
finden.    Es  ist  aber 

2^L2j~2,ti^  ~2L~^~J F^  2L     2     J' 

Demnach  ist 

/^t\  V^"r  /— 1  I    r^l    I    I  r»^  +  il        w(m  +  i)(2w  +  I) 

(21)  r[v^2«]  =  mt.  +  [-^J  +  3  [-^J TS 

Die    den    Formeln  (20)    und   (21)   entsprechenden   Darstellungen   der 

Summen    Z  [y/2«—  i]   und   Z  [^2«] ,  finden  sich  bei  Bouniakowsky  (a.  a.  0. 
p.   260  sqq.) 
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Auf  demselben  Wege,  auf  dem  die  Formeln  (20)  und  (21)  gewonnen 
wurden,  gelangt  man  zu  den  Gleichungen 

m  ==  [^2n  — T]; 
m  =  [^2n]  ; 

;fr^ij^)=«„+i[!^]+if/,  . 

w  =  \^2n—  i]  ; 

;?>iii=-»+i[=^]+[?]+i's^. 

m  =  [^2nJ . 
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SUR  LA  VALEUR  DE  QUELQUES  SÉRIES 

QUI  DÉPENDENT 

DE  LA  FONCTION  E{x) 


PAB 

M.  A.  STERN 

i  BBBNK. 


La  considération  qui  m'a  fait  trouver  une  démonstration  élémentaire 

du  théorème 

»—1 


X,EU+^)--E{mx)-E{x) 


qu'on  doit  à  M.  Hermite,^  peut  aussi  servir  à  trouver  la  valeur  de  di- 
verses séries  qui  dépendent  de  la  fonction  -B,(x),  fonction  qui,  selon  la 
notation  proposée  par  M.  Hbkmitb,  a  la  valeur 

«^     '  1.2 

Si  ft  et  m  sont  deux  nombres  entiers,- A  <  m  et 

X  >  Elx)  +  - ,         x<  E(x)  +  ^^^ , 

on  aura,  r  désignant  un  nombre  contenu  dans  la  série   i,  2,  ...,  m —  i, 

e(x  +  ^)  =  E{x)     ou     e(x  +  ~)  =  E{x)  +  1 

selon  que  le  nombre  r  est  un  des  nombres  i ,  2,  .  .  . ,  m  —  k  —  i  ou 
un  des  nombres  m  —  ft,  ..•,  w — i    et  il   s'ensuit  qu^alors  la  fonction 

E,  (x  +  ^)=  -^ ^^    ^       "^ 1 

'\       '    m/  1.2 

*  Voir  T.   S,  p.  315  et  T.  8,  p.  93  de  ce  journal. 

Acta  matk»m0tic0.    10.    Imprimé  le  le  Mai  1887. 
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aura  la  valeur  JS^{x)  ou  E^{x  +  i).     Ainsi  dans  la  série   ^EJx  +—) 

les  m  —  k  —  I  premiers  termes  auront  tous  la  valeur  E^{x)  tandis  que 
chacun  des  k  termes  suivants  sera  =  E^{x  +  0>  ^*  ^^  valeur  de  la  série 
entière  sera 

=  (ni  —  k—  i)E^{x)  'hkE^{x  +  i)  =  (m—  i)E^{x)  +  kE{x  +  i). 
En  substituant  au  lieu  de  k  sa  valeur  E{mx)  —  mE{x)  on  trouve 

Considérons  la  série 

La  somme  des  m  —  k  —  i   premiers  termes  aura  la  valeur 

rm(m—  I)       k(k+  1)1^  .   . 

et  la  somme  des  k  termes  suivants  sera  --^ ^Å^  +  0-     ^^^  valeur 

de  la  série  entière  sera  donc 

Mais  E^(x  +  i)  —  ^ii^)  étant  =  E{x  +  i)  on  aura 

En  supposant  E{x)  =  o  pour   toutes  les  valeurs  de  x  plus  petites  que 

Tunité  positive,  il  est  évident  que  la  série   ^^E(x j  s  évanouit  pour 

les  valeurs  de  a?  <  i.  On  peut  donc  prendre  x  =  i  -i-  Zy  z  étant  un 
nombre  positif,  et  alors  la  série  se  change  en 


f^E(z  +  ^)  =  E{mz)  -  E{z). 
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Ainsi  on  aura 

(3)  l!^(^ -^)  =  ^H^  -  '])  - ^(^  -  0- 

Cherchons  maintenant  la  valeur  de  la  série 

m— 1 


X,(m-r)E,{^-^). 


Aï  jfc  +    I 

En   prenant  toujours  x  >  E{x)  H — ,  a?  <  E{x)  H on  voit  que 

la  valeur  de  E^(x j  est   =  E^{x)  ou  E^{x —  i)  selon  que  le  nombre 

r  est  ^  fc   ou   >  4.     Ainsi  la  somme   des  k  premiers  termes  de  la  série 

est  \—^ — -  —  ^^ -^ \E^{x)  tandis  que  la  somme  des  termes 

X        X         (***  —  k)(m  —  k — i) -ET  /  \       X 

suivants  est  =^- : E^{x —  i),  et  comme  on  a    • 

.  E,{x)  =  E,{x—i)  +  E{x) 

il  s'ensuit 

m— 1 

(4)       l.{ni  —  r)E^  [x  — ^ j  =  -^ lE,{x)  — ^ ^^ ^-E{x). 

En  ajoutant  ensemble  les  deux  séries  (2)  et  (4)  on  obtient 

f              \  ET  /    \        m^E{x)    ,    m(2*:  +  i)  ^.    .     ,    k(k  +  i) 
=  ^»(w  —  i)E,{x) ^  +  ~^-^ ^-E{x)  +    ^  ^ 

et  en  substituant  E{mx)  —  m£(rc)  au  lieu  de  k  on  aura,  «près  quelques 
simples  rédactions, 

m— 1  m— 1 

C'est  un  théorème  qu'on  doit  aussi  à  M.  Hermite.* 

'   Voir  T.   5i  P-   3^5   et  Correction  à  la  suite  de  la  table  des  matières  du  T.  8  de 
ce  journal.  ^ 
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Si,  au  lieu  de  la  série  (4)  on  considère  la  série 

m-l 


iM'-d 


on  aura 

m— 1 


(6)  ^eJx  -£)  =  kE,{x)  +  {m-k-  i)E,{x  -  i) 

r  —  1  ^  ' 

m  l    m/      \19  W  2Ä;  I-r-r/     \ 

r=  --^[E{x)]'—^ E{x). 

En  prenant  la  somme  et  la  difiPérence  des  séries  (i)  et  (6)  on  obtient 

(7)  £^,(a.  +  ^)  +  "f^E^^x-^)  =  {m -  i)[E{x)r  +  2kE{x)  +  A, 

M— 1  ,  -  m— 1  ,  ^  m— 1         .  . 


Les  mêmes  considérations  conduisent  à 

m-l 


et  la  somme  de  ces  deux  dernières  séries  aura  la  valeur 

On    voit    aisément    que    la   même   méthode  donne  la  valeur  d'un  grand 
nombre  de  séries  semblables. 

Berne  le  20  février   1887. 
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ÜBER  GEWISSE  TRINOMISCHE  KOMPLEXE  ZAHLEN 


VON 

K.  SCHWEEING 

In   COESFELD. 

Seien  p  und  X  irgend  zwei  reelle  ungerade  Primzahlen,  x  eine  Wurzel 
der  Gleichung 

X^  =    L, 

a  eine  Aolche  der  Gleichung 

a*  =  I, 

wo  aber  x  =  i  und  a  =  i   auggeschlossen  werden  soll  und 

p  =  2nX  +  I- 

Ferner  möge  g  eine  primitive  Wurzel  (modjp)  sein.     Setzen  wir  dann 

(a,  x)  =  x  +  a.x'  +  a\of  +  a\x^  +  •  • .  +  a''-\af\ 

so  ist  die  von  C.  G.  J.  Jacqbi  eingeführte  ^-Funktion  durch  die  Glei- 
chung gegeben: 

Mit  der  Theorie  dieser  ^-Funktion  haben  sich  die  hervorragendsten  Ma- 
thematiker beschäftigt.     Insbesondere  hat  schon  Jacobi  gezeigt,  dass  sich 

die    Anzahl    der   wirklich   verschiedenen   (p  stets  auf  g  (in   runder  Zahl) 

reduciren  lasse,  und  Herr  L.  Kronecker  hat  in  einem  sehr  interessanten 
Aufsatze  Zur  Theorie  der  AbeVschen  Gleichungen  (Journal  für  die  reine 
und   angewandte   Mathematik,  Bd.   93,   Seite  338  flF.)  bewiesen,  dass 

Acta  mathematiea,    10.     Imprimé  It  9  MM  1887.  8 
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die  Darstellung  des  Ausdruckes  (a,  xY  durch  Produkte  konjugirter  ^  — 
mit  gewissen  Eigenschaften  der  trinomischen  komplexen  Zahl 

I  —  C'  +  d  C*^^"'^  +  I  =  o 

zusammenhängt.  Diese  Untersuchungen  Kronecker's  zwingen  zur  Dar- 
stellung der  Norm  jener  komplexen  Zahlen,  und  so  trat  mir  in  einem 
höchst  interessanten  Specialfalle  jene  in  theoretischer .  und  besonders  in 
praktischer  Beziehung  so  wichtige  Aufgabe  entgegen,  die  Norm  einer  tri- 
nomischen komplexen  Zahl  anzugeben.  Das  blosse  mechanische  Ausrechnen 
der  Norm  ist  nicht  allein  zeitraubend,  sondern  auch  von  gar  geringem 
allgemeineren  Vorteil.  Ich  stellte  mir  daher  die  Aufgabe,  ein  Verfahren 
zu  ermitteln,  welches  die  Norm  einer  trinomischen  komplexen  Zahl  schnell  und 
sicher  zu  finden  gestattet.  Die  Lösung  ergab  sich  durch  Darstellung  der 
Norm  als  algebraische  Form.  Diese  Formen  scheinen  eine  genauere  Be- 
achtung zu  verdienen,  da  ihre  Koefficienten  viele  merkwürdige  Eigen- 
schaften zeigen  und  die  Zahl  der  wesentlich  verschiedenen  Formen  in  ge- 
nauem Zusammenhange  mit  der  durch  L.  Kronecker  gegebenen  Zurûekr 
führung  der  ^-Funktionen  sich  befindet. 


§  I-  - 

Sei  X  eine  Primzahl  und  a  eiae  komplexe  Wurzel  der  Gleichung 
ot^  =  I.  Wir  betrachten  die  Zahl  z  +  a  —  a'^S  wo  p  eine  der  Zahlen 
T,  2,  3,  ...,  Å — 2  ist.     Wir  suchen  die  Norm  dieser  Zahl,  also: 

N{z  +  oi  —  «"+')  =  {z  +  a  —  «''+')(-?  +  a'  —  a^+') . . .  {z  +  a^^^  —  a<^-'><-^^>), 

oder . 

iV(^  +  a  _  a^+i)  =  U{z  +  a\  —  a'^^%  (/.=  i.î,...,a-i, 

Zu'  diesem  Zwecke  gehen  wir  nach  der  Newton- W a RiNO'schen  Methode 
zu  Werke.  Wir  bilden  aus  den  Potenzsummen  der  A  —  i  Grössen 
—  a'  -f  a'^''+'^  die  Koefficienten  der  Gleichung  (A —  i)^**"  Grades,  deren 
Wurzeln  sie  sind.     Wenn  man  setzt: 
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dann  ist 

F(a)  +  F(0 +./..  + F(0  =  ?^^^ 
und,  weil   i  +  a  +  «'+■•••  +  «^"^  =  o, 
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x—\ 


Z^F(a'*)  =  (^  —  I  )«o  —  ai  —  «2  —  ...  —  a^.:^  =  Xn^  —  F{  i  ). 
Wir  haben  also: 
(i)  %F{a^)  =^  Xa,  -  Fii).  ' 


Wenden    wir    diese    Schlüsse    jetzt    auf   unsere    Potenzsüninien  •  ah.     Die 
Summe  der  A^*°  Potenzen  ist: 


(2) 


1 


8,  =  r,(—  a^  +  a^^+^0* 


Entwickeln  wir  nach  dem  binomischen  Lehrsatze,  so  wird  das  Ä^*  Glied 
werden: 

/_    j\A+*    fc(A—   l)..,(h  —  k+    1)        ,^A  +  ^) 

^  ^        \  I  .  2  .  .  .  /c 

Wie  Formel  (i)  zeigt,  haben  wir  nun  zunächst  dasjenige  k  zu  ermitteln, 
für  welches  h  +  ku  teübar  durch  X  wird,  denn  dieses  Glied  verdient  die 
Bezeichnung  a^.  Da  ä  >  A  und  h  <  X,  so  hat  die  Kongruenz  h  +  /rv  =  o 
(mod  X)  nur  eine  Auflösung,  es  entsteht  nur  ein  solches  Glied.  Zudem  ist 
F(i)  =  o,  da  F{a)  =  (—  a  +  «"+')*.  Folglich  liefert  uns  (i)  folgenden 
Wert: 


(3) 


5,  =  A.(—  i> 


,+,   h(h-^D..,{h-k+  l) 


wo  zu  dem  gegebenen  h  das  zugeordnete  k  so  zu  bestimmen  ist,  dass  wird: 

A  +  Äv  ~  o  (mod  A), 
h>  k. 


(4) 


Zur  Auffindung  der  Zahlenpaare  A,  k  geben  wir  nun  folgende  Vor- 
schrift:   Man    schreibe    alle    Zahlen    von    i    bis  Å  —  i  nieder.     Unter  jede 
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schreibe  man  den  kleinsten  positiven  Rest  der  betreffenden  mit  v  multiplidrten 
Zahl.  Dann  addire  man  die  übereinander  stehenden  Zahlenpaare.  Ist  die 
Summe  grösser  als  X,  so  verwerfe  man  das  Paar.  Ist  die  Summe  kleiner 
als  Å,  so  hat  man  ein  Zahlenpaar  gewonnen.  J)enn  die  betreffende  Zahl 
der  ersten  Reihe  ist  k  und  die  darunter  stehende  Zahl  der  zweiten  Reihe 
gibt  von  X  subtrahirt  h. 

Beweis.  Ist  die  Zahl  der  ersten  Reihe  ä,  so  ist  die  darunter  ste- 
hende Zahl  r.,  der  zweiten  Reihe  so  beschaffen,  dass  r^  =  kv  (mod  X)  und 
zugleich  r^  +  k  <  X.  Dann  ist  also  A  —  r^  +  kv  =  o  (mod  A)  und  zugleich 
X  —  r^>k.  Folglich  besitzt  X  —  r,  beide  in  (4)  angegebenen  Eigen- 
schaften der  Zahlen  A.  Man  erhalt  auch  sämtliche  h  durch  das  obige 
Verfahren.  Denn  h,  muss  gleich  X  —  r^  sein,  um  der  Kongruenz 
h  '\'  kv^o  (mod  X)  zu  genügen  und  h>  k  zieht  X  >  r^ .+  k  nach  sich. 

Die  Anzahl  der  Zahlenpaare  h,  k  ist  genau  gleich 

Beweis.  Zu  jedem  Zahlen  paare  h,  k  gehört  ein  zweites  X  —  A,  A  —  Ä, 
welches  auch  der  Kongruenz  X  —  h  -^  ]/{X  —  k)  =  o  (mod  X)  genügt.  Aber 
der  zweiten  Bedingung  (4)'  genügt  es  nicht.  Denn,  wenn  h>  k,  so  ist 
X  —  h'<  X  —  k.  Zu  jedem  »passendem)  Zahlenpaare  A,  k  gehört  ein  »nicht 
passendes».  Also  ist  die  Zahl  der  »passenden»  die  Hälfte  der  sämtlichen, 
w.  z.  b.  w. 

Diese  Zahlenpaare  A ,  k  treten  im  wesentlichen  schon  bei  E.  Kümmer 
auf;  sie  erscheinen  ihm  bei  Zerlegung  der  Funktion  ^(a)  in  ihre  idealen 
Primfaktoren.  Vergl.  auch  Bachäiann,  die  Lehre  von  der  Kreisteüung, 
(Leipzig,  Teubner  1872)  S.  274. 

Gehört  zu  einem  A  kein  passendes  &,  so  ist  a^  =  o,  also  5^  =  o. 
Also: 

Die  Hälfte  aller  auftretenden  Potenzsummen  hat  den  Wert  Null. 

Zahlenbeispiel:  X=  11,  v  =  2. 

I»  2,  3,  4,     5,  6,  7,  8,  9,  10, 
2,  4,  6,  8,   10,  I,  3,  5,  7,     9. 

k=  i,  2,  3,     6,  7, 
Ä  =  9.  7,  5,   lO;  8. 
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5,  =?   I  I .  lO,  8^   =  —  I  1 . 2  I  j 

5»  =   II. 9,  «10  =   II.2IO. 
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^«.=  o; 


=  —  II. 8, 


Noch  eine  wichtige  Bemerkung  über  die  A,  ^  müssen  wir  machen.  Die 
Summe  beliebig  vieler  ä,  welche  kleiner  als  A  ist,  wird  immer  wieder 
eine  Zahl  h  und  die  Summe  der  zugehörigen  k  ist  das  zur  Summe  ge- 
hörige k.     Denn  aus 


Äj  +  AjP^o,     .  .  .  ,     h^  -{-  k^]f  =  o  (modA), 

Äj    ^   Äq  9        .     •    •     j        rlf.   ^   fCf, 


folgt: 


A,  +  Ä,  +  ...  +  A,  +  v(Äi  +*,  +  ...  +  *,)  =  o  (mod  A), 

Ä,  +  Ä,  +  ...+  Ä,  >  Ä,  +*,  +  .,.  +  Ä,. 

Die  Summen  erfüllen  beide  Bedingungen  (4),  sind  also  Zahlenpaare  aus 
der  Reihe  der  h,  k.  Hieraus  folgt,  dass  die  Summe  von  Zahlen  h,  so 
lange  sie  kleiner  als  X  bleibt,  niemals  zu  einem  knickt  passendeni>  Zahlen- 
paare führen  kann,  also  nicht  zu  einem  Zahlenpaare,  dessen  s^  verschwindet. 
Und  eine  Zahl  h,  deren  zugehöriges  k  die  Einheit  ist,  kann  niemals  als 
Summe  anderer  Zahlen  h  erscheinen. 
Beispiel:  A  =  29,  v  =  1 1. 

h  =  1,  10,   13,  14,   17,  18,  20,  21,  23,  24,  25,  26,  27,  28, 
Ä  =  2,     7,   12,     4,     9,     I,  14,     6,  19,   II,.    3,  24,  16,     8. 


7  +  7  +  7  =  2Ï 
2  +  2  +  2  =     6 


10  +  13  =  23 
7  +  12  =  19 


7  +  7  +  10  =  24 
2  +  2  +    7=11 


Setzen  wir  jetzt: 
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Dann  lautet  die  WARiNo'sche  Formel: 


(6)  i^'^lÄ 


(-1) 


Ol    •  0^2     •    •    •  Oj 


o>.,       ch 


2'',..'r.\k,\Å,...\ki 


Dabei    ist    die    Suui mation    auf    allé    Wértsystenie   À^,  A.^,  ...,  /^  asu  er- 
strecken, welche  der  Gleichung  genügen:  ; 

(7)  i  =  A,  +  2A,  +  ...  +  iA,. 

Die   WARi2s^o'sché   Formel    gehört   zu  den   bekaimtesten  Gleichungen  der 
Algebra.     Man  kann  ihre  Richtigkeit  folgendermassen  darthun.  :  Sei 

F{z)  =  {z  —  z,){z  —  z,)...{z  —  z„)  =  ^"  +  p.z'^r'  +  . . .  +  ^„.      ,  . 

Dann  ist:  - 

^=(-^)(-î)-(-?> 

Nun  ist: 

o  \  z  J  Ä  2  2*  3  «'^ 

Daher  wird,  wenn  wir  «/,  =  ;8^'  +  4  +  •  •  •  +  *2?î  einführen, 
,      F(z)  III  I        *  I 


a"  '    z       2    '    z'  ti     '     z' 

also: 


^^^^Ue-ie-i"-^...«- 


2r» 
Mithin  erscheint  -~~  als  Produkt  folgender  Faktoren: 

F(  z\  I 

Man  erhält,  also  für  — ^  eine  nach  Potenzen  von  -  geordnete  unendliche 

Z  '  z 

Reihe.  Multipliciren  wir  mit  ^"j  so  entsteht  links  eine  ganze  Funktion 
von  z;  also  muss  die  unendliche  Reihe  die  Eigenschaft  haben,  dass  sie 
beim  n**"   Gliede  abbricht,  dass  also  die  Koefficienten  der  Potenzen  mit 
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negativen  Exponenten  verschwinden.  Ordnen  wir  nach  Volbng  der  Mul- 
tiplication, so  erhalten  wir  Gleichung  (6). 

Diese  Hepleitung  der  WARiNG'schen  Formel  hat  ausser  ihrer  Kürze 
und  Einfachheit  den  Vorteil,  dass  sie  eine  Methode  angibt,  die  Koeffici- 
enten Pi  übersichtlich,  aufzuschreiben. 

Da  in  unserm  Falle  die  Hälfte  aller  $,,  Null  ist,  so  ist  die  Anzahl 
der  Auflösungen  der  Gleichung  (7)  eine  sehr  beschränkte.  Wir  müssen 
nämlich,  um  p^  darzustellen,  die  Zahl  i  als  Zahl  h  auffassen  und  aus 
^klen  h  durch  Addition  •  zusammensetzen.  Es  handelt  sich  hier  um 
Zahlen,  die  kleiner  als  Å  sind;  und  wir  haben  gesehen,  dass  die  Addition 
solcher  Zahlen  hj  deren  Summe  auch  kleiner  als  Å  ist,  immer  wieder 
Zahlen"  dérsëîbëTf~Reihe  h  ergibt.  Zur  Bildung  eines  |)<,  dessen  zugehöriges 
Si  verschwindet,  liefern  also  nicA^  verschwindende  «^  keinen  Beitrag.  Solche 
Pi  {i  eine  Dnicht  passende»  Zahl)  verschwinden  alsq  ebenfalls.     Folglich: 

In  N{z:+  a  ttt  a'"^^)  ist  die  eine  Hälfte  aller  Koefficienten  der  Po- 
tenzen von  z  gleich  Null 

Wenn  wir  zur  Bestirtimung  der  einzelnen  Koefficienten  übergehen, 
so  erscheint  es  zweckmassig,  die  Entwicklung  nach  steigenden  Potenzen 
von  i  vorzunehmen.     Man  findet  folgende  Ergebnisse: 

I.     Das  von  z  freie  Glied  ist  A.     Denn  setzen  wir 

fW  =  ^  =i+z  +  z'  +  ...  +  ^-S 

Z  —    1 


so  ist 


n,(a''  —  a'<''+^>)  =  n,(i  —  a'^)  =  j^(i)  =  ;i. 


Für  die  folgenden  Satze,  geben  wir  den  Beweis  an  spaterer  Stelle. 

Man  bilde  den   numerus  socius  von  y,  nämlich /£  mit  der  Eigenschaft: 


fjûf  =  I   (mod  K). 

Dann  wird 

2.     Der  Koefficient  von  z  in  N{z  +  a  - 

-  «*+') 

-     x'-'>r'-^ 
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-'r.i-!.'*?:r    ''-.i    ;'    ..     ,   ^  —  r  —  -t"      -»r   -r.r^'*-ftt^ 


vAr.r,     .Ai.-:..  w    ZJt  ^   r. 


rn   2/1  ^ 


r-'*     -.'rr     '.  n    ;"     /,    ^.    ^  -^  x  —  X' 


"T.-nn      z/£  '^  ..  j/i  <  A. 


*/'    -—    I  ^   i/'  ^  7  ^    ,.  J'f  I      .;  î<£  2Î 

,  — -   .»'  - , 


1//  —  I    I^  '.  ^  Oif  ^  '  ...  —  Zst  —  I  ' 

a' 


V         O^   —  >•  —  -I//  —  Z    'a  —  Xjt  —  T  , 

/  --     —^ — ^ • —,    w«m    Z£>x*     3,a>2X. 

.1  v-j    '/i^Q#*n     ^  '*^<r»n    *r:-ci*n:ir    ma;!     ienrlli^a   'it^ti    »Tbuink^^r   «ler   in  er- 


4  3- 

A'^«'*''  -f-  or—  I,  =  .V  I  —«•  —  «*-'. J. 
Erfu-iztm  wir  j^-tzt  die  Einheit  dnrch  x  and  bilden: 

Zu  diftROTn  TiVfecko.   mOjMen   wir  wieder  die  Potenzsnmmen  der  Wurzeln 
bil<1<'ii  irtid  (Innn  nach  Wartxo's  Formel  verfahren.     Es  ist  hier 


s,  -  Z,(a"  +  a"+'>'z)* 


I 
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Entwickeln  wir  nach  dem  binomischen  Lehrsatze 

F{a)  =  {a'  +  a'^\z)\ 
so  wird  das  allgemeine  Glied: 

h{h-i)...{h-k+  1)      ,+,    , 

I  .2  ...  Ä  .«         .Ä  . 

Wie  wir  in  Gleichung  (i)  gesehen  haben,  kommt  es  auf  die  Bestimmung 
desjenigen  k  an,  welches  bewirkt,  dass  vä  +  ä-  =  o  (mod  A)  wird;  Wir 
haben  schon  oben  fi  durch  die  Kongruenz  eingeführt: 

(8)  ;iv=i  (modA). 

Es  wird  also  k  so  zu  bestimmen  sein,  dass  die  Kongruenz  stattfindet: 

(9)  /  h  +  /Jc^o  (mod  X). 

Zugleich  niuss  h>  k  sein.  Damit  sind  wir  denn  auf  diejenige  Norm 
geführt,  in  welcher  v  durch  fx  ersetzt  ist,  nftmlich  auf  N(z  +  a  —  a^'^^). 
Nun  ist  nach  Gleichung  (i) 

s,  =  sie«"  -h  «<'^'^  zy  =  X  *(iziili_i^^^i±l>;^._  (,  +  ^)*. 

Hier  bedeuten  A,  &  die  zur  Norm  N{z  +  a  — o'*"*^*)  gehörigen  Zahlenpaare. 
Wenn  man  nun  z  durch  — z  ersetzt  und  beiderseits  mit  ( —  i)*  multi- 
plicirt,  so  erhält  man: 

£(—  a-  +  a^'^'Kzy  =  (—  ^)^^^;t^(^-0■•■(^--•fe+l)^  —  (—  i  +  z)\ 

oder  mit  Erinnerung  an  Formel  (3) 

^r{—  «•"•  +  a'^'-'^^.z)'  +  (-  I  +  zY  =V2:,(—  a'  +  a^^^y. 
Wenn  nun  nach  der  WARiNo'schen  Formel  aus  den  Potenzsummen 

A-l 
Ädm  mathematica.    10.    Imprimé  le  2  Mal  1887.  9 
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die  Gleichung  gebildet,  wird^ .  so .  erhält  man .  N(^  .-|-  a  — ^  o^'^\  welches 
etwa  die  Form  haben  möge: 

N{x  +  a  —  0^+0  =  ^'''  +  ?i^'"'  +>^^'"''  +  •  •  •  +  ^^-^> 
oder  wie  wir  von  jetzt  ab  immer  schreiben  werden: 

(  I  o)  N{x  +  a  -^  a'*+0  =  x'-;'  +  tg,x'-'-'  ; 

wenn  aber  aus  den  Potenzsummen- ;e;*£( — a*"  +  a'*^'*''''^)*  die  Gleichung 
gebildet  wird,  so  kommt  zu  jedem  q^  noch  der  Multiplikator  0^  hinzu. 
Dies  ist  zweifellos,  .wenn  q^  nur  von  5*  einen  Beitrag  erhalt.  Ist  dagegen 
h  auch  aus  kleineren  h  durch  Addition  zusammengesetzt,  so  muss  man 
sich  erinnern,  dass  dann  die  Süinme  der  zusammensetzenden  h  die  Summe 

der  entsprechenden  k  als  k  besitzt.     Wir  haben  nun: 

I  "  "...  '  '  ■  .       - 

(i  i)        2:,.(—  a^'  +  é^^''\z)\  +  (—  .1  +';^)*  =.0*  +  ^^{—  àr  +  a^^^y. 

Links  und  recht&  befinden  sich  <A  Summanden  und  deren. l%  2**,  .. .,  A-t-  i** 
^^otenzsummen  stimmen  überein.  Bilden  wir  also  nach  Waking's  Formel 
die  zu  beiden  gehörenden  Gleichungen,  wobei  wir  auf  der  rechten  Seite 
jedem  q^  den  Faktor  /  beifügen  müssen,  so  entsteht  eine  Identität.  Selbst- 
verstandlich  muss  dafür  gesorgt  werden^  dass  eine  Wurzel  der  links  ent- 
stehenden Gleichung  Null  sei.     Wir  erhalten  dann  links  die  Grösse: 

'{x  —  z^  i)N{x  +  o(  —  a'''^K^)  —  {i-^z)N{a!'  —  oi'^\z)     ' 

oder  mit  Erinnerung  an  die  Funktion  f>{js\  Seite  63: 

{x  +  i  ^z)N{x  -i-  a'  —  a'^Kis)  +  z^—  Î, 

Daher  die  Identität: 

'  (i  2)         {x  +  1  —  is)N{x  +  a"  —  a'^\z)  +  /  —  i  =  x'  +'i:q,x'-'z'\ 

.  [/xi^,^  i   (mod  X)y     h  +;"*.=  o  (mod  A),  ,  h>  k\. 


Zu  A  =  A —  I   gehört  A;  =  v;  denn  A —  i  -fjuj;  =  o  (mod  A)  und  A —  i  >  v. 

St  '  '2} 

Ersetzen  wir  noch  e  und  x  durch  -  und  -,  so  wird: 

y        y- 

(ï3)    {<c  +  y  —  'i)N{x  +  a'y  —  «•'=n;i!)  +-V  —  y^  —  x' =  Zg,a^->.y»-*./. 
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Die  Summation  erstreckt  sich  auf  alle  Wertepaare  ä,  ä,  welche  deb  Be- 
dingiingen  genügen: 

(14)  /£P  =  I   (mod  X),         h  +  fjik^o  (mod  X),         h'>  ky         h  <  X. 

Die  Gleichung  (13)  enthält  ein  Hauptresultat  unserer  Untersuchungen. 
Ersetzen  wir  noch  a  durch  o^,  so  wird 

(15)  ix.  +  y  —  z)N{x  +  ^y^e^\z)  +  s^,—  y^  —  x'  ^Tq.x'-^fr-'.^. 
Die  Ja  flîïid  durch  die  Gleichung  definirt: 

N{z  +  a  —  a^+^)  =  ^-^  +  2:?*^'-^-\ 

Ist  bei  den  Summen  nichts  anderes  ausdrücklich  bemerkt,  so  gelten  immer 
die  Bedingungen  (14).  Da  sämtliche  q^  den  Faktor  A. enthalten,  so  kann 
man  ihn  abtrennen  und  die  arithmetische  Form  F{xj  y,  z)  A^*'  Ordnung 
mit  drei  Variablen  durch  die  Gleichung  definiren: 

(16)  k.F{x,  y,  z)  =  Hq.x'-'.f-'.^. 


§4. 

Nehmen    wir   in   Gleichung   (12)  rc  =  —  i,  so  wird,  wenn  man  zu- 
gleich z  durch  —  z  ersetzt, 

(17)  N{z  +  a  —  a^+O  =  ^-^  +  Z(—  I)*+*+^y,./-^ 

Anderseits  ist: 

N(^z  +  a  -  a^^^)  =  ^-^  +  Zi?,/-*-', 

A  +  A;v  =  6  (mod  A),         h>  k. 

Die  vorige  Summe  erstreckte  sich  auf  die  ä,  ä,  welche  den  Bedingungen 
gentigen  ä  +  Ä:/i  =  o  (modA),-A>  k.     Nun  ist  aber 

A  —  &  +  v(A  —  A)  =  o  (mod  A),         A  —  Äi  >  A  —  A, 
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sobald  h  ^  kßji^öy  h>  k  ist.     Daher  kann  man  die  letzte  Summe  auch 
60  schreiben: 

(i8)  N{z  +  a^a''^^)  =  ^"^  +  ^P,^.^^^\ 

(A  +  kfi  =  Oy     h>  k). 
Demnach  erhält  man: 

(19)  i'A-*  =  (-ir*^^!?». 

Dies  ist  ein  aweites   Hauptresultat.     Es  wird  spater  ßr  die  praktische  Be- 
rechnung der  q  von  hervorragender  Bedeutung  sein. 
Nehmen  wir  in  (12)  x  =  z^  so  wird 

N{z  +  «»•  —  a•'+^^)  =  I  +  2:g,y-*+*. 
Also 

nU  +  ^.\—  «*'+*)  =.  i^(i  +  «  —  oi^-^\  =  z-'^'  +  Tq,z-'^'^\ 

oder: 

(20)  N{z  +  a  —  a'-^)  =  z"-'  +  Xg,/-*-^ 

Auch  hieraus  kann  man  eine  der  Gleichung  (19)  analoge  ableiten.     Die. 
dabei    auftretende    ist    aber    praktisch    von   geringerem   Nutzen  als  (19). 
Sei  nun 

(21)  (/je+i)f=i   (modA). 

Dann    ist    N{z  +  a  —  a**+*)  =  N{z  +  a^  —  a).     Also    nach    leichten   Um- 
formungen: 

(22)  N{z  +  a^a^  =  z""'  +  T{—  i)*.  j,./-^-\ 
Durch  ahnliche  Schlüsse  finden  wir,  da 

(A_;,)(A  — v)  =  i  (modA), 
(v+  i)(A— e+  i)=i   (modA), 

(23)  N{z  +  a^  a^--)  -I  m"''  +  r(~  i)*-*+^g,. ;»*-*-* 

(24)  N{M+a^  a^-^+0  =  ^"^  +  2:(-  i)*g..^-^ 
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Die  6  Nonnen  N{js  +  a  —  a'''),  'N{z  +  a  —  a^+^),  A^  +  «  —  a'"'0> 
N{2  4-  a  —  a^'"'),  N{z  +  a  —  a^,  N{z  +  a  —  a*"^^)  sind  auf  einandet 
zurückßhrbar  und  können  in  einer  Berechnung  gefunden  werden.  Wollte 
man  jede  selbständig  durch  Zahlenpaare  Ä,  Je  und  Waking's  Formel 
bilden,  so  würde  man  finden:^ 

1.  N(z  +  a  —  o^"*"^)  gehört  an  das  Paar  Ä,  k]  d.  h. 

h  +  /iÄ  =  o  (mod  A),         h>  k. 

2.  N{z  +  a  —  a""*^')  gehört  an  A  —  fe,  A  — ^^, 

weil     A  —  Ä  +  v(A  —  Ä)  =  o  (mod  A) 
und     A  —  A;  >  A  —  Ä. 

3.  N{z  +  a  —  a^-^)  gehört  an  X  —  h  +  ky  ft, 

weil     A  —  Ä  +  A;  +  (^  —  /^  —  i)ä;  =  o  (mod  A) 
und     A  —  Ä  +  A;  >  Ä;. 

4.  iV(2?  +  a  —  a^"")  gehört  an  A  —  ä  +  Ä,  A  —  A, 

weil     A  —  Ä  +  Ä  +  (A  —  V—  i)(A  —  A)  =  o  (mod A) 
und     A  —  A  +  A;>A  —  h. 

5.  -A7'(£f  +  «  —  «O  gehört  an  A,  A  —  fe, 

weil     A  +  (f  —  i)(A  —  fe)  =  o  (mod  A) 
und     A  >  A  —  fe. 

6.  i^(^  +  a  ~  a*-^+')  gehört  an  A  —  fe,  A  —  fe, 

weil     A  — ft  +  (A  — ^(Ä  — fe)  =  o  (modA) 
und     A  —  ft  >  A  —  ft. 
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Stellen   wir   ferner  die  Gleichungen   zusammen,  welche  die  Beziehungen 
der  6  Funktionen  ausdrücken. 

N{z  +  « — «^+')  =  z"-'  +  r^y-'-*, 

N{z  +■  «  —  «'-")     =  z"-'  +  Tg,/-*-' , 


(v+  i)(-^  — e+  i)=i   (modA). 
Zahlenbeispiel.     A  =  1 1,  /u  =  2,  v  =  6,  ^  =  4. 


I. 

2. 

(25) 

3- 
4- 

5. 

6. 

Dabei  ist 

(26) 

I. 


2. 


A  =  5,  7>  8,  9,  10 

*=  3,  2,  7,  I,     6 

A  —  Ä  =  8,  9,  4,  10,  5 

A  —  Ä  =  6,  4,  3,     2,  1 

3.  A  —  A  +  fc  =  9,  6,  10,  3,  7 

*  =  3.  2>  7»   I.  6 

4.  A  — Ä  +  *=  9,  6,  10,  3,  7 

A  — A=  6,  4,  3,  2,  I 

5-                    A  =  5,  7,  8,  9,  10 

A  — *=  2,  5,  I,  8,     4 

6.            A  — Ä;  =  8,  9,  4,  10,  5 

A  — ft=  2,  5,  I,     8,  4 


zu  .N'(^!  +  o  —  a'); 

zu  N{z  +  «  —  «0; 

zu  N{z  +  OL  —  a*); 

zu  N{js  +  a  —  a*); 

zu  N{z  +  a  —  «*); 

zu  N{z  ■{■  a  —  a"). 


?,   =  —  2.11, 


3.  II,  ?g   =    I.ll, 

?..   =    1.11. 


?,    =  —   I.II, 


Digitized  by  VjOOQ IC 


über  gewisse  trinomiaoh«  komplexe  Zahlen. 
Daher  hat  man  die  Normen:  (a'*  =  i) 


71 


JV(^  +  «_«•)  =  «"+  I 

N{z^a  —  «»)  =  0''  +  i 
2V(ä  +  «  —  a»)  =  *'•  +  I 
N{z  +  a  —  «*)  =  0'"  +  Î 
N{z'\-a  —  a')  =«'•+! 


i(— 2z*  +  Z"' +  e*  —  0  +  i), 
l(  20'^  zz  +z'  -{■  1  —  A 
ï(— 2^   +3^*+  ï  —  ^'  + A 

l(  2^*—  3^»  +  ^'  +  ^  +  0. 
i(      2^'— 3^  .+  ^'+1   +A 


§  5- 

Wir  wollen  jetzt  über  die  Anzahl  der  verschiedenen,  nicht  auf  ein- 
ander zurttckführbaren  komplexen  Zahlen  von  der  Form  z  +  a  —  ot^^*  einige 
Untersuchungen  durchführen. 

Für  /i  =  I   wird  v  =  i  ;  ferner  A  —  v  =  A  —  ^  =  A—  i   und 


f =A~e+ I 


Å+  I 


Die  drei  Zahlen  z  +  a  —  a^  z  +  a  —  a*~S  z  +  a  —  ai^^+*^  bilden  eine 
dreigliedrige  Gruppe  mit  Nonnen,  die  in  einer  Berechnung  gefunden 
werden.  Dabei  ist  bemerkenswert,  dass  i  —  a  —  a~*  immer  eine  kom- 
plexe Einheit  ist.  Denn  (vergl.  Kronecker,  de  unitatibus  complexis,  Journal 
für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  93,  S.  23)  es  ist 


I  —  a  +  a'  = 


I  +  «' 
i  +  a  ' 


Es  ist  also  N{z  +  a  —  «*)  =  \   fOr  z  —  —  i,  oder.  S( —  i)*?*  =  O,  wenn 
h  +  k=rO  (mod  A),  h>  k.     Daraus  ergibt  sich  die  interessante  Gleichung: 

(n)     ,  .  +  £(-  ,).«<iziziart|::&?itO  =  0.     (.-.:..,...,'=!). 

So  ist'  für  A  =  1 1   und  A  =  1 3  bezüglich 

'1-^4  +  7-^5  +  1=0;:     I  —5  +  12— .  14  +  7—  I  =0. 
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Scheiden  wir  die  dreigliedrige  Gruppe  aup,  so  bleiben  für  A  von  der 
Form  X  ^  ^k  +  5  in  der  Reihe  2,  3,  . . . ,  A  —  i  noch  6Ä;  Zahlen  übrig. 
Wir  erhalten  also  N(iil  +  ä-^a*),  welcheb  3  Norhien  vertritt  und  ausser- 
dem 6k  Normen,  die  in  fc  Gruppen  zerfallen.     Im  ganzen  finden  wir  also 

— ^ —   Grup{)en.     Die   eine   enthalt    3,  jede   der   übrigen    6  verschiedene 

Normen.  Für  Å  =  6k  +  1  dagegen  ist  eine  Zahl  <î  angebbfir,  so  dass 
d""  +  d+  1=0  (mod  X).  Dann  wird  für  fjL  =  d,  v  =  d\  X—/i  =  d^  +  i, 
X  —  i^  =  à  +  I  >  S  =  X  —  â/X  —  f  +1=^+1.  Folglich  erhalten  wir 
nur  zwei  verschiedene  Norpien  in  dieser  Gruppe,  nämlich  A"(^4- «  —  a^"*"') 

und  N{z  +  a  —  a'^"^').  Hier  erhalten  wir  also  im  ganzen  ^  Normen- 
gruppen.     Die   eine  enthält   3,  eine   zweite  2,  die  übrigen  je  6  Normen. 

Mit  dieser  Gruppirung  der  Normen  trinomischer  komplexer  Zahlen  be- 
ßnd^  sich'  die  Gruppkung  der  Jacobi' sehen  ^{a)  in  vollkommenster  Über- 
einstimmung. Man  vergleiche  meinen  klpinen  Aufsatz  im  Journal  für 
die  reine   und   angewandte  Mathematik,  Bd-  93^  S.  337. 

An  dieser  Stelle  wollen  wir  noch  einige  Bemerkungen,  über  die  q^ 
beifügen.  1 

1.  Sie  haben  samtlich  den  Faktor  X,  weil  alle  Sf,  den  Faktor  X  haben. 

2.  Die  Kongruenz  h  +  kfjL  =  o  (modA)  liefert  für  k  =  i  den  Wert 
h  ±=^  X  —  ft.  Daraus  folgt  s^^^,  ==  ( —  iy'^^^\X{X  —  fx).  Und  da  h  nicht 
aus  kleineren  h  zusammengesetzt  ist,  weil  A;  =  i,  so  folgt 

(28).  '  gx-,  =  {-ir^'-X; 

Gleichung  (19)  liefert  daher  p^^i  =  X.  In  allen  diesen  Normen  ist  also, 
wie  wir  schon  oben  feststellen  konnten, 'das  von  z  freie  Glied  X.  Wie 
Gleichung  (25  n°  5)  zeigt,  ist  in  N{z  +  a  —  a^  der  Koefficient  von  igf"^ 
ebenfalls  ( —  0*?a-/*  ^^^^  gleich  X.  Und  nun  ist  in  N{z  +  a  —  od"^^)  der 
Koefficient  von  /~*  ebenfalls  A,  da  wir  nur  f  mit  /z  +  i  zu  vertauschen 
haben,  um  N{z  +  a  —  a^  in  N(z  +  a  —  a'*^*)  überzuführen.     Also: 

In  N{z  +  a — '  a!''^^)  erscheint  unter  den  Koefficienten  qj,  dreimal  der 
Wert  X.  Der  Koefficient  von  ^"^  ist  ( —  1)'*"^;  der  Koefficient  von  /""* 
und  das  von  z  freie  Glied  sind  X.  In  A^(^  +  a  —  a*)  tritt  X  nur  zum- 
mal  auf. 

3.  Ahnliche  Schlüsse  gelten  für  k=2.  Die  Kongruenz  h  +ifi — o  (mod  X) 
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liefert  Ä  =  A  —  2;m,  wenn  2/1  <  X  oder  ä  =  2 A  -^2/1,  wenn  2/i  >  A.  Ist 
A — 2/£  <  2,  also  A=  2/i+  I,  so  fehlt  das  betreffende  Glied,  also  ist 
Qf,  =  o.  Im  Falle  h  =  k  —  2/i  ist  für  Gleichung  (7)  nur  eine  Auflösung 
vorhanden,  also  h  nicht  zusammensetzbar  aus  kleineren  k.  Demnach  ergibt 
sich  unmittelbar  q^  aus  5^.  Im  Falle  h  =  2X — 2/i,  2/i  >  A  ist  für  (7)  eine 
zweite  Auflösung  vorhanden,  nämlich  A  —  /i  +  A  —  fi  =  2Å  —  2/i.  Die 
WARiNo'sche  Formel  ist  also  in  diesem  Falle  zweigliedrig,  aber  die  Aus- 
rechnung ergibt  dasselbe  Resultat  wie  im  ersten  Falle.  Wir  haben  das 
Resultat  schon  zu  Ende  des  §  2  mitgeteilt.  Die  übrigen  dort  gegebenen 
Werte  findet  man  durch  Betrachtung  der  Falle  fr  =  3,  4. 


§  6. 

Wir  wollen  jetzt  in  einigen  einfachen  Fällen  /£=  i,  2,  3  rfie  Normen 
als  Beihen  darstellen  und  eine  allgemein  gültige  Entwicklung  geben. 

Nach  unsern  Bezeichnungen  ist  fjLu  =  i  (mod  A),  und  wir  dürfen  p  >  /i 
voraussetzen.  Denn  die  Falle  fi  =  ly  p=i;  fx  =  Å  —  i,  v==A  —  i 
oder  fi  =  \f  werden  in  besonderer  Betrachtung  erledigt.  Die  Kongruenz 
Ä+/iA  =  o  (mod  A)  kann  durch  folgende  Gleichungen  ersetzt  werden: 

h  +  fjjc  =■-  IÅ 
h  ^  fxk  =  2I 

h  +  fik  —  fxX 

Man  hat  also  für  die  r**  Reihe  h  =  rX  —  fsk^  und  da  ä  >  ä,  so  folgt 
[fi  +  i)k  <  rX.  Anderseits  ist  Ä  <  A,  also  fjc  >  (r  —  i)A.  Wir  erhalten 
also  für  die  k  der  r^*°  Gruppe  die  Grenzen 

(29)  -Ï-F  >  ^-  >  ^^^^=^- 

Betrachten  wir  nun  die  erste  Gruppe  genauer.  Seien  \y  fr,  und  ä,,  k^ 
zwei  derselben  angehörende  Paare,  so  ist  \  +  \  +  fi{k^  +  frj  =  2A. 
Also  gehört  h^  +  h^  entweder  der  zweiten  Gruppe  an  oder  es  ist  nicht 
vorhanden.     Letzteres  würde  für  ä,  +  h^  >  X  stattfinden.     Hieraus  folgt, 

Atta  mmthematiea.    10.    Imprimé  le  4  Mai  1887.  ^0 


(A>*) 
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dass  die  h  der  ersten  GLruppe  nicht  aus  kleineren  h  als  Summanden  zu- 
sammengesetzt sein  können.  Mithin  gelingt  für  die  erste  Gruppe  un- 
mittelbar die  Bildung  von  qj,  aus  s^.  Durch  Anwendung  von  (3)  schliessen 
wir  daher  sofort:  In  JV(^  +  a  —  a'*"*'^)  kommt  eine  Reihe  von  Gliedern 
F^   vor,  welche  gegeben  sind  durch  die  Gleichung: 


A-  =  2,  3, 


■  <M 


2.3. ..Äf 


Für  die  zweite  Gruppe  könnten  wir  zwar  einen  ahnlichen  Ausdruck 
bilden;  aber  sie  wird  von  Gliedern  der  ersten  Gruppe  beeinflusst  .und 
zwar  nicht  in  einfach  angebbarer  Weise.  Dieses  Ziel  erreichen  wir  durch 
eine  andere  Gruppirung  folgendermassen.     Wir  beweisen  leicht  aus  (29) 


(30) 


X±i)i>;_Ä>^ 


l^+  I 


Daraus  entstehen  folgende  Gruppen: 


{3>) 


k> 


2Å 


2X 

->;  —  *>    . 


^>A  — Ä> 


3^ 


/<  + 1 


k> 


fi  +  i 


Diese  Gruppen  haben  nun  die  Eigenschaft,  dass  immer  zwei  Zahlen  A  —  k 
der  s*'"  und  <*'"  Reihe  in  ihrer  Summe  eine  Zahl  der  (s  +  /)*""  Reihe 
ergeben.  Man  addire  nur  die  s**  und  f"  Ungleichung.  Die  X  —  Ä;  als 
Zahlen  h  liefern  aber,  wie  wir  in  §  4  gesehen  haben,  N{z  +  a  —  a'"^'). 
Bilden  wir  also: 

(X^k){k  —  h—  i)...(Ä~Ä;+  I) 


9 


r  =  ^11{-  l) 


»+*+l 


rk 


'X  —  k 
rX 


1.2 


.(X-h) 
h  +  fik  =  {fi  —  r  +  i)X; 


.8  , 
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SO  wird 

^Ä=i  —  e  ,*     , 

wo    B    aus    dem    zu    Anfang   des  §  2  Gesagten  als  eine  unendliche  für 
unser  Resultat  unwesentliche  Reihe  klar  ist.     Daher  ist 

+  ^-'(f,  +f^,fp,  +ëfO  +  "-' 

Die  Klammern  umschliessen  Glieder,  deren  Zahien  A  —  k  von  2-,  3-,  ...- 
fâcher  Zusammensetzung  sind  aus  kleineren  Zahlen  Å  —  k.  Die  umständ- 
lichste Rechnung  würden  die  Glieder  /£-facher  Zusammensetzung  erfordern. 
Aber  für  diese  Glieder  wenden  wir  Formel  (19)  an  und  erhalten  sie  so 
unmittelbar.  Daher  gelangen  wir  zu  folgendem  Schlussergebniss. 
DMan  bilde: 

Vr-^Z^[—l)  'l  1,2...  k  '^      ' 

rÅ  rÅ 

—  >  Ä  >  — ; —  ;         k  =  Xr  —  lih; 

'^'Z^h  I   .  2  .  .  .  Ä  * 

A=  I,   2,  ...,  ^(^^);         h^X—fik. 
Dann  ist: 
(32)         N{z  +  a-gt'+')  =  /->  +  /;  +  ^-'.jr,  +  ^*-'(f,  +^FÎ) 
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Als  Beispiele  teilen  wir  die  Gleichungen  mit: 


k=  2,  3,  . . . , 


2...k 

Å—  I 


2     * 


+  ^        +'^2.,2...(2n+i-2Ä)^         ' 
wenn  A  ==  6»  +  i . 


Sil+l 


(^  —  2A!  -  I) .  . .  (;.  —  3k  +  i)^         >t     „_, 


9 

.  ,  A  (2n  +  &)...(3fe -.),,, 

^  ^      ^k  2  . .  .  (2n  —  2fc  +  3)  ' 

wenn  ^  =  6n  +  5. 
Für  fi  =  ^^  Å  =  I2n  +  I   erhalten  wir: 

.v(^  +  «_„*)  =  ^^-1  +  A(/;  +  j.,  +  n 

Hier  ist: 

f  =  z'  4-  ^""7  ;5»  4-  (>^— io)(>t— li)   8    ,   (>^>— i3X^— ^4)(>t— '5)  ^11    , 
^  2'"^  2.3  "^  2.3.4  .-r*'- 

)    ,    (4n  —  2)(4n  —  3)(4n  —  4)    «    ,    (4w>  —  3)  ■  ■  •  (4n  —  8)    « 
'^^  ^  2.3.4  '  2  ...  7 

(4n  — 4)...(4n—  12)^, 

'  2  ...  10  "T  •  •  • 

Die  Reihe  ^P"  enthält  die  zweifach  zusammengesetzten  g^.  Das  Bildungs- 
gesetz ist  nicht  erkennbar,  und  darum  thut  man  wohl,  an  der  Reihe  (32) 
festzuhalten. 
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§  7- 

Eine   andere   Methode  zur  Berechnung   der  9^  ergibt  sich  folgender- 
mässen. 

Wenn  man  in  Gleichung  (15)  z  ^=  x  -{-  tf  setzt,  so  wird: 

{x  +  yf  =  x'  +  /  +  Tgnx'-'.y'-'.ix  +  y)'. 
Nehmen  wir  also  y  ==  i,  so  erhalten  wir  die  einfache  Gleichung: 

(33)  (X  +  0*  =  ^^  +  I  +  ^qn^'-'ix  +  0*. 

Entwickeln   wir  nun  rechts  und  links  nach  Potenzen  von  x^  so  erhalten 
wir  Rekursionsformeln  von  der  Gestalt: 

9x^1  =  ^j 

k—  I 


ÎÀ-a  +  *i .  ÎA-1  =  -^ 


2 


a       ^k    a         I    fc«<*«-0^       __Ai-iXk-2) 
qx^t  -T  «^3  •  Qx-2  i j-y^       9x^\  —  ^ ^— i f 


Hier  bedeutet  k^  das  zu  Ä  =  A  —  r  gehörige  ä,  so  dass 

r  =  /jJCr9         k^  =  )^r  (mod  A). 

So  wird  also  AJj  =  v;  ä^  =  2v   oder    =  2v  —  Å;  k^  =  3v  oder  =31^  —  A 
oder  =  3v  —  2A;  u.  s.  w. 

Hiemach  lassen  sich  die  Resultate  des  §  2  wohl  am  einfachsten  ab- 
leiten. Vergleichen  wir  die  höchsten  Exponenten,  so  erhalten  wir  Glei- 
chungen von  der  Form  ^ 
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Hier  bedeutet  k^  dag  zu  A^  gehörende  k  und  gehorcht  der  Kongruenz 

K=i  —  fr  (mod  A), 

so  dass  \  —  X  —  f ;  /c,  =  A  —  2f  oder  =  2X  —  2f  ist;  u.  s.  w. 
Man  kann  auch  die  Gleichung  erhalten 

(34)  {x+lf  =  x'+l+  Z(-  0*.  :C*.  {X  +   0*-*. 

V 

Dann  erhalt  man  ein  ähnliches  System  von  Rekursionsformeln.  Die  erste 
wird 

Man  sieht,  dass  so  von  drei  Seiten  her  der  Zugang  zu  den  g^  eröffnet 
ist.  Und  dadurch  erhält  unsere  Methode  den  Charakter  vollkommenen 
Abschlusses;  denn  der  Wert  A  tritt  unter  den  g^^  im  allgemeinen  an  drei 
Stellen  auf. 

Da    X  —  h    entweder    gleich   [Je   oder  gleich  (Je  —  gX  ist,  wo  g  eine 
ganze  Zahl  bedeutet,  so  haben  wir  noch 

(a;  +  1)^  =  a;'  +  I  +  Z?*a;-'*(af+»  +  af)*, 
oder,  wenn  wir  x  durch  a  ersetzen, 

(35)  (a  +  if  =  2  +  ^qM^'  +  «T 

Da  die  Gleichung  (A —  i)**°  Grades,  welche  a  bestimmt,  irreduktibel  ist, 
so  kann  man  auch  aus  der  letzten  Formel  eine  Methode  ableiten,  welche 
die  Werte  der  g^  finden  lässt. 


§  8- 

Wir  wollen  jetzt  einige  weitere  Eigenschaften  unserer  Normen  aufzählen. 
Vertauscht   man   z  mit   — ^,   so   führt   Gleichung  (15)   zu  nachste- 
hender Beziehung: 

(36)  {x  +  y  +  z)N{x  +  ya  +  za^^')  —  x'  —  i/  —  z' 

^  Z(-  i)*.g,.a;^-*./-*,^. 
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•Analog  erhalt  man  durch  Vertauschung  von  a  mit  a^  und  y  mit  z 

(37)  {x  +  y  +  z)N{x-  +  ya  +  za.^  —  x'  —  y'-  -  z' 

Andere  Formeln  erhält  man  ohne  Möhe  in  ahnlicher  Weise  und  zwar 

(38)  (x+y  +  z)  N{x  +  ya  +  za^^')  —  x' -  y' —  z" 

(39)  {x  +  y  +  ^)  N{x  +  ya  +  za'-^^')  —  x' —  y' —  z" 

(40)  {x  +  y  +  z)N{x  +  ya  +  ^a^"")  —  x'  —  y'  —  z' 

=  T{—iy,g,.x''-'.y'-'.z', 

(41)  {T  +  y  +  z)N{x  +  yot  +  ^a'"0  —  or^  —  y'  —  z' 

Nehmen  wir  x  =  y  =  z  ==  ly  so  erhalten  wir  aus  einer  dieser  6  Formeln 

(42)  3N{i  +  a  +  0^+^)  =  3  +  5:(-  I)* .  q,. 

Es  ist  also  H{ — i)*.?*  immer  durch  3  teilbar. 
So  ist  für  A  =  1 1,  /i  =  2 

53(—  i)*.ÎA=  11(2  +  3  —  I  +  I  +  i)  =  6.  II. 

Diese  Bemerkung  ist  als  Rechnungsprobe  nicht  ohne  Wert. 

Die  Gleichung  (42)  zeigt,  dass  die  6  Normen,  welche  links  ent- 
stehen, wenn  man  für  fi  +  i  die  Werte  v  +  i,  f,  Å  —  //,  Å  —  i;,  A  —  Ç+i 
setzt,  identisch  sind.  Man  bestätigt  dies  auch  durch  unmittelbare  Be- 
trachtung der  komplexen  Zahl  i  +  a  +  o^"*"*  ohne  Mühe.  Und  hierin 
liegt  vielleicht  ein  Hinweis,  wie  unsere  Untersuchungen  über  die  trino- 
mischen  Zahlen  hinaus  verallgemeinert  werden  könnten. 

Für   N{a  +  a^  +  a^,   wenn    <?*  =  i   (mod  A)    erhalten    wir  nur  ^-—f- 
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verschiedene  Faktoren.  Denn  a  +  «"  +  «^  îst  eine  Periode  der  Kreisteil-, 
ungsgleichungen.  Bildet  man  also  nach  unserem  Verfahren  die  Norm 
JV(i  +  a'^~^  +  a^"')  =  N{i  +  a  +  a''"*"^)?  so  erhält  man  einen  vollständigen 
Kubus.  So  ist  für  a''  =  i,  N{i  +  a  +  a')  =  5'.  Ist  fi  =  à,  so  ist 
auch  Å  —  v  =  (Î  +  I,  Å  — ^  +  I  ==  (J  -f  I,  wie  wir  §  5  gefunden  haben. 
Daher  erhalten  wir  aus  (25)  drei  Identitäten,  welche  uns  zeigen: 

falls  h  +  dk  =  o  (mod  k),  d^  +  â  +  i  =  o  (mod  ;i). 
So  wird  för  A  =  3 1 ,  <?  =  5  : 

9,  =     g»o  =     9,e=      31- 1    . 

9u  =       %i  =  — ^,7  =        31-30  , 
^u  =  — â-ïs  =     ^„  =       31-10  , 

?ic  =        ?i8  =       â',8=        31-35  , 
^17  =  —  «^sa  =  —  S',,  =  —  31  •  500. 

Die  dreimalige   Wiederkehr,  welche  allgemein  nur  für  X  stattfindet,  tritt 
hier  bei  jedem  Koefficienten  ein. 


§9. 

Es  sollen  jetzt  die  Beziehungen  der  vorliegenden  Untersuchungen  zu 
den  oben  erwähnten  Forschungen  L.  Kronecker's  dargelegt  werden. 
Sei  X  ^"^^  primitive  Wurzel  (modA),  so  kann  man  setzen: 

11  =  f,         fi+  i=f  (mod  A), 
oder 

m  =  ind/i,  l  =  ind(/i  +  0- 

Daraus  folgt  leicht: 
—  fi  =  indu  y         I  —  m  =  ind(j;  +  i);         -^ h  ^  =  ind(A  —  fi —  i), 

-II — ^-  m  =  ind(A  —  /x),  "~  .  +  l  —  m  =  ind(A  —  u  —  i), 

m  =  ind(A  —  p);        — \-  m  —  /  =  ind(f —  i),       —  /  =  indf; 

^^li_/  =  ind(;— e),         m  —  l  =  md{X  —  ^+i). 
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Hiemach  haben  wir  6  Exponentenpaare  von  y;  und  diese  6  Paare  sind 
es,  welche  durch  die  komplexe  Zahl 

I— r  +  r 

(oder  die  andern  5  entsprechenden)  die  ^-Funktion 

charakterisiren.  Genau  diese  6  Paare  zahlt  Kronkcker  auf.  (Journal 
für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  93,  S.  357.) 
Wahrend  also  Kroneckeb  zeigt,  dass  die  Zahl  i  —  C  +  C^i  C^"^  =  i 
die  ^-Funktion  charakterisirt,  haben  wir  die  Norm  der  Zahl  z  +  a  —  oT  ] 
a*  =  I  ins  Auge  gefasst.  (Man  beachte  den  Exponenten  m,  welcher  in 
f  und  Å —  I,  welches  in  Å  übergeht.) 

Die  einfachste  Beziehung  nun,  welche  zwischen  unserer  Zahl  A  und 
der  von  Kronecker  betrachteten  Primzahl  w,  die  wir  j)  nennen  wollen, 
bestehen  kann,  ist  die,  dass 

p  =  2/  +  I 

genommen  wird.  Dann  müssen  beide  Zahlen  p  und  X  von  der  Form 
6n  +  5   sein.     Demnach  erhalten  wir,  wenn  wir  alle  Paare  m,  l  bilden, 

^      nicht  auf  einander  zurOckftihrbare.    Formen  wir  nun  i  +C'"  —  C'  in 

I  +  ( —  i)*a"*  —  ( —  i)'a',  wo  a^  =  I  ist,  um,  so  erhalten  wir  eine  der 
Zahlen  i  +  a  —  a*+^  oder  i  +  a  +  a'*^^  Da  nun  i  +  f^  —  r'  =  ^  (mod^), 
(jf  ist  hier  eine  primitive  Wurzel  der  Primzahl  p  und  m  und  l  bestimmen 
sich  durch  die  Kongruenz  /  =  i  +  r*"  (inod  p))  so  enthalten  die  obigen 
komplexen   Zahlen  einen  oder  mehrere  Primteiler  von  jo;  ihre  Norm  ist 

durch   p    oder    eine    Potenz   von  p   teilbar.     Es  gibt  also      ^      solcher 

Formen  trinomischer  komplexer  Zahlen,  welche  einen  (oder  mehrere) 
Primteiler  von  p  enthalten.  Nun  führt  jede  Zahl  i  +  «  —  a'*^^  ^.u  drei 
im  allgemeinen  verschiedenen  Normen,  wie  (25)  zeigt,  nämlich: 

Acta  mathtmatiea.    10.    Imprimé  le  10  Mal  1887.  \\ 
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ferner  führt  die  Zahl   i  +  a  +  a'*"*"^  nur  zu  einer  Norm 

Also  führen  die  für  Å  vorhandenen    ~  ^  sechsgliedrigen  Gruppen  z-\'Oi±oi:"^^ 

zu  4.-^^  im  allgemeinen  verschiedenen  Normen.  Die  Form  ^ +  «  + a' 
ist  auszuschliessen.  Ebenso  sehen  wir  von  w=^o,  Z=  i,  welches  zur  Form 
2  —  C  führt,  ab  und  erhalten  also  nur  ^~  Zahlen,  deren  Normen  durch 
p  teilbar  sind.  Mithin  sind  unter  den  überhaupt  für  unsere  Frage  vor- 
handenen -^—^ —  Normen  ^  ^  oder  in  runder  Zahl  die  Hälfte  durch 
0  6 

p  teilbar. 

Ist  p  =  2X  +  i  und  p  und  X  jedes  PrimzM,  so  ist  die  Hälfte  aller 
:nicht  auf  einander  zurückführharen  Normen  N[i  +  «  ±  a^"*^*);  «^  =  i  durch 
p  teilbar. 

Merkwürdiger  Weise  haben  die  Zahlen  p=  2A+  i  des  ersten  Hundert 

alle   die   Eigenschaft,   dass  sich  Normen  angeben  lassen,  welche  Potenzen 

p--\ 

von  p  sind,  also  p'  ==  N{i  +  a  +  o^"^^);  a  '^    =1. 

Als  Beispiel  wählen  wir  i>  =  83,  also  A  =  41.  Nehmen  wir  j-  =  2 
als  primitive  Wurzel  (mod  83),  so  erhalten  wir  folgende  14  Zahlenpaare  m,  l 

m  =  o,     I,  72,     2,  27,  73,  8,     3,  62,  28,     4,  56,  63,  47 
1=  I,  72,     2,  27,  73,     8,  3,  62,  28,  24,  56,  63,  47,  29. 

Die  unter  einander  stehenden  Paare  gehören  zusammen.  Beispielsweise 
liefert  m  =  73,  /  =  8  die  Zahl  i  +  C'  —  C%  oder  da  C=  —  a,  «''  =  i 
ist,  die  Zahl  i  —  a^^  —  a*,  welche  gleichwertig  mit  i  +  «^^  —  «**  oder 
mit  I  -|-  «  —  a'^  îstj  wenn  wir  nur  die  Berechnung  der  Norm  ins  Auge 
fassen.  So  erhalten  wnr  folgende  13  Zahlen,  deren  Normen  die  Prim- 
zahl 83  als  Faktor  enthalten  müssen: 

1  +  a  +  a',     wo     r  =  34,  26,  37; 

I  +a  — a%     wo     r=  15,     8,  38,   27,   15,  34,  36,   14,  31,  20. 
2  —  C  haben  wir  ausgeschlossen;  r  =  15  tritt  zufällig  zweimal  auf. 
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Für  A  =  41  erhalten  wir  folgende  Zusammenstellung: 

/*=     I,     2,     3,     4,     5,  II,  12 

j;  =     I,   21,    14,   31,   33,    15,  24 

/i  +  I  =     2,      3,     4,     .5,     6,   12,  13 

V  +  I  =     2,   22,   15,   32,   34,   16,  25 

f  =  21,    14,  31,  33,      7,   24,  19 

/  — /i  =  40,  39,  38,  37,  36,  30,  29 

Å — V  =  40,  20,  27,  10,     8,  26,   17 

A  — f  +  I  =  21,  28,   II,     9,  35,   18,  23. 

Die  in  vertikaler  Reihe  stehenden  Zahlen  bilden  eine  Gruppe;  jede  Gruppe 
führt  zu  4  Normen  N{i  +  a  +  oc^^^).  Schliessen  wir  die  erste  Gruppe 
aus,  so  bleiben  24  Normen,  deren  Hälfte  (12)  durch  83  teilbar  ist.  Die 
genauere  Ausrechnung  ergibt,  dass  die  Zahlen  i  +« — a^^,  i  +a  —  fx^\ 
i  +  a  —  «S  I  +  Ol  —  0L^\  I  +0L  —  a^^  die  Norm  571  787  =  83.83.83 
liefern.     Die  Zahlen  gehören  der  dritten  und  fünften  Gruppe  an. 

An  dieser  Stelle  erlaube  ich  mir,  die  folgenden  Worte  des  Herrn 
L.  Kronecker  aus  seinem  Aufsatsse  Zur  Theorie  der  Ahd'schen  Gleichungen, 
Journal   für  Mathematik,  Bd.  93,  S.  359  anzuführen: 

»Dass,  wie  Jacobi  vermutet  zu  haben  scheint,  die  von  ihm  mit 
(a,  xY  bezeichneten  Kreisteilungsausdrücke  stets  als  Produkte  konju- 
girter  ^-Funktionen  darstellbar  sein  sollten,  ist  nach  den  oben  dafür 
gefundenen  Bedingungen  kaum  anzunehmen;  denn  darnach  müsste 
stets  eine  Zahl  m  existiren,  für  welche  jede  der  komplexen  Zahlen 

I  +  c*"  — C*'"'^'^^"^;  (1-1.  ......A-5) 

wo  c  eine  Wurzel  der  Gleichung  ^i^^"^^  -{-1=0  bedeutet,  entweder 
eine  komplexe  Einheit  oder  aber  ein  Produkt  konjugirter  alge- 
braischer Primteiler  von  X  ist.  Ich  habe  jedoch  noch  für  keinen 
f  Wert  von  X  feststellen  können,  dass  diese  Bedingungen  nicht  er- 
füllbar sind.  Die  erste  Primzahl,  welche  in  dieser  Beziehung  zur 
Untersuchung  geeignet  erscheint,  ist  A  —  83.1) 
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Ersetzen  wir  X  in  dieser  Darlegung  Kkoneckers  durch  py  so  haben 
wir  gesehen,  dass  sogar  5  verschiedene  Werte  für  m  angegeben  werden 
können,  welche  für  83  jene  Bedingungen  erfüllen.  Dagegen  sind  sie 
schon  für  die  nächste  Primzahl  89  nicht  erfüllbar,  jedoch  für  97  wieder 
erfüllbar.  Die  erste  Primzahl,  welche  zur  weiteren  Untersuchung  ein- 
ladet, dürfte  p  ==  107  sein.  ^ 


§   10. 

Wenden  wir  uns  schliesslich  der  Frage  zu,  welche  Teiler  die  Normen 
zulassen,   so   werden   wir  finden,  dass  nur  die  Primzahlen  von  der  Form 

p  =  2mX  +  I 

in  unzähliger  Menge  als  Teiler  von  N{z  +  «  —  01!'^^)  vorkommen.  Zu 
diesetn  Resultate  gelangen  wir  leicht  auf  dem  von  E.  Kummer  bei  ähn- 
lichen Untersuchungen  betretenen  Wege.  Es  besteht  für  jede  Grösse  x 
die  Kongruenz: 

(43)^  a?"  —  x  =  x{x  —  i){x  —  2)  ,  .  .{x  —  j;  +  i)  (mod i>). 

Diese  sehr  bekannte  Beziehung  kann  man  wohl  am  einfachsten  durch 
Einführung  der  primitiven  Wurzel  g  und  Darstellung  der  Zahlen  i,  2, 
. . . ,  p  —  I  durch  die  ihnen  kongruenten  Potenzen  von  g  bestätigen. 
Nehmen  wir  nun  p  =  2mX  +  n,  x  =  js  •■{-  ol  —  a'*"^^  setzen  kurz 

N{z+  a  —  a*+0  =  ^V)^ 
so  wird 

{z  +  a  —  ad'-^y  —{z  +  a  —  a^+')  fE  a»  —  a"('^+^)  _  «  +  «^+1  (mod p), 


^  Bisher  fand  ich: 

N{i  +  «  —  «*')  ==  107.243589, 

iY(i  +«  —  «*)=  107.181579, 

N{1  +  a—  «'*)  =  107.246769, 

N{i  +  a  —  a*')  =  107 .  27773  , 

iV^(i  +  a  --«'*)  =  107. 107.7103.      «*•  =  I. 
Aber   keine    trinomische   Zahlform    i  +  «  —  a'*"^^    hat   mehr  als   zwei   verschiedene  Prim- 
teiler   von    107    im   Bereiche   der    53*^^    Einheitswurzeln.     Daher   ist  die  Darstellung  von 
107'  als  Norm  einer  solchen  Zahlform  nicht  sehr  wahrscheinlich. 
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also 

a"  —  a-(^+^>  —  a  +  œ'^' 

=  {z  +  a  —  a^+')(z  —  I  +  a  —  a^+*)  ...{z—p+  i  +  a  —  a^+^)  (modp), 
mithin: 

(44)  ^ioi"*  —  ^''''^''  —  a  +  a*^') 

=  2V(z) .  N{z  —  i) . . .  iV(^  —  /)  +  i)  (modi^). 

Diese  Koogruenz  gilt  allffetnein,  für  jeden  Wert  von  z.  Nehmen  wir  an, 
N{z)  enthalte  den  Teiler  pj  so  muss  sein 

(45)  iV^(a"  —  a-^^-*^>  —  a  +  <^^')  =  o  (mod  p). 

Will  maç  also  o/fe  Primzahlen  p  =  2mA  +  >*  erhalten,  welche  als  Teiler 
der  unendlich  vielen  Normen  N{z  +  a  —  or**^')  auftreten  können,  so 
braucht  man  nur  die  linke  Seite  der  Kongruenz  (45)  zu  bilden.  Für 
»=  I  gelten  diese  Schlüsse  nicht.  Primzahlen  von  der  Form^=2iMA+  i 
können  daher  in  unbegrenzter  Menge  auftreten.  Die  Induktion  bestätigt 
diese  Schlüsse.  Fast  alle  Normen,  welche  ich  berechnet  habe,  lieferten 
Teiler -von  der  Form  2m^  +  i.  Nur  für  A=  31  traten  wiederholt  die 
Divisoren  2*  und  5*  auf.  Um  auch  ein  Beispiel  für  ^  =?  6»  +  i  neben 
dem  obigen  zu  geben,  teile  ich  die  folgende  Zusammenstellung  mit. 

A  =  31. 

/i  ==     I,     2,     3,  4,     5,  II 

v  =     I,   16,  21,  8,   25,  17 

f  =  16,  21,     8,  25,  26,  13 

A  — /i  =  30,  29,  28,  27,   26,  20 

X—v  =  30,    15,    10,  -23,     6,  14 

A— f  +  I  =  16,   II,   24,  7,     6,  19. 

Die  erste  Gruppe  liefert  3  Zahlen,  nämlich 

z  +  a  —  OL\         z  +  a  —  oi'%  z  +  a  —  a'\ 
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Die  fünfte  liefert  nur  2  Zahlen: 

^  +  a  —  a^         z  +  a  —  a'^ 

Endlich  geben  wir  eine  Norm: 

N{z  +  a  —  a')  =  z''  +  ^i^z'' —  42  z''  +  9^''  +  91^''  +  466z'' 

—  5l;8f^^  +   22Z^  +   770^^  +    IIZ'^ —  J7iZ^  +    112Z^  —  Z^  +  5^^+  7-8?+  l). 

Die  vier  Normen  für  z  =  i   sind  (vergl.  §  9) 

38069,         46439,         6263,         5953. 
Im  Januar  1887. 
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UN  THÉORÈME  DE  LA.  THÉORIE  DES  SÉRIES. 

Extrait  d'une  lettre  adressée  à  M.  Mittag-Leffler 

PAR 

M.  LEECH 

k  VINOHBADY. 

Soit  donnée  une  série  de  nombres  entiers  positifs 

w^,  Wî,,   w,,  ... 
dont  chaque  terme  est  un  diviseur  de  tous  les  suivants,  et  soient 

des  quantités  complexes  dont  les  parties  réelles  sont  respectivement 

To'  rp  Ta»  •  •  • 

et  qui  sont  supposées  positives  et  telles  que  la  série  51^^  soit  divergente. 
Alors,  dans  tous  les  cas  o\i  la  série 

00 

sera  convergente  pour  chaque  valeur  de   x  moindre  en  valeur  absolue 
que  l'unité,  elle   définira  une   fonction   de   la  variable  x  n'existant  qu'à 
l'intérieur  du  cercle  fondamental  |  ^  |  ^  i . 
Car  en  posant 

Àflm  maihemaliea.    10.    Imprimé  1«  10  Mai  1887. 
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OÙ  a  est  un  nombre  entier  et  a  une  quantité  réelle  et  positive  on  aura 

Or  la  série  S/*^  étant  divergente  et  se  composant  de  termes  positifs  il 
est  aisé  de  voir  que 

lira  Sr.e""'*"^''  =  +  oo 

d'où  Ton  a  aussi 

lim  Zc,6"**^'"^  =  oo 

et  par  conséquent 

hmSßU  ^•"'     n  =  00. 

Donc  la  fonction  5ß(ir)  croît  indéfiniment  quand  x  s'approche  d'une  cer- 

taine  manière  des  quantités  de  la  forme  e"**  qui  se  présentent  dans 
chaque  partie  de  la  circonférence  |aî|  =  i.  Par  conséquent,  cette  ligne- 
ci  est  une  ligne  singulière  de  la  fonction  5ß(ir). 
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SUR  LE  MOUVEMENT  D'UN  POINT 

MATERIEL 

SUR  UNE  SURFACE  DE  RÉVOLUTION 

FAB 

GUSTAF  KOBB 

4  STOCKHOLM. 

Dans  son  mémoire  De  motu  puncti  singtdaris,  ^  Jacobi  a  étudié  le 
mouvement  d'un  point  matériel  sur  une  surface  de  révolution  et  il  a 
démontré  le  théorème  suivant: 

i>S'il  existe  une  fonction  de  force  et  si  le  mouvement  ne  dépend 
que  de  la  position  du  point  matériel  dans  une  section  méridionale  de  la 
surface,  on  peut  toujours  ramener  Tintégration  des  équations  du  mouve- 
ment à  des  quadratures.^ 

Dans  les  cas  où  Téquation  de  la  surface  est  algébrique  et  la  fonc- 
tion de  force  une  fonction  rationnelle,  ces  quadratures  sont  des  intégrales 
Abéliennes.  Je  me  propose  donc  de  trouver  les  conditions  nécessaires, 
que  doit  remplir  Téquation  de  la  surface  pour  que  ces  intégrales  Abéli- 
ennes se  réduisent  à  des  intégrales  elliptiques. 

Traitons  la  question  à  l'aide  des  coordonnées  rectilignes  et  suppo- 
sons la  masse  du  mobile  égale  à  Tunité. 

Si  Taxe  des  x  coïncide  avec  Taxe  de  révolution,  l'équation  de  la 
surface  prend  la  forme 

et  la  fonction  de  force  la  forme 

U^R{2f'  +  z\  x). 

*  Journal    für   Mathematik,  T.  24,   1842,  p.  5—27. 

Aef  mmthtmuiiea.    10.    Imprimé  le  1«  Mal  1887.  12 
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Soient  Xy  y,  z  les  coordonnées  du  point  à  l'époque  tj  nous  aurons  pour 
équations  de  mouvement 

^^  dt'       ^'dy^dy 

d*z  _       df       dU 
dt*  '"f^'dz  '^  dz' 

Le    principe    des    forces   vives   et   le   principe  des  aires  nous  fournissent 
deux  intégrales  du  système  (i),  savoir 

(2) 

dy  dz 

dt         ^    dt 

OÙ  H  et  C  sont  des  constantes  d'intégration.     Nous  poserons  ensuite 

z  =  r.cos  V 
y  =  r .  sin  îf. 

Les  équations  (2)  deviennent  alors 

f{r\  x)  =  o 


OU 


4'+{i)'W-^'^'»+^")-'' 
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et  par  conséquent 

J    y/r\2H+20)  —  e' 

.     ^  ./  ^  /     rJr'{2H+  2U)  —  c' 

0  ^ 

Ainsi,  si  lequation  de  la  surface  est  une  équation  algébrique  et  U  une 
fonction  rationnelle,  t  et  V  sont  exprimés  par  des  intégrales  Abéliennes 
de  la  variable  x.     Pour  les  ramener  à  la  forme  normale  nous  poserons 


e'  =  :j 


•[-(£)•] 


r*(2ä  +  2l7)  — c« 
En  éliminant  r'  entre  cette  expression  et  Téquation 

nr\  x)  =  o 
nous  aurons  une  nouvelle  équation 

p{Ç\  x)  =  o. 

Nous   allons    démontrer,    que  si  la  première  équation  est  irréductible,  la 
dernière   l'est  aussi.     Dans  ce   but   nous   employons  le  théorème  suivant 
donné  par  M.   Weierstrass  dans  ses  leçons  sur  la  théorie  des  fonctions 
Abéliennes: 
2>Soit 

f{x,  y)  =  o 

une  équation  algébrique  irréductible  de  degré  n  en  y  et 

z  =  R{x,  y) 

où  R  désigne  une  fonction  rationnelle.     Formons  la  résolvante  de  Galois 
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Ici  il  peut  se  présenter  deux  cas,  Téquation 

Ö(ir,  z)  =  o 

est  ou  bien  irréductible,  ou,  si  elle  est  réductible,  on  doit  avoir 

G{x,  z)  =  [G,{x,  z)Y 

où  p  est  un  diviseur  de  n  et  l'équation 

est  une  équation  irréductible.     Dans  le  premier  cas,  on  a  aussi 

y  =  R^{x,  z) 
où  B^  désigne  une  fonction  rationnelle  et  les  deux  courbes 

G{x,  z)  =  o;         F{x,  y)  =  o 

sont  de  même  genre. 

Pour  que  le  second  cas  puisse  avoir  lieu,  il  faut  que  les  (n)  valeurs 
de  Zj  qui  correspondent  à  chaque  valeur  de  x  et  aux  (n)  valeurs  diÔé- 
rentes  de  y,  se  partagent  en  un  certain  nombre  de  groupes  égaux  entre 
eux.  Si  donc  on  peut  montrer,  que  pour  une  certaine  valeur  de  x  et 
pour  les  n  valeurs  différentes  correspondantes  de  y,  yj,  y^,  ...,  y«,  les 
n  valeurs  de  z 

z,  =  R{x,  yj,         z^  =  R{x,  yj,     .  .  .  ,     z^  =  R{Xy  y.) 

sont  toutes  différentes  entre  elles,  il  en  résulte  que  Téquation 

G{xy  z)  =  o 
est  irréductible.» 

Supposons  maintenant 

fp(f'>  x)  =  o 

une  équation  réductible,  tandis  que 

f{r\  x)  =  Q 
çst  irréductible. 
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II  faut  donc,   qu'au   moins   deux  valeurs  de  Ç'  coïncident  pour  des 
valeurs  ordinaires  de  :r: 


4-(è)']    <-(ë)'] 


d'où  résulte  après  quelques  réductions  la  relation  suivante 

mais  puisque  H  et  c*  sont  des  constantes  arbitraires,  il  faut  que  leurs 
coefficients  s'annuUent,  ainsi 


On  en  tire 


ou 


f  '  —  r'  a»  o 

'/i  'v  ^ 


mais  cela  est  impossible,  car  l'équation 

f{r\  x)  =  o 
est  irréductible. 

Ainsi  la  nouvelle  équation 

p(r,  x)  =  o      ^ 

ne    peut    être    réductible,    elle    est   donc  irréductible.     Il  résulte  de  là, 
qu'on  peut  exprimer  r'  comme  fonction  rationnelle  de  f'  et  xx 


! 

/      : 
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et  par  conséquent,  si  nous  considérons 

■     f{r\  x)  =  o 

comme  équation  entre  r'  et  x  et 

ip{Ç\  x)  =  o 

comme  équation  entre  f'  et  a;,  les  deux  courbes  algébriques  définies  par 
ces  équations  sont  de  même  genre. 
Le  système  (4)  prend  la  forme 

X 

t  =f$dx 

X 

(5)  ¥•_  y-  _  c  f-ÎÈL- 

F(f',  ^)  =  0. 

Pour  trouver  le  genre  de 

9{5\  00)  =  o 

considérée,  comme    équation   entre  S  et  x  nous  employons  ce  théorème 
général: 

»Soit  f{Xj  y)  =  o  une  courbe  algébrique  de  genre  p  et  A  le  nombre 
total  des  systèmes  circulaires  de  la  forme 

X  =  a  +  t''' 

y  =  aT^[i  +  f)(r)]  '  ia^o) 

où  /£  est  un  nombre  impaire     En  désignant  par  />'  le  genre  de  la  courbe 
f{Xy  z^)  =  O  OÙ  z*  =  tfj  nous  aurons  la  relation  suivante 

2/)'  =  4/>  +  A 2.T) 

Pour  démontrer  cette  relation  nous  employons  une  formule  donnée  par 
M.  Weierstbass, 

^  Je  désigne  par  f  (r)  une  série  cootenaDt  seulement  des  puissances  positives  de  la 
variable  r. 
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3>Soit  F{x^  y)  =  o   une  courbe  algébrique,  où  le  domaine  du  point 
CO  y  y  —  oo  est  représenté  par  les  n  systèmes  distincts 

X=T' 


En  désignant  par  p  le  genre  de  la  courbe  et  par 

««=  5:(5,—  i) 

la  sommation  étendue  à  tous  les  systèmes  circulaires  où  le  nombre  s^  a 
des  valeurs  positives,  on  a  la  formule 

2/>  ==  5  —  2n  +  2.]^ 

Nou§  considérons  d'abord  les  systèmes  circulaires  de  la  courbe 

f{x,y)=-o.     ' 

Soit 

X  =  a,  -\-  T*» 

un  des  systèmes,  qui  représentent  le  domaine  du  point  analytique  (a,,  b,) 
de  la  courbe 

f{x,  y)  =  o. 

En  substituant 

X  =  a,  -\-  T** 
e'  =  b,  +  |.(t) 
r^ovjs  aurons  dans  le  domaine  du  point  {a,  -)-  y/6^)  de  la  courbe 

/(x,  -?')  =  o 
X  —  a,+  T*' 
^  =  +  Ä  +  ?,(t) 
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et  dans  le  domaine  du  point  {a^  —  yjb^ 

X  =  a^  +  t'^ 

z  =  —yr,  +  p,(r). 

Comme  nous  pouvons  employer  le  même  raisonnement  pour  autres  sy- 
stèmes circulaires,  nous  en  tirons: 

au  point  (a^,  h)  (où  6„^o)  de  la  courbe 

f{xj  y)  =  o 

correspondent  deux  points  (a,  +  \fb)  et  (a,  —  ^6^  de  la  courbe 

dont  les  domaines  sont  représentés  par  des  systèmes  circulaires  du  même 
nombre  et  de  la  même  nature.     Ainsi,  soit  (a^,  h^  un  point  non  critique, 
les  deux  points  (a^  +  yjh)  et  (a,  —  \Jb^  sont  aussi  des  points  non  critiques. 
Nous'  supposons  ensuite 

fty  =  o. 

Ainsi  nous  aurons  ' 


x  =  a^-^  t'" 

.  y  =  «r'-Ci  +  p(r)]. 

Soit 

fl  =  2/1'. 

On  en  tire 

X  =  0,  +  T*' 

^=+^«.r'''[i  +p,(t)] 

a;  =  a,  +  r*- 

«  =  — V'â.T"'[i  +'p,(r);. 

Par    conséquent    le    nombre    des   systèmes   est   doublé,  mais  leur  nature 
n'est  pas  changée. 
Soit  à  présent 

/£  =   2/i'  +    I 
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nous  ne   pouvons  pas  représenter  le  domaine  du  point  correspondant  de 
la  courbe 

f{x,  z")  =  o 

par  des  systèmes  circulaires  de  la  même  nature.     II  faut  donc  poser 

z  =  az^[i  +  p(r)]. 

Le  nombre  des  systèmes  n'est  pas  changé.     Ainsi,  soit  (a^,  o)  ou  (a^,  oo) 
des  points  non  critiques  de  la  courbe 

f{^^  y)  =  o 

ils  sont  des  points  critiques  de  la  courbe 

f{x,  z^)  =  o. 

Si  la  série  f/-  commence   par  une  puissance  paire,  le  domaine  est  repré- 
senté par  les  deux  systèmes 

0^  =  «,  +  r  ic  =  a^  +  T 

z=  +v'«.r'*[i  +r,(r)]  -^  =  -v'«.r'*'[i  +  P,(r)]' 

et  si  y.  commence  par  une  puissance  impaire,  le  domaine  est  représenté 

par  le  système 

X  =  a^  +  T^ 

z  =  ar'*[i  +  f>(r)]. 
Maintenant  nous  allons  transformer  les  deux  courbes 

f{Xy  y)  =  o;         f{x,  z^)  =  o 

de  manière  que  le  point  rr  =  oo  ne  soit  pas  un  point  critique.  ^ 

Soit  X  ==  a  une  valeur,  à  laquelle  correspondent  n  valeurs  distinctes 
de  la  variable  y 

Ou     0^9     •  •   •  j     ^n» 

Posons 


v  = 


X  —  a 

y 


x  —  a 

Acta  mothematUa,    10.     Imprimé  le  17  Mat  1887.  13 
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Comme  (a,  b^)  est  un  point  non  critique,  nous  avons 

X  =  a  -{-  T 
et  par  conséquent 

Ainsi  par  cette  substitution  linéaire,  nous  pouvons  former  une  nouvelle 
courbe  algébrique 

de  même  genre,  où,  quand  f  croît  indéfiniment,  le  rapport  -  tend  vers 
n  valeurs  finies  distinctes 

Ky    Ky    •  ••  >    K' 

Il  faut  donc  remarquer,  que  si  {x  —  oo^  y  =  oo)  est  un  point  critique, 
le  point  (f  =  o,  jy  =  co)  est  aussi  un  point  critique  de  la  même  nature. 
De  la  même  manière  nous  formons  par  la  substitution 


e. 

= 

I 

X 

— 

«I 

<y) 

= 

z 

^1 

X 

— 

«i 

où  ir  =  a^  est  une  valeur  non  critique  de  la  courbe 

f{x,  ^^  =  o 
une  nouvelle  courbe  algébrique 

de    même    genre,    que    f[Xj  z^)  =  o,   et/ où   le   rapport  §l  tend   vers   2« 
valeurs  distinct-es 

Soit 


Cj,    ^2,     •  •  •  j     Ci 


2n* 


0?  =  öfv  +  r*" 
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un    des    systèmes,    qui    représentent    le    domaine  du  point  (a^,  h^  de  la 
courbe 

f{x,  y)  =  o 


nous  aurons  si 

\x       a,\  <  |a  — «,|, 

I                _             i                 x-a         /x-a.y        /a^-a,y 

'^               a  —  av  —  {x  —  av)             a—a^         '    a  —  a»,    '    \a  —  a»,/     ^    \a  —  aj 

^_             l                r'"                t"^ 

^              a  —  Qy       a  —  Oy       (a  —  fly)* 

^    «      jff   ^»'              1       n    /'T^ 

^  -y^^-^         a^a,^    P»^^^- 

Supposons 

''»'        1    ^  /  -  \ 

Dans  la  théorie  des  fonctions  algébriques  on  démontre  le  théorème  suivant: 
3)Si    l'on   peut  représenter  un   certain   domaine  du   point  analytique 
(a,  h)  de  la  courbe 

F{x,  y)  =  o 

par  les  deux  systèmes 

y  =  h+  p,(r)  =  h  +  pi^>(r,) 
il  existe  entre  les  deux  variables  auxiliaires  la  relation 

En  employant  ce  théorème  nous  aurons 

5y  —  Sy  • 

Ainsi  le  domaine  du  point 
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qui  correspond  au  point  (a^,  b^)  de  la  courbe 

f{x,  y)=o 

e^t  représenté  à  la  même  manière,  que  le  domaine  du   point  (a^,  h^.    Le 
nombre  des  systèmes  est  le  même  et  leur  nature  n'est  pas  changée. 
Le  même  raisonnement  s'applique  à  la  courbe 

Maintenant  nous    sommes  en   état  de   déterminer  le   genre   des  nouvelles 
courbes 

f^(c,  Tj)  -  o;  jf^fp  lyj  =  O. 

Dans  la  courbe  j^(f ,  yj)  =  o,  le  domaine  du  point  (f  =  oo,  tj  ==  co)  est 
représenté  par  les.  w 'systèmes  distinctes 


f  =r-^ 


/ 


En  employant  la  formule  de  M.  Weibkstra^s  nous  aurons  le  genre  p  de 
la  courbe 

2/>  =  s  —  2n  +  2 

où 

s  =  i:(5,  —  i) 

X  =  a^  +  t'^ 

la    sommation    étendue    à    tous    les    systèmes    circulaires    de    la    courbe 
f  (f,  îy)  =  o  où  5^  a  des  valeurs  positives. 

Dans  la  courbe  ^^{^^y  oy,)  ==  o  le*domaine  du  point  (fj=:cx),  7j^  =  qo) 
est  représenté  par  2n  systèmes  distincts 


En  désignant  par 


Z(.:-i) 
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la  somme  correspondante  pour  la  courbe  f?i(fi,  lyj  =  o  et  par  ç!  sou 
genre,  nous  aurons 

2p'  =  Sj  —  4n  +  2. 

Pour  exprimer  s^   par  s  nous  décomposons  s^   en  quatre  sommes 

s,  =  z«  - 1)  +  r«  - 1)  +  z«  - 1)  +  r«  - 1). 

Dans  la  première  somme,  la  sommation  est  étendue  aux  points  de  la 
courbe  <p^{^^^  îyj  =  o,  qui  correspondent  aux  points  critiques  (a^,  ô^),  où 
b^^o,  de  la  courbe  f(Xy  y)  =  o;  dans  la  deuxième  aux  points,  qui  cor- 
respondent aux  points  critiques  (a^,,  o)  et  (a,,  co)  de  la  courbe  f{Xy  2/)=o 
oil  y^  commence  par  une  puissance  paire;  dans  la  troisième  aux  points, 
.qui  correspondent  aux  points  critiques  (a,,  o)  et  (a^,  oo)  de  la  courbe 
f(x,  y)  =  o,  mais  où  y,  commence  par  une  puissance  impaire  et  enfin 
dans  la  quatrième  aux  points,  qui  correspondent  aux  zéros  et  pôles  non 
critiques  de  la  courbe  f{Xy  y)  =  o. 

Nous  avons  trouvé  qu'à  chaque  point  (a^,  é^),  b^^o  de  la  courbe 
f(Xj  y)  =  o  correspondent  deux  points  de  la  courbe  j!?i(çp  5?i)  =  o?  dont 
les  domaines  sont  représentés  par  des  systèmes  circulaires  du  même  nombre 
et  de  la  même  nature  que  le  domaine  du  point  (a^,  b^).     On  en  tire 


Dans  la  deuxième  somme  le  nombre  de  points  et  la  nature  des  systèmes 
ne  sont  pas  changés,  mais  le  nombre  des  systèmes  est  doublé;  ainsi 


Dans  la  troisième  le  nombre  de  points  et  de  systèmes  ne  sont  pas  changés, 
mais 

U y       -- —        2  Oy 

si  nous  désignons  par  Aj   le  nombre  total  de  systèmes  pour  ces  points. 
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Dans  la  quatrième  somme  on  a  » 

si,  =  i 
si  la  série  correspondante  y^  commence  par  une  puissance  paire  et 


si  la  série  y^  commence  par  une  puissance  impaire.     Par  conséquent,  en 
désignant  par  A,  le  nombre  de  ces  dernières,  on  a 

Ainsi 

^1  =  2^(5,  —  l)  +   2T{S,  —  I)  +    2T{S,  _  i)  +  Al  +  ^ 


mais 


=  r(5.- 1)  +  T{s,- 1)  +  T{s,- 1) 


donc 

5j  =  25  +  X^  .+  X^ 

ou,  en  désignant  par  A  le  nombre  total  de  systèmes  de  la  courbe  /"(a;,  y)=o 

y  =  ar^[i  +  fir)]  ia^o) 

où  /i  est  un  nombre  impair, 

5,   =   2S  +  A, 

par  conséquent 

2p'  =  2S  +  X  —  4n  +  2 

et  en  combinant  cette  équation  avec  l'équation 

2p  =  s  —  2n  +  2 

on  aura 

2/>'  =  4/>  +  A  —  2. 

C.  Q.  F.  D. 

De  la  même  manière  on  peut  démontrer  ce  théorème  plus  général: 
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•     >Soît  f{Xj  y)  —  O  une  courbe  algébrique  de  genre  p  et  X^  le  nombre 
total  des  systèmes  circulaires  de  la  forme 

où,  si  m  est  un  nombre  premier,  fx  est  un  nombre  premier  avec  m.  En 
désignant  par  p^  le  genre  de  la  courbe  f{Xy  z"^)  oii  z'^=yy  nous  aurons 
la  relation  suivante 

2p^  =  2mp  +  {Kn  —  2)(w  —  l).ï> 

Maintenant  nous  allons  démontrer,  que  le  nombre  A  ne  peut  être  nul,  si 

/?  >  I. 
Soit 

f{x,  y)  =  o 

une  courbe  algébrique  de  genre  p.  Formons  par  la  transformation  bi- 
rationnelle 

x  =  R[Ç,  yj),         Ç  =  B,{x,  y) 

y  =  iî,(f ,  7),         Y]  =  R^{x,  y) 
une  nouvelle  courbe  algébrique  de  même  genre 

où  nous  supposons  que  le  nombre  X  soit  nul. 

Ainsi  en  substituant  les  séries  a;-,  y^,   qui   représentent  le   domaine 
d'un  point  arbitraire  de  la  courbe 

f{x,  y)  =  o 

dans  l'expression 

7j  =  B,{x,  y) 

la  série  y^  ne  commence  jamais  par  une  puissance  impaire.  Alors  nous 
pouvons  extraire  la  racine  carrée 

V^=,<»  =  P(r) 
OÙ  P{t)   est   une  série,   qui  ne  contient  qu'un  nombre  fini  de  puissances 
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négatives    dans    le    domaine    d'un    point   quelconque.     Ainsi   yf^^  est  une 
fonction  rationnelle  de  rr  et  y. 
Donc 

et  la  courbe  algébrique 

jf  (e,  :y"')  =  o 

est  aussi  de  genre  p.     Les  deux  courbes 

sont  donc  de  même  genre 

mais  suivant  la  formule 

2/?'  =  4/)  +  A  —  2  .     . 

il  résulte,  puisque  nous  supposons  A  =  o, 

2/)  =  4/)  — 2; 
ce  qui  est  impossible,  si 

p>  i. 

Ainsi  le  nombre  A  ne  peut  être  nul,  si 

p  >  i. 
Soit 

.    p=i. 

Supposons  que  le  nombre  A  soit  nul  pour  la  courbe 

j,(e, ,(!))  =  o. 

En  posant 

nous  obtenons  par  le  même  procédé,  que  les  deux  courbes 

sont  de  genre  i. 
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Cela  exige  que  le  nombre  A  pour  la  courbe 

^(^,"0  =  0 

soit  nul.  Si  tel  est  le  cas  nous  répétons  le  inénie  procédé  et  enfin  il 
faut  que  nous  trouvions  une  courbe 

f(c,  ^""'0  =  0 
où 

A  >  o. 
Car 

Il  est  évident,  qu'en  donnant  à  n  une  valeur  assez  grande,  ly^"^  doit  né- 
cessairement cesser  d'être  une  fonction  rationnelle  et  par  conséquent  lyi""^^ 
commence  par  une  puissance  impaire  au  moins  dans  le  domaine  d'un 
point.     Mais  alors  les  deux  courbes 

ne  sont  pas  de  même  genre,  selon  la  formule 

2p'  =  4P  +  ^—  2. 
On  en  tire  que  la  supposition  X  =  o  pour  la  courbe 

F(f,  V""'0  =  o    ou     jr(f,  [iy^"-^T)  -  o 
n'est  pas  juste,  et  par  conséquent  les  deux  courbes 

ne  sont  pas  de  même  genre.  En  répétant  le  même  raisoimement,  nous 
aurons  enfin  que  le  nombre  X  ne  peut  être  nul  pour  la  courbe 

î^(^  7)  =  o. 
Ainsi  nous  avons  trouvé 

A  >  o 

4eta  mttihematicü.  10.    Imprimé  le  18  Mal  1887.  H 
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si 

/ï  >^  I. 

Reprenons  notre  système  d'équations  (5) 


t=f$dx 


v'—  v:       ^ 


"     J  li{v.  .1 

f{5\x)  =  0. 


Maintenant  nous  pouvons  résoudre  lu  question:  quelles  sont  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  que  les  intégrales -du  système  (5)  soient 
des  intégrales  elliptiques? 

En  désignant  par  />'  le  genre  de  la  courbe 

considérée  comme  équation  entre  ^  et  a:  et  par  />  le  genre  de  la  même 
courbe  considérée  comme  équation  entre  ç'  et  x  nous  aurons  la  formule 

2/  ^  4/>  +  A  —  2. 
En  posant 

on  a 

/>  =  o,         A  -----  4- 
Mais  la  courbe 

considérée  comme  équation  entre  f  '  et  x  et  la  courbe 

f{r,  O  =  o 
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considérée  comme  équation  entre  r^  et  x  sont  de  même  genre. 
Par  conséquent 

où  B^  et  2î,  sont  des  fonctions  rationnelles  du  paramètre  C- 
Ayant  donc 


107 


f'  =  Z^ 


•{•  -  im 


r\2H  +  2t/)  — c' 


et  par  conséquent  f  '  une  fonction  rationnelle  de  C;  il  faut  «déterminer 
iJj  et  R^  de  manière  que  l'expression  de  Ç  ne  contienne  quune  racine 
carrée 


\/Ä.(C) 

où  R.^{C)  est  un  polynôme  du  troisième  ou  du  quatrième  degré. 
Supposons 

U=k 

où  k  désigne  une  constante,  on  sait  que  le  point  matériel  décrit  une 
ligne  géodésique  de  la  surface.  Par  conséquent  on  peut  énoncer  ce 
théorème: 

DToutes  les  surfaces  de  révolution,  qui  ont  la  propriété,  que  les  co- 
ordonnées d'une  ligne  géodésique  peuvent  être  exprimées  par  des  fonc- 
tions elliptiques  d'un  paramètre,  sont  nécessairement  de  la  forme 

Supposons  ensuite  que  la  seule  force  agissante  soit  la  pesanteur,  c'est  à 
dire 

U  =  gx, 
nous   trouvons,   que   Tintégration   du   système   (5)   peut  être  effectuée  par 
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des  fonctions   elliptiques,   si    la   surface   de  révolution  est  déterminée  par 
une  de  ces  cinq  équations 

(i)  r  =  mx 

(2)  r'  +  x'  =  a' 

(3)  '•'  -  4«^ 

(4)  9«^*"  =  ^(^  —  3«)' 

(5)  2r*  +  3aV^  —  2xa^  --  o. 

Ce  sont  les  seuls  cas  possibles.     Les  trois  premiers  cas  éùiient  déjà 
connus,  les  deux  autres  me  semblent  nouveaux. 
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OBER   DIE   BEDEUTUNG 

DES   PRINCIPS  DER  LEBENDIGEN  KRAFT 

FÜR   DIE   FRAGE   VON   DER 

STABILITÄT  DYNAMISCHER  SYSTEME 

VON 

KARL   BOHLIN 

in    STOCKHOLM. 

Sehr  viele  mechanische  Probleme,  und  zwar  alle  solche,  wo  die  wir- 
kenden Krftfte  als  partielle  Ableitungen  eines  von  der  expliciten  Zeit  un- 
abhängigen Potentials  betrachtet  werden  können,  führen  auf  Differential- 
gleichungen, zu  welchen  ein  erstes  Integral  —  die  Gleichung  der  leben- 
digen Kraft  —  sich  unmittelbar  ergiebt.  Nicht  selten  erhalt  man  auch 
aus  den  Differentialgleichungen  einer  Aufgabe,  es  sei  einer  mechani- 
schen oder  irgend  welcher  anderen,  ein  erstes  Integral,  welches,  wenn  es 
auch  mit  dem  Namen  der  lebendigen  Kraft  nicht  zu  bezeichnen  ist,  doch 
den  Charakter  des  so  benannten  Integrales  besitzt,  hauptsächlich  insofern 
die  linke  Seite  der  Gleichung  unter  quadratischer  Form  auftritt.  In 
solchen  Fallen,  wo  die  Veränderlichen,  wie  bei  mechanischen  Aufgaben, 
nur  reelle  Werthe  annehmen  können,  erlaubt  die  besagte  Form  der 
Gleichung  eine  Betrachtungsweise,  wodurch  man  oft  über  die  Grenzen 
der  Veränderlichen  eine  Entscheidung  treffen  kann.  Handelt  es  sich  um 
die  Bewegungen  eines  Systems  materieller  Punkte,  so  ist  die  Zeit  als  un- 
abhängige Veränderliche  ganz  unbeschränkt,  die  Koordinaten  der  beweg- 
lichen Punkte  können  aber  durch  die  Natur  des  Integrals  der  lebendigen 
Kraft  oder  einer  entsprechenden  Gleichung  zwischen  endlichen  Grenzen 
eingeschlossen  sein.  In  den  Fällen,  wo  es  gelingt  solche  Grenzen  an- 
imera mathematica.    10.     Imprimé  le  18  Hal  1887. 
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zugeben,  hat  man  auf  die  Frage  von  der  Stabilität  der  Bewegung,  un- 
abhängig von  der  vollständigen  Lösung  der  Differentialgleichungen,  eine 
Antwort  gefunden.  Eine  solche  Antwort  wird  nun  im  allgemeinen  möglich 
sein,  so  oft  das  anzuwendende  Integral,  kurzweg  die  Gleichung  der 
lebendigen  Kraft,  nur  die  Koordinaten  eines  einzigen  Punktes  als  Ver- 
änderliche enthält.  Ausser  den  Fällen,  wo  nur  ein  beweglicher  Punkt  in 
Frage  kommt,  gehört  hierher  ein  komplicirterer  Fall,  welcher  einigen 
Kombinationen  von  drei  Körpern  in  unserem  Sonnensysteme  sehr  nahe 
entspricht.  Aber  auch  wenn  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  zur  voll- 
ständigen Entscheidung  über  die  Stabilitätsfrage  nicht  ausreicht,  lassen 
sich  doch  im  allgemeinen  aus  demselben  gewisse  Betrachtungen  über  die 
Grenzen  der  Bewegung  ziehen. 

Indem  wir  uns  erlauben  die  erwähnte  Betrachtungsweise  nebst  einigen 
Beispielen  in  den  folgenden  Seiten  mitzutheilen,  werden  wir  voraussetzen, 
dass  die  Bewegungen  in  einer  Ebene  stattfinden.  Man  überzeugt  sich 
leicht,  dass  diese  Annahme  keine  wesentliche  Beschränkung  enthält  und 
dass  man  nachher  ohne  Schwierigkeit  auf  die  dritte  Dimension  Rücksicht 
nehmen  kann. 

Um  die  Begriffe  festzuhalten,  betrachten  wir  den  folgenden  einfachen 
Fall.  Wir  nehmen  nämlich  an,  dass  die  Bewegungsgleichungen  eines  in 
der  Ebene  freien  materiellen  Punktes  P  auf  ein  erstes  Integral  von  der  Form 


(Ê)  -f(:^^y)  +  f'  =  ^ 


führen.  Hier  bezeichnet  ds  das  Differential  von  dem  Wege  des  Punktes, 
X  und  y  seine  rechtwinkligen  Koordinaten  tjnd  h  die  Integrationskonstante. 
In  der  Function  f{xj  y)  treten  aber  im  allgemeinen  die  x  und  y  nicht  un- 
mittelbar als  Koordinaten  auf,  sondern  diese  Function  ergiebt  sich  zunächst 
unter  der  Form  F(r,  />),  wo  r  und  p  die  beiden  Abstände  des  Punktes  F 
von  zwei  anderen  Punkten  bedeuten.  Da  die  letztere  Form  sich  als  ein- 
facher für  die  Diskussion  erweist,  werden  wir  dieselbe  beibehalten,  indem 
wir  r  und  p  als  Koordinaten  wählen  und  folgende  Form  des  Integrals 
annehmen 


(■)  (§r=^. 
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WO  die  Bezeichnung 

(2)  R  =  F{r,p)-h 
angewandt  ist.     Wir  stellen  jetzt  die  Gleichung 

(3)  Ä  =  o 

auf.  Dieselbe  bezeichnet  im  allgemeinen  eine  Kurve,  welche  nach  (i)  so 
beschaffen  ist,  dass  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  m  gleich  Null  ist, 
so  oft  der  Punkt  sich  auf  dieser  Kurve  befindet.  Ebenso  stellt  die 
Gleichung 

R  =  c' 

eine  Kurve  dar,  wo  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  m  den  Werth  c 
hat.  Es  ist  einleuchtend,  dass  diese  Kurven  in  Bezug  auf  die  Ver- 
bindungslinie der  beiden  Anfangspunkte  des  bipolaren  Koordinatsystemes 
symmetrisch  sind.  Durch  die  Kurve  (3)  wird  nun  die  Ebene  in  Theile 
zerlegt  und  im  allgemeinen  in  solcher  Weise,  dass  die  Function  R  ihr 
Zeichen  ftndert,  wenn  der  Punkt  (r,  p)  die  Kurve  überschreitet  Der 
Zeichenwechsel  trifft  immer  zu,  sobald  die  Kurve  (3)  nicht  eine  s.  g. 
Minimikurve  ist,  welche  dadurch  charakterisirt  wird,  dass  die  Gleichungen 

dH  dR 

dr  dp 

gleichzeitig  mit  (3)  bestehen.  Abgesehen  von  solchen  Ausnahmefällen 
nimmt  also  die  Function  jB  in  einigen  von  den  Tlieilen,  in  welche  die 
Ebene  durch  (3)  zerfallt,  positive,  in  Anderen  sicher  negative  Werthe  an. 
Negative  Werthe  kann  aber  die  Function  R  nach  (i)  niemals  annehmen, 
insofern  die.  r  und  p  die  Koordinaten  des  beweglichen  Punktes  P  be- 
zeichnen. Der  letztere  muss  sich  also  immer  in  einem  positiven  Gebiete 
der  Ebene  befinden  und  seine  Bewegung  wird  in  solcher  Weise  durch 
die  Kurve  (3)  begrenzt.  Ist  diese  Kurve  eine  geschlossene,  so  bleibt  die 
Bewegung  im  gewöhnlichen  Sinne  stabil.  Nun  ist  es  ja  mit  dem  Ange- 
führten keineswegs  gesagt,  dass  der  Punkt  P  diese  Grenze  je  erreichen 
soll.  Wenn  er  sie  aber  erreicht,  so  wird  seine  Bewegungskurve  in  dem 
bezüglichen  Punkte  im  allgemeinen  eine  Spitze  beschreiben,  indem  die  Ge- 
schwindigkeit auf  dieser  Kurve  (3)  gleich  Null  ist.     Die  Existenz  und  die 


Digitized  by  VriOOQiC 


1 


112  Karl  BohlÎD. 

Natur  der  Grenzkurve  hangen  von  der  Form  der  Function  F(r,  p)  und 
von  dem  Werthe  der  Integrationskonstante  h  ab.  Die  letztere  ihrerseits 
wird  durch  die  Anfangslage  und  den  numerischen  Werth  (nicht  die 
Richtung)  der  Anfangsgeschwindigkeit  folgendermassen 

bestimmt 

Als   erstes    Beispiel  für  diese  Betrachtungen  wählen  wir  das  Zwei- 
körperproblem.     Die   Gleichung  der  lebendigen  Kraft  hat  hier  die  Form 


\di)  r    ^  a        ^' 


WO  -  statt  Ä  steht.  Die  Gleiehung  (3)  wird  in  diesem  Falle  von  der  ein- 
fachsten Gestalt;  man  erhalt  in  der  That  i 

j 

r  =  2a.  j 

Wenn  a  positif  ist,   so  bezeichnet  diess  einen   Kreis,   um  den  einen  der  | 

materiellen  Punkte  als  Mittelpunkt  beschrieben  und  mit  dem  Radius  2a. 

Nach  dem  Vorhergehenden,  sehen  wir  sofort  ein,  dass  die  Bewegung  des 

zweiten  Punktes  stets  innerhalb  dieses  Kreises  stattfinden  muss.     Dies  ist 

auch,  was  von  der  vollständigen  Lösung  der  Aufgabe  bestÄtigt  wird,  da 

ja  in   der  That  alle   Ellipsen   mit  der  halben   grossen   Axe  a  innerhalb 

des  Kreises 

r  =  2a 

fallen  müssen.  Wenn  die  Excentricitat  der  Ellipse  gleich  Eins  wird,  so 
geht  diese  in  eine  gerade  Linie  von  der  Lange  2a  über  —  eine  Kurve, 
welche  in  der  That  an  dem  Kreise  eine  Spitze  macht.  Wenn  a  unendlich 
oder  negativ  wird,  so  existirt  die  Grenzkurve  nicht  mehr.  In  diesen 
Fallen  ist  ja  auch  die  Bahn  entweder  eine  Parabel  oder  eine  Hyperbel. 
Den  verschiedenen  Annahmen  über  a  entsprechen  die  bekannten  Anfangs- 
bedingungen 

Gehen  wir  jetzt  zu  dem  Probleme  vo«  der  Bewegimg  eines  Punktes, 
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weliehér  von  zwei  testen'  Centra  angezogen  wird,  über,  so:  erhâlteîi.'  wS 
ans  dem  Princip  der  lebendigen  Kraft  für  dieseri  Fall,  odeé      .  •  •      :'    ! 

die  folgende  Form  der  Gleichung  (3)  '  '  :  '     ' 


wo  r  und  p  die  beiden  Abstände  des  beweglichen  Punktes  von  den  festen 
Anzieh uhg^entrà  w  und  /x  bedeuten.  Wenn  die  tntegrationskÖnsiante^ 
einen  positiven  Werth  Tiat,  so  bezeichnet  diese  Gleichung  eine  Kurve  von 
der  allgemeinen  Natur  einer  Lemniskate.  Ihre  .Form  ist  von  den  Kon- 
stanten der  Gleichung  abh&ngig;  je  nachdem  h  einen  hinlänglich  grosseh 
oder  hinlänglich  kleinen  Werth  besitzt,  hestbht  die  Begrenzung  der. Be- 
wegung .entweder  aus  zwei  geschlossenen  und  ausserhalb  einander,  fällenden 
Konturen,  welche  jeden  der  Punkte  w  und  /z  umgeben,  öder  aus  einer 
einzigen  geschlossenen  Linie,  welche  "beide  diçse  Punkte  umfasst.  Dfése 
beiden  Formen  gehen  in  einem  Grenzfälle  in  einarider  über,  nämlich 
wenn  die  beiden  m  und  fi  resp.  umschliessenden  Gebiete,  in  einem  Punkte 
der  Verbindungslinie  dieser  beiden  Centra,  zusammenhängen.  Innerhalb 
eines  auf  solche  Weise  abgegrenzten  Raumes  muss  nun  der  bewegliche 
Funkt  bleiben;  die  Stabilität  seiner  Bewegung  ist  also  durch  einen  posi- 
tiven Werth  von  h  gesichert.^  Da  die  fragliche  mechanische  Aufgabe 
vollständig  gelöst  worden  ist,  so  kann  man  sich  a  posteriori  von  der 
Richtigkeit  unserer  Schlüsse  überzeugen.  Wir  kommen  aber  nun  zu 
Fällen,  wo  diese  Kontrolle  nicht  möglich  ist,  indem  die  vollständige  In- 
tegration der  bezüglichen  Differentialgleichungen  bis  jetzt  nicht  geleistet 
worden  ist. 

Wir  stellen  uns  vor,  dass  ein  materieller  Punkt  /e,  mit  gleichförmiger 
Winkelgeschwindigkeit  n,  einen  Kreis  von  dem  Radius  a  um  einen  zweiten, 
festen  Punkt  m  beschreibt.     Die  beiden   Punkte  attrahiren  einen  dritten 


^  HU  einem  Verfahreii,  welches  Jacobi  in. seiner  Tierteû  Vorlesung  ]>Ober  Dynamik» 
auf  das  n-KOrperprobIcm  angewandt  hat,  zeigt  man  leicht  dass  die  Bewegung  nothwendig 
instabil  ist,  wenn  h  einen  negativen.  Werth  hat. 

Acta  matkemaf/ea.     10.    Imprtii:6  !•  6  Juin  1887.  15 
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Punkt  P,  von  welchem  aber  vorausgesetzt  wird,  dass  er  auf  die  Vorigen 
keine  Einwirkung  ausübt.  Man  sucht  die  Bedingungen  dafür,  dass  die 
Bewegung  des  letzteren  in  Bezug  auf  die  beiden  anziehenden  Punkte 
stabil  sein  soll.  Es  ist  überflüssig  zu  bemerken,  dass  die  Bewegungen 
des  so  fingirten  Systèmes  denjenigen  eines  eigentlichen  Dreikörperproblemes 
nicht  gleich  werden  können,  da  es,  abgesehen  von  einem  bekannten 
Specialfalle  dieses  Problèmes,  augenscheinlich  unmöglich  ist,  dass  Einer 
von  drei  einander  anziehenden  Körpern  einen  Kreis  um  einen  Anderen 
beschreibt.  Das  angenommene  System  entspricht  aber  in  der  That  sehr 
nahe  einigen  Kombinationen  im  Sonnensysteme,  z.  B.  den  beiden  Körpern, 
Jupiter  und  Sonne,  in  ihrer  gleichzeitigen  Anziehung  an  einen  dritten 
Körper,  dessen  Masse,  wie  diejenigen  der  Kometen  oder  der  kleinen  Pla- 
neten, zu  vernachlässigen  ist.  Ausserdem  scheint  der  gestellten  Aufgabe 
durch  den  Umstand  einiges  Interesse  verliehen  zu  werden,  dass  die  voll- 
standige  Bestimmung  der  Bewegung  auf  Schwierigkeiten  stösst,  welche 
denjenigen  des  Dreikörperproblems  nahe  verwandt  sind. 

Bezeichnet  man  mit  f,  tj  die  Koordinaten  des  Punktes  P  in  Bezug 
auf  ein  festes  Koordinatensystem  mit  dem  Anfangspunkte  in  m,  mit  r 
und  p  die  Abstände  des  Punktes  P  von  m  und  /e  resp.  und  mit          .    . 

x'  =  àco&{nt  +  A)y        y*  =  asin(w<  +  -4) 

die  Koordinaten  von  /i,  so  bekommen  die  Bewegungsgleichungen  von  P 
die  folgende  Gestalt 

d/*     -t-       ^3      "^  p^ 

d'Tj       mrj       fi(7j  ■-  y')  _ 

Beziehen  wir  nun  durch  die  Substitutionen 

/  ^  :s^  xcos{nt  +  A)  —  y&in{nt  -^  A) 
rj  =  xe\n{nt  +  A)  +  ycoR{nt  +  A) 
die    Lage    von    P  auf  ein   bewegliches  Koordinatensystem,  dessen   ir-Axe 
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mit  der  Richtung  von  m  nach  fx  zufiammenf&llt,  so  erhalten  wir  für  die 
relative  Bewegung  die  Gleichungen 

cVx  du  »       ,    mx    ,    nix  —  a) 

d'y    ,  dx  t       I    ^.V    I    Uy 

woraus,  der  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  entsprechend^  folgendes  Integral 

(4)  (a)'--*''-T-f  +  *  =  ° 

fliesst.  Dasselbe  Resultat  ergiebt  sich  auch  durch  Anwendung  der  obigen 
Substitution  auf  eine  von  Jacobi  gegebene  Formel/  Die  Gleichung  (3) 
bekommt  also  in  unserem  Falle  die  Form 

(5)  .  „V  +  ?^  +  ^  =  A. 

Wenn  hierdurch  eine  Grenzkurve  repräsentirt  werden  soll,  ist  zun&chst 
erforderlich,  dass  die  Integrationskonstante  h  einen  positiven  Wert  hat, 
Hierza  ist  aber  nach  (4)  nur  nöthig  dass  entweder  die  Anfangsgeschwin* 
digkeit  nicht  zu  gross  ist  oder  dass  die  Anfangswerthe  der  Abstände  f ,  p 
hinlänglich  klein  sind.  Um  die  weiteren  Bedingungen  für  die  Realität 
der  Kurve  zu  untersuchen;  können  wir  am  besten  r  und  p  zunächst  als 
rechtwinklige  Koordinaten  eines  Punktes  ansehen..  Es  ist  dabei  nur  zu 
bemerken,  dass  der  Umstand,  dass  die  gegenseitigen  Abstände  ein  Dreieck 
bilden,  durch  die  Ungleichheiten 

a  +  r  >  p 
r  +  p  >  a 
p  +  a  >  r 

vertreten  werden  muss,  so  wie  dass  r  und  p  imr  positive  Wcrthe  an- 
nehmen können.     Es  folgt  hieraus,  dass  von  allen  Punkten  der  Ebene  rp 


*   Über  Dynamik,  fünfte  Vorlesung,  61.  (ll). 
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nür'.diejemgcn  îa  Frage.  Kommen   können,   welche  inncrhulb  eines  durch 
die  Geraden  ::      '::':';.   Jl   :     ;;        '_   .    :; 

a  +  r  =  p 

(6)  '   '■     -         -  "r-^/^  =  a"~'  -  • 

p  +  a  =  r 

begrenzten  Bandes  fallen.     Hierzu  kommt  die  Gleichung  (5),  welche  wir 
tunach^  vjnter'dei*  Artnahpie^   :  *    .    '  .  '      t  : 

m  =  o 
ins  Auge  fassen  wollen.     Führen  wir  die  Bezeichnungen 


_■»■ 

T 

.  f   .   -    ' 

k«  = 

-^ 

•'  ■  «■*■= 

h 

ein, 

SO 

folgt  also 

aus 

(5) 

•P 

1.   •• 

x' 

rV-a'    • 

(7) 

dr 

I 

(r'-a'). 

s. 

■ 

dp 

— =:        ; ^ 

r 

'  ^  . 

Mit  Hülfe  dieser  Formeln  ist  es  leicht  äu  sehen,  dass  die  Kurve,  welche 
übrigens  in  *  Bezug  auf  -  die  /?*Axe'  syiA  metrisch;  sein  muss,:  einen  posi- 
tiven Zweig  hat,  welcher  die  Asymptote  / 


besitzt   und   die  p-Axe   in   dem    Abstände  r^  von   dem   Origo  senkrecht 

schneidet.  Wegen  der  Gleichung  (4)  werden  nun  von  der  Ebene  rp 
alle  Punkte  ausgeschlossen,  welche  auf  die  konkave  Seite  der  Kurve  (5) 
fallen.  Je  nach  den  Werthen  von.  a,  a  und  x  wird  die  letztere  die  Ge- 
raden (6)  entweder  gar  nicht  treffen  oder  eine  oder  mehrere  derselben 
schneiden.  —  Stellt  man  sich  in  dieser  Weise  die  Gleichungen  (6)  und 
(7)  geometrisch  vor  und  führt  man  dann  das  Bilcji  in  bipolare  Koor: 
dinaten  über,  so  erhellt  sofort,  dasg  die  Bewegung  von  P  entweder  in 
der  ganzen  Ebene  stattfinden  kann  oder  in  irgend  einer  Weise  beschränkt 
ist.     Es   giebt  im    letzteren   Falle   verschiedene  Möglichkeiten..    Wenn   a 
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oder,  was  dasselbe  ist,  h  hinreichend  gross  ist,  zerfallt  der  für  die  Be- 
wegung abgegrenzte  Raum  in  zwei  Gebiete,  von  welchen  das  eine,  J5, 
sicher  den  Punkt  /i,  möglicherweise  auch  m  umschliesst,  während  das 
andere,  C,  sich  von  dem  Unendlichen  aus  bis  zu  eifier  geschlossenen 
Grenze  streckt,  welche  ausserhalb  des  Gebietes  B  fallt.  Die  beiden  Ge- 
biete können  für  kleinere  Werthe  von  h  durch  einen  Kanal  zusammen« 
fliessen,  welcher  sich  um  die  Verlängerung  der  Linie  von  m  nach  fx  er- 
öffnet Bei  abnehmendem  h  erweitert  sich  diese  Öffnung  mehr  und  mehr 
und  das  ausgeschlossene  Gebiet  der  Ebene  drangt  sich  mehr  und  mehr 
zusammen,  bis  von  demselben  zuletzt  nur  ein  Punkt  zurückbleibt.  Von 
da  ah  ist  die  Bewegung  von  P  ganz  unbeschrankt. 

Gehen  wir  nun  zu  dem  allgemeinen  Falle,  wo  m  von  Null  ver- 
schieden ist,  tkber,  so  erhalt  man  aus  (5),  indem  noch  folgende  Bezeich- 
nung 

angewandt  wird,  zur  Diskussion  der  Kurve  die  Gleichungen 

p  = X   - 


und 

dr  __  l  (r'  —  aV  +  fe')' 

Ein  positiver  Theil  der  Kurve  existirt  nun  immer,  sobald 

27 


©• 


>4 


und  ist  zwischen  zwei  mit  der  ^-Axe  parallelen  Asymptoten  einge- 
schlossen. Nach  dem  Vorgange  der  oben  angeführten  Betrachtung  ist  es 
auch  in  diesem  allgemeinen  Falle  leicht  zu  sehen,  wie  sich  die  Grenzkurve 
in  der  Bewegungsebene  gestaltet.  Für  gewisse  Werthe  der  Konstanten 
zerfallt  das  Gebiet  der  Bewegung  in  drei  Theile,  von  denen  zwei,  Ä 
und  jB,  die  Massenpunkte  m  und  /x  resp.  umschliessen  und  gegenseitig 
ausserhalb  einander  fallen,  wahrend  das  dritte,  C,  sich,  wie  im  vorigen 
Falle,  von  einer  rings  um  Ä  und  B  geschlossenen  Linie  nach  dem  Un- 
endlichen hin  erstreckt.  Je  nach  den  Umstanden  können  Ä  mit  B  und 
B  mit  dem  äusseren  Gebiete  C  zusammenfliessen. 
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Als  Resultat  dieser  an  anderer  Stelle^  nfther  außgeführten  Diskus« 
sion  können  wir  also  behaupten,  dass  solche  Werthe  der  Integrations- 
konstante  h  wirklich  beigelegt  werden  können,  dass  eine  stabile  Bewegung 
des  Punktes  P  sowohl  in  der  Nähe  von  m  als  in  der  Umgebung  von  /i 
möglich  wird«  Dies  ist  auch,  was  unserer  apriorischen  Vorstellung  van 
der  Sache  entspricht,  eine  Vorstellung  welche  ohne  Zweifel  in  unseren 
Erfahrungen  auf  dem  Gebiete  der  Celesten  Bewegungen  wurzelt. 

Die  Möglichkeit  der  vorhergehenden  Schlüsse  war  davon  abhängig, 
dass  die  Gleichung  (3)  in  jedem  Falle  nur  die  Koordinaten  eines  einzigen 
Punktes  enthielt.  Derselbe  Umstand  ermöglicht  nun  in  der  That  im 
folgenden  Specialfalle  des  Dreikörperproblems  eine  ähnliche  Grenzbestimm- 
ung. Wir  stellen  uns  ein  festes  Koordinatensystem  vor  und  nehmen  an, 
dass  die  Geschwindigkeit  eines  materiellen  Punktes  /i  in  einem  gewissen 
Augenblicke  längs  der  y-Axe  gerichtet  ist.  Wir  denken  uns  ferner  zwei 
andere  Punkte,  jeder  von  der  Masse  m,  deren  Lagen  und  Geschwindig- 
keiten in  demselben  Augenblicke  in  Bezug  auf  die  y-Axe  symmetrisch 
sind.  Es  ist  einleuchtend,  dass  diese  Bedingungen,  wenn  sie  in  einem 
gewissen  Momente  gelten,  auch  in  jedem  beliebigen  Augenblicke  der  Be- 
wegung bestehen  bleiben.  In  Folge  dessen  nimmt  die  Gleichung  der 
lebendigen  Kraft  des  Systèmes  die  folgende  Gestalt  an 

wo  man  mit  x,  y  die  Koordinaten  z.  B.  desjenigen,  der  beiden  symme- 
trisch gelegenen  Punkte,  P,  welcher  rechts^  von  der  y-Axe  ist,  mit  y^  die 
Koordinate  von  /i  und  mit  r  den  gegenseitigen  Abstand  von  P  und  /i  be- 
zeichnet hat.     Die  Gleichung  der  Grenzkurve  für  den  Punkt  P  wird  also 


2fi 

r 

+ 

m 

2X 

—  h  = 

0 

oder. 

wenn  man 

X 

_j_ 

r  cos  V 

setzt 

und  die  Bezeichnungen 

2fi 
h 

= 

((j 

m 
4^  " 

=  , 

*    Bihaog    tili    KoDgl.    Svenska    Vetcoskap-iakadciiiicns    handlingar/  B. 
13,  N°  I. 
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einführt, 

,.  =  «[1  +  ^4 

L  cost?J 

Diesâ  ist  die  Gleichung  einer  Konchoide,  welche  auf  ein  mit  dem  Pufikte 
/£  bewegliches  Koordinatensystem  bezogen  ist  Wenn  e  >  i  ist,  so  exi- 
stirt  nur  der  offene  Zweig,  welcher  rechts  von  der  y-Axe  liegt.  Hat 
man  ^  <  i,  so  giebt  es  auch  links  von  der  y-Axe  ein  geschlossener 
Zweig  mit  einer  Spitze  im  Origo.  Wir  briauchen  aber  den  letzteren 
nicht  zu  betrachten;  denn  bevor  der  Punkt  P  zu  der  linken  Seite  der 
y-Axe  übergeht  stösst  er  mit  dem  symmetrischeft  Punkte  auf  der  y-Axe 
selbst  Zusammen  und  wir  werden  die  Bewegung  nicht  länger  als  bis  zu 
einem  ôolchen  Momente  verfolgen.  Wie  es  leicht  zu  sehen  ist,  findet 
also  die  Bewegung  von  P  stets  innerhalb  desjenigen  Gebietes  der  Ebene 
statt,  welches  einerseits  von  der  y-Axe  und  anderseits  von  der  Konchoide 
eingeschränkt  ist.  Der  Punkt  kann  sich  mithin  zwar  unendlich  weit  von 
fi  entfernen  aber  nur  in  die  Richtung  der  y-Axe.  Man  könnte  diess  so. 
ausdrücken,  dass  die  Bewegung  in  der  Richtung  der  a;-Axe  stabil  wäre. 
Wenn  die  Anfangsbedingungen  im  Dreikörperprobleme  ganz  beliebig 
sind,  hat  man  von  der  Gleichung 

(8)  m  y    +  m'  (^)   +  m"  (^)  _-____.+  A  =  o 

auszugehen.     In  derselben  sind  ^  ,  -^ ,  -^  die  Geschwindigkeiten  der  drei 

Massen  m,  m\  m"\  r,  r',  r"  diejenigen  Seiten  des  von  denselben  gebildeten 
Dreiecks,  welche  m,  m',  w"  resp.  gegenüber  stehen;  schliesslich  haben  wir 


c'  =  2m  m 
c"  =  2  mm' 


gesetzt.     Wir  stellen  jetzt  die  Gleichung 

(9)  •  ■  l  +  ^  +  Ç--}^ 
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auf,  Avelche  nach  Einführung  von  der  Bezeichnung 

(10)  H'  =  h  —  -. 
auch  80  geschrieben  werden  kann 

(9')  ^  +  ^  =  F'. 

Wenn  H  positiv  ist,  bezeichnet  diese  Gleichung,  wie  im  Falle  von  der 
Anziehung  eines  Punktes  nach  zwei  festen  Centra,  eine  lemniskatenähn- 
liehe  Kurve,  welche  indessen  jetzt  einen  veränderlichen  Parameter  enthält 
und  auf  die  beweglichen  Punkte  m  und  m"  als  Anfangspunkte  der 
Koordinaten  bezogen  ist.  Setzen  wir  voraus,  dass  r' immer  zwischen  zwei 
endlichen  Grenzen  liegt,  kann  man  einen  so  grossen  Werth  von  A  wfthlen, 
dass  H  stets  positiv  bleibt.  Es  existirt  somit  immer  die  Kurve  (9')  und 
der  Gleichung  (8)  zufolge  muss  der  Punkt  w'  stets  innerhalb  derselben 
bleiben.  Die  Voraussetzung,  dass  r'  eine  obere  Grenze  hat,  kann  man 
aber  fallen  lassen,  indem,  für  grosse  Werthe  von  r',  W  das  Zeichen  von 
h  erhalt,  d.  h.  positiv  bleibt.  Wenn  indessen  r'  sehr  viel  anwachst^  muss 
die  Kurve  (9')  schliesslich  diejenige  ihrer  Formen  annehmen,  welche  in 
zwei  um  jeden  der  Punkte  m  und  m"  geschlossenen  Gebieten  besteht. 
Wenn  A  positiv  ist  und  wenn  m  und  m"  sich  unendlich  weit  von  einander 
entfernen,  so  muss  also  schliesslich  m'  in  der  Nahe  von  dem  einen  dieser 
beiden  Punkte  bleiben.     Ganz  allgemein  kOnnen  wir  also  sagen  dass,  wenn 

ist,  so  ist  die  Bewegung  von  m'  entweder  in  Bezug  auf  m  oder  in  Bezug 
auf  m"  stabil.  Für  die  Punkte  m  und  m"  kann  man  nun  ganz\ahnliche 
Betrachtungen  wie  für  m'  machen.  Durch  Zusammenstellung  demselben 
schliesst  man  dann  unmittelbar,  dass  die  drei  Punkte  stets  in  end^^^^^ 
Abstanden  von  einander  liegen  müssen,  so  lange  oder  sobald  die)  Be- 
ziehungen S 

(11)  A>î,         A>^,         A>^  1 
gleichzeitig  bestehen.  —  Diese  Betrachtungen  können  nun  in  verschiedenen 
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Weisen  variirt  w«rdcn.  An  der  Stelle  der  Bedingungen  (i  i)  konnte  man 
z.  B.  auch  die  folgenden 

'>;-~U)  -""  {-dt) 
^>?-'"  [dij-'^ydt) 

treten  lassen. 

Wenn  die  gegenseitigen  Lagen  der  drei  Punkte  so  beschaffen  sind, 
diiss  die  Gleichung  (9)  stattfindet,  so  ist  nach  (8)  die  Geschwindigkeit 
eines  jeden  derselben  gleich  Null.  In  einem  solchen  Augenblicke  machen 
ihre  Bewegungskurven  Spitzen;  es  ist  ja  in  der  That  einleuchtend,  dass 
jeder  Punkt  von  diesem  Augenblicke  an  in  demselben  Weg  zurückkehren 
wird,  welchen  er  vorher,  bis  zu  dem  fraglichen  Zeitmomente,  gefolgt  hat. 
Das  Integral  der  Flachen  giebt  uns  leicht  eine  Bedingung  für  die  Mög- 
lichkeit dieser  Art  von  Bewegung.  Wenn  die  Geschwindigkeit/cn  aller 
drei  Punkte  gleichzeitig  Null  werden,  so  kann  nÄmlich  dem  fraglichen 
Integrale  oder  der  Gleichung 

dt  dt  dt 

nur  in  dem  Falle  Genüge  geleistet  werden,  wenn  die  Konstante  der  Flüchen, 
*,  selbst  gleich  Null  ist.  Diess  ist  nun  eine  Bedingung,  welche  in  dem 
oben  angeführten  Specialfalle  des  Dreikörperproblems  stattfindet,  die  aber 
z.  B.  im  Sonnensysteme,  wo  alle  Bewegungen  in  derselben  Richtung  vor 
sich  gehen,  nicht  erfüllt  ist 

Wir  haben  bei  den  angeführten  Beispielen  alle  Bewegungen  als  in 
der  Ebene  stattfindend  angenommen.  Es  ist  aber  leicht  einzusehen, 
dass  diess  eine  unwesentliche  Beschränkung  war  und  dass  die  Schlüsse 
ebenso  leicht  in  drei  Dimensionen  gemacht  werden  können.  Die  auf- 
gestellten Grenzkurven  werden  dann  durch  solche  Grenzflächen  ersetzt, 
die  duroh  die  Drehung  der  vorigen  um  ihre  resp.  Symmetrieaxen  ent- 
stehen. Dafis  die  Schlüsse  ebenso  leicht*  für  andere  Attraktionsgesetze  als 
das  NEWTON'sche  gemacht  werden  können,  ist  auch  ohne  weiteres  klar. 

ArM  mnthêmniirn.     10.     Trnprlm«^  lo  11  Juin  1887.  IG 
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Bevor  wir  diese  Mittheil  ung  abschliesscn,  wollen  wir  noch  ein.  Paar 
Worte  über  die  Anwendung  der  angeführten  Betrachtungsweise  bei  einer 
speciellen  Aufgabe  der  Störungstheorie  zufügen,  nämlich  bei  der  Unter- 
suchung über  die  Existenz  der  s.  g.  Libration  in  der  Länge  eines  Pla- 
neten. Bekanntlich  wird  die  gestörte  mittlere  Länge,  Ci  eines  Planeten 
durch  Annäherungen  bestimmt,  derert  Grundlage  folgende  Gleichung 

(i  2)  '^^^  -=  —  Za,.  ,sin(/(r—  i'C  +  A,^,) 

bildet.  Hier  bedeutet  C .  die  mittlere  Länge  des  störenden  Planetep;  die 
Ai^i'  wie  die  ot^^.  sind  von,  den  Elementen  abhängige  Grössen,  von  welchen 
die  letzteren  .mit  der  störenden  Masse  multjplicirt  sind;,  i  upd  i\  nehmen 
die  Werthe  aller  ganzen  positiven  und  negativen  Zahlen  an.  Setzt  man 
die  störende  Masse  gleich  Null,  so  erhält,  man  ..... 

Ç  =  ni  +  c  ^    • 

Wo  n  und  c  die  elliptischen  Integrationskolistanteti  bezeiclinèn,  n  die  î)mîtt- 
lere  Bewegung))  lind  c  die  »mittlere  Epochenlänge».  Ebenso 'erfolgt  für 
den  störenden  Planeten 

^  =  n't  +  c\ 

Diese  beiden  Ausdrücke  werden  nun  als  Anfangswerthe  benutzt,  welche 
.man  in  der  rechten  Seite  von  (12)  einsetzt.     Man  erhält  so 

woraus  man  durch  directe .  Integration  als  erste  Annäherung.    . 

(13)  ■    r=  nt  +  c  +£^-^_^-sin(^^  +  ic^rc'  +  Ai),     •    ; 

.bekommt.  Die  zweite  Annäherung  erfolgt' durch  Einsiètzung  von.  eben 
diesem  Ausdrucke  und  dem  entsprechenden  für  C  in  (li),  «•  s.  w,!  Bei 
der  ersten  Annäherung  sintl  die  a, ,'  und  Af^i'  als  Konstanten  zu  betrachten. 
Wir  werden  sie  auch  hier,  wo  es  sich  nur  utn  ein  typisches  l^ispiel  hnnr 
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(lulty  aU  aûlcbe  Ansehen.  Im  allgemeinen  sind  sie  doch  veränderlich  und 
zwar  müssen  aus  dieser  Ursnclie  in  einer  beliebigen  Annäherung  statt  der 
Af^f  Ausdrücke  von  der  Form  ^<,i'f  +  A,*-  i"  ^c"  Argumenten  von  (12) 
auftreten,  wo  die  <T/ ,-.  kleine  von  den  Bewegungen  der  Apsiden  und  Knoten 
abhangige  Koefficienten  sind.  In  einer  neuen  Abhandlung^  über  eben  diese 
Fffdgenhat  Herr  Gylden  auf  diese  Verallgemeinerung  Rücksicht  genommen; 
Es  katm  nun  aber  bekanntlich  die  angeführte  Folge  der  Annäherungen 
divergent  werden.  Die  Ursache  hicvon  ist  der  Umstand,  dass  die  n  und 
n'  zwei  ganzen  Zahlen  ?J  und  }q  so  nahe  proportional  sind,  dass  die  ertt- 
sprechenden  Koefficienten  in  (13) 

sehr  grosse  Werthe  annehmen.  Wie  diese  Wirkung  der  kleinen  Divi- 
soren {i^ii  —  IqU')  durch  Vorhandensein  der  s.  g.  Libration  kompensirt 
werden  kann,  hat  Herr  Gylden  vor  längerer  Zeit  gezeigt  und  in  der  ei- 
tirten  Abhandlung  näher  auseinandergesetzt. 

Die  typische  Form  der  bezüglichen  Annäherungsmetode  könnte  in 
folgender  Weise  dargestellt  werden. 

Man  geht  von  der  nachstehenden  Gleichung 

;^)i'=-Za,,sin(/C-iV^+  W,.) 
aus.     Vorausgesetzt,  dass' 

ist,  Avö  P  nur  periodische  Glieder  enthält^  so  geht  dieselbe  in  die  folgende 


di^ 


=  —  Sa,'  j.  sin  {int  —  i'n't  +  ic  +  iP  +  J,^,) 


über.     Führt  man  hier  statt  P  eine  Grösse  V  ein,  welche  durch  folgende 
Gleichung  definirt  ist 

(44).    ■  -.27=  i^nt  —  «>7  +•  loC  +  ^P  .+  ^,^,,^, 


*   Untersuchungen  über  die  Convergenz  der  Reihen,  icelche  zur  Darstellung  der  Coor- 
flinaten  der  Planeten  angewendet  werden.     Acta  mathcmatica  9,  p.    185  —  294. 
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WO  /q  und  /i  eiücin  kritische«  Gliodc  entsprechen,  so  erhalt  man  zur  He- 
stimiriung  von  F  die  Gleichung 

(f  4')  ^  "^^  =  ~  Z.ioOii,f»\r\  {int  —  iVt  +  ic  +  iP  +  -^z,,)- 

Vernachlässigt  man  hier  alle  Glieder  ausser  demjenigen,  welches  den 
ganzen  Zahlen  %  und  ?i  entspricht,  so  erhält  man,  wenn  noch 

gesetzt  wird,  die  folgende  Gleichung 
'(15)  \i^.  =  — GcMnKcüsF, 

woraus  nach  eiinnaliger  Integration 

(16)  (:?0'=r'-.M..'K 

kommt.  Es  bedeutet  hier  y'^  die  Integrationskonstanle.  Diese  Gleichung 
bestimmt  V  als  eine  elliptische  Function  von  t  mit  dem  Modul 

k  =  \ 
r 

Je  nach  dem  Wert  he  von  Å;,  mithin  von  der  Integrationskonstante  y^  ist 
nun  die  Entwicklung  von   V  verschieden.     Wenn 

/•<  I 

ist,  so  enthalt  die  Entwicklung  von  F,  wie  in  (14)  vorausgesetzt  ist, 
wirklich  ein  sekulares  Glied,  dessen  von  k  abhangiger  Koefficient  dem 
Werthe  von  i^n  —  /^n'  gleich  sein  muss.  Von  den  Grössen  y  und  n  kann 
man  also  in  diesem  Falle  nach  Belieben  die  eine  oder  die  andere  als 
die  unabhängige  Konstante  ansehen.     Im  Falle  dagegen,  wo 

Ä:>  I 

ist,  kann  die  Entwicklung  von  V  nur  periodische  Glieder  enthalten. 
Nach  (14)  muss  also  die  Gleichung 

('7)        - 
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genau  erfüllt  sein.  Das  hierdurch  ausgesagte  Verhältniss  ist  eg,  was  man 
Libratiöh  nennt.  Die  mittlere  Bewegung  n  bleibt  also  in  diesem  Falle 
nicht  willkürlich,  sondern  muss  so  bestimmt  werden,  duss  zwischen  ti  und 
n'  eine  vollständige  Kommensurabilitat  herrscht.  Die  willkürliche  Kon- 
steinte  tritt  stattdem  in  dein  Koefficienten  eines  periodischen  Gliedes  aut 
Diese  Schlüsse,  welche  durch  Anwendung  bekannter  Reihenentwick- 
lungen der  elliptischen  Functionen  gefolgert  werden,  lassen  sich  nun  auch, 
durch  Anwendung  unserer  mehrerwahnten  Betrachtung  auf  die  Gleichung 
(i6),  ohne  weiteres  machen.  Bei  diesem  Verfahren  ist  man  auch  keines- 
wegs auf  die  beiden  Glieder  au  der  rechten  Seite  von  (i6)  beschränkt^ 
sondern  man  kann  aus  (14')  auf  einmal  alle  Glieder  mitnehmen,  welche 
nur  von  V  abhängen.  Auf  solche  Weise  tritt  an  die  Stelle  von  (16) 
eine  Gleichung 

dVV 


(•8)  (ïy=^''(^) 


wo  F{V)  ausser  der  Integrationskonstante  ein  Aggregat  von  periodischen 
Gliedern  enthalt. 

Es  sei   nun  F{V)  eine  beliebige  Function,  welche  so  beschaffen  ist, 
dass  die  Gleichung  .  . 

(19)  F{V)  =  o 

zwei  reelle  Wurzeln,  V^  und  F,  besitzt.  Es  wird  ferner  angenommen, 
dass  zwischen  diesen  Wurzeln  keine  dritte  Wurzel  liegt  und  dass  F{V) 
eine  positive  Grösse  ist.  für  Werthe  von  V  zwischen  V^  und  F, .  Wenn 
die  Anfangsbedingungen  so  beschaffen  sind,  dass,  für  <  =  o,  V  zwischen 
V^  und  V^  liegt,  so  folgt  aus  den  Voraussetzungen,  dass  V  für  immer 
zwischen  diesen  Grenzen  in  einem  Zustande  von  Libration  bleiben  muss, 
wenigstens  insofern  die  Gleichungen 

F(K.)  =  o,         F(F,)  =  o 

nicht  gleichzeitig  mit 

F(FJ  =  o,         F{V,)  =  o 

bestehen.     Denn   für   Werthe   von   F,  welche  unmittelbar  ausserhalb  den 
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Grenze»  V^  und  V^  Hcgcn^  würde  die  Function  i'X^)  ^^cg^Ative  Wcrthu 
anfeehraeD,  was  nach  (i8)  nicht  zulässig  ist  —  Wenn  dagegen  die  Gleichung 
(ig)  keine  reellen  Wurzeln  hat,  so  muss  ja  in  der  That  F  mit  *  entweder 
bestîSndig  wachsen  oder  beständig  abnehmen.  -^  In  dem  Falle,  dass >J^(F). 
gleich  einer  periodischen  Function  .  ■    ■  ^ 


,1  ...  .  .     .    /  •  Oy  +.ajCosF+  ......  .   .'.  ^. 

"''■'   /  :   /  '      .'     +/9;Sin7+  ...    '    •  '^ 

w»re,  ist  es  hmreichehd  die  Wurzeln,  welche  zwischen  o  und  2 ;r  fallen, 
zu' üntersüchetif.  Aus  der  Periodicitat  der  Function  F(F)  folgt  nusserdcm 
dass,  wenn  F^  eine  ztvischen  o  und  27c  liegende  Wurzel  der  Gleichung* 

F{V)  =  o 

ist,  zwischen  diesen  Grenzen  wenigstens  noch  eine  Wurzel  Fj  liegen 
lauss,  vorausgesetzt  das«  

-     l''{V,)>o    .  '  '' 

ist.  *         ' 

Mit  Anwendung  von  einem  durch  Herrn  Weikrstrass  gegebenen  Ver- 
fahren, ^  ist  es  leicht  zu  zeigen,  dass  fOr  den  Fall,  wo  die  Gleichung 
(19)  zwei  Wurzeln  F^  und  Fj  hat,  F  als  eine  periodische  Function  von 
i  darstellbar  ist. 

Angenommen,  (lass  V^  und  Fj  zwei  auf  einander  folgende  reelle  Wnr* 
zeln  der. Gleichung  ,    '      ■ 

■     ,•■     ■  F{V)^o      ,  ■  ■  ,  '■"••;•'•  ■•:'• 

sind,  dass  aber  ^{V)  für  diese  Werthe  nicht  versch-windet,  so  folgt/  das^ 

P{V)  =  {V-V,){V,-V)t\{V) 

ist,  wo  F^{V)  weder  für  die  Werthe  F^,  Fj  noch  für  die  dazwisdiea- 
liegenden  Werthe  von   F  Null  werden  kann.     Da  nun,  wenn  der  Anfangs- 


'  Sitzungsberichte    der    Akademie    der    Wissenschaften    zu   Berlin,  Fe- 
kNar   1866. 
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werth  von    V  zwischen    V^   und    F,    liegt,  nach  dem   Angeführten  folgt, 
dass  folgende  Relationen  immer  bestehen  müssen 

so  ist  man  berechtigt,  statt   V  eine  neue  Verllnderliche  v,  durch  die  fol- 
gende Gleichung  einzuführen: 

F=  a  +  ^cos?7. 


wo 


Man  erhiilt  nun 


und  anderseits 


V  4-  V  V  —  V 


so  dass  aus  (i8) 

(2o)  ('^;f^F,{<x  +  ßvo.v)  .V      , 

folgt.  Da  die  rechte  Seite  für  alle  Werthe  von  v  sicher  nie  Null  wird, 
so  muss,  dieser  Gleichung  gemäss,  t;  mit  t  entweder  bestandig  wachsen 
oder  beständig  abnehmen,  und  zwar  so,  dass  wenn  t  von  —  co  bis  +  oo 
übergeht,  v  zwischen  denselben  Grenzen  lauft.  Es  ist  also  sowohl -?;  eine 
eindeutige  Function  v(<)  von  /,  als  umgekehrt  t  eine  eindeutige  Func- 
tion t(^')  von  V. 
Es  ist  nun 

d^v_) I rft(t;  +  2r) 

dv  y  F^ («  +.  ß  cos  r)  dv 

V 

dv 


i^-M>  .    t(.)  -./--. -1" 

» 
fol  Jülich 


l2*  )  i{v  +  2r)  =  t(y)  +  2 


(Û 
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indem  210  eine  gewisse  Konstante  bezeichnet.     Hieraus  erhält  man 

V(/  +  2(o)  =  V(0  +  2r 

und  also 

ros[v(/  +  2û>)]  =  cosV(/). 

Man   sieht  also,  dass  cos  v,  und  somit  auch   F,  eine  periodische  Function 
von  t  ist  mit  der  Periode  2ä>.    Um  die  letztere  zu  bestimmen  setzen  wir 

in  (22) 

V  -=  TT. 

Dann  erhält  man 

t(r)  =  t(— ;r)  +  20; 

und  bedenkt  man  jetzt,  dass.  nach  (21) 

t(-x)  =  -t(r), 

80    folgt 

4,    V         r     dv  ?    dV 

./  v//^,(«+/9cosy)      j  s!F{V) 


r. 


Als  eine   überall  endliche   periodische  Function  von  <,  welche  ausserdem 
gerade  ist,  kann  cosi;  in  folgender  Weise  entwickelt  werden 

cost;  =  A^  +  -4jCosw  +  JjC()S2?/  +  •  •  •  > 

wo 

u  =  -t 

to 

ist.     Zur  Bestimmung   der  Koefficienten  haben  wir  Gleichungen  von  der 
Form 

(23)  7ri4„  =/'cosrcoswwrfw 
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oder,  da 

j         7t  dv 

du  = 


ist 


r  [nn     r  àv  n  d» 

=  /  cost; .  cos  I  —  /    ■ I .  

J  \   '"^    J  V*V«  +  yScosv)      yjF^ifi  +  /9co8r) 


v) 


Statt    dieser    Formel,  kann   man   auch   die  aus  (23)   durch  partielle 
Integration  abzuleitende 

-4-  =  —  /  sin  I  n  -  /    ._ . :  1  sin  vdv 

"""^  J         \      "^J  \F^{ri +  ß cos  v) 

0  1         0  -J 

benutzen.     Das  Integral 

r  dv 

J  y,iFXa  +  ßco9v) 
0 

kann  man  sich  in  folgender  Weise  bestimmt  denken.     Da  die  Function 


yJF^{a  +  ßcosv) 


eine  Oberall  endliche,  gerade,  und  periodische  Function  ist,  so  Iftsst  sich 
dieselbe  folgendermassen  entwickeln 

und  die  Koefficienten  sind  durch  die  Formel 


Tra, 


IT 

/cos  nv  , 

F^{a  +  ß  cos  v) 


bestimmt. 

Acta  mathemotifM,    10.    Imprimé  la  10  Jutn  1887.  17 
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Dieselben  kann  man  also  immer,  wenigstens  durch  mechanische  Qua- 
dratur, berechnen.     Hiernach  ergiebt  sich 

V 

J  yjF.ia +  ß  cos  V)  0      ^     ^  ^2  ^ 


Die  Koefficienten  Ä^  lassen  sich  sodann  bestimmen  entweder  durch 
mechanische  Quadratur  oder  auch  analytisch  mittels  Entwicklungen  nach 
Cylinderfunctionen. 
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ZUR  THEORIE  DER  KRÜMMEN  OBERFLACHEN 


VON 


E.  LIPSCHITZ 


in  BONN. 


Vor   einiger  Zeit  wurde  ich   veranlagst,   mich  mit  der   Frage   nach 
denjenigen    Oberflachen   zu    beschäftigen,   bei  welchen  die   Differenz   der 
Hauptkrümmungsradien  in  jedem  Punkte  denselben  Werth  hat.    Die  Me- 
thode zur  Behandlung  derartiger  Aufgaben,  welche  von  mir  in  den   C/w- 
fersuchungen  über  die  Bestimmung  von  Oberflächen  mit  vorgeschriebeneti,  die 
Jirämmungsverhaltnisse  betreffenden  Eigenschaften  (Sitzungsberichte  der 
berliner   Akademie  v.   14.  December   1882  und  8.  Februar  1883)  ent- 
-f?*^ickelt  ist,  giebt  für  die  erwähnte  Forderung  eine  angemessene.  Formu- 
J/x*Ling,  und  erlaubt,  alle  Oberflachen  aufzusuchen,  welche  dieser  Forderung 
tancS   ausserdem   noch   einer  gewissen   Beschrankung  genügen.     Die  recht- 
-^^ÎJTÈ  iligen  Coordinaten  eines  Punktes  einer  solchen  Oberflache  lassen  sich 
a:M.i't^       Hülfe    von    elliptischen    Integralen    als   Functionen  von  zwei  unab- 
/ia*x:»^^igen  Elementen  darstellen.     Nachdem  Herr  Hermite  die  Güte  gehabt 


die   Ausdrücke  in  den   Comptes  rendus  der  Pariser  Akademie  v. 
Februar   1887,  S.  418,*  mitzutheilen,  erlaube  ich  mir,  die  Ableitung 
folgen  zu  lassen. 

Wie  in  der  angeführten  Abhandlung  denkt  man  sich  in  jedem  Punkte 
u  betrachtenden  nicht  abwickelbaren  Oberflache  die  Normale  construirt, 
werden  die  rechtwinkligen  Coordinaten  5,  tj,  C  des  zu  der  Normale 
'enden  Punktes  einer  GAUSs'schen  Kugel   vermöge  der  Gleichungen 

f  =  cos  tf ,         îy  =  sin  tf  cos  f? ,     C=  sin  tf  sin  ^ 


^  Vgl.  Comptes  rendus  v.  21  Februar  1887,  8.  $34. 

^€f  m^Uhtmmtitm,  10.    Imprimé  U  10  Juin  18S7. 
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durch  die  unabhängigen  Polarcoordinaten  #  und  tp  ausgedrückt;  es  er- 
streckt sich  tf  von  o  bis  ;r,  ip  von  o  bis  27r.  Für  einen  Punkt  der 
Oberfläche,  dessen  rechtwinklige  Coordinaten  aJ,  y,  z  sind,  bezeichnen  p^ 
und  />„  die  Hauptkrûmmungsradien,  *und  wird  die  Lage  der  HauptkrOm- 
mungsrichtungen  durch  den  Stellungswinkel  a  bestimmt.  Zieht  man  durch 
den  Punkt  (a;,  y,  z)  eine  Parallele  zu  der  aî-Axe,  und  projicirt  jene  auf 
die  Tangentialebene,  so  bedeutet  a  den  Winkel,  welchen  die  betreffende 
Projection  mit  der  zu  p^  gehörenden  Hauptkrümmungsrichtung  bildet. 
Alsdann  werden  p^^  />j,  a  als  Functionen  der  Variabein  tf  und  (p  auf- 
gefasst,  und  die  a.  a.  0.  in  III  mit  (26)  bezeichnete  Gleichung 

(,)        »[A+/-.^-(A-^>--|  +  i^.,(^_  +p,^ij.,  -„.)e-«1 

in  welcher  %  =  y/—  i  ist,  enthalt  die  nothwendigen  und  hinreichenden  Be- 
dingungen dafür,  dass  eine  Oberfläche  existirt,  zu  welcher  die  Functionen 
Pv  Pv  ^  gehören.  Die  rechtwinkligen  Coordinaten  Xj  y^  z  eines  Punktes 
der  Oberfläche  ergeben  sich  hierauf  durch  die  Integration  der  a.  a,  0. 
in  III,  (27)  aufgestellten  Differentiale  dx^  dy,  dz  y  bei  welchen  die  Be- 
dingungen der  Integrabilität  in  Folge  der  befriedigten  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung erfüllt  sind.  Die  Ausdrücke  von  dXy  dy^  dz  lassen  sich 
nach  I,  (32)  der  Abhandlung  Untersuchungen  über  die  Bestimmung  von 
Oberflächen  mit  vorgeschriebenem  Ausdruck  des  Linearelements  (Sitzungs- 
berichte der  Berliner  Akademie  v.  10.  Mai  1883)  beziehungsweise 
als  die  reellen  Theile  der  folgenden  Verbindungen  darstellen, 

_gin  tf  ^^L±^  (ef^  +  isintf  rf^)  +  eiiZ^ 
(2)    (cosflcosf^  -f  isin^)(^^^  {d»  -f  t  sintfrfjr)  -f  ^^^c~''"(rf*— isinörf^)) , 

(costfsin^— tcosj2?)^^i-^(rf*  +  ismßdf>)  -f  ^p^e~'''(rf*— isintfrf^)) . 

Um  in  der  Gleichung  (i)  die  Bestandtheile  von  einander  zu  trennen, 
in    welchen    die    Summe,    und   diejenigen,   in   welchen  die  Differenz  der 
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HauptkrümmuDgsradien  vorkommt;,  kann  man  dieselbe,  nachdem  fAe  mit 
sintf  multiplicirt  ist,  in  die  folgende  Gestalt  bringen 

(3)  '  'JPjJlP^) sin 61  -  i îki^P^ sin» » 

8[(/>. -/>,)«'"' Bin' j>]  9[(/o.-/o,)a-»'-8iaM]  _ 

Demnach    liefert   die   Trennung   des  Reellen  und  Imagin&ren  die  beiden 
partiellen  Differentialgleichungen 


(4) 


/ 


^(Px  +^«)  ein  ff    =        ^t^P'  — />,)C08  2<y8in'^»]       3[(^,  — /?,)siü2<y8in*tf] 


^(/>».+  /^.)fl;j^a^  ^        ^[(/>»  -/>,)co82<yflin'<»]        9[(/?^  >-/>,) sin 2 <y sin' (»] 


a*  a<y  sin*a(^ 


Da  die  nach  û  und  ^  genommenen  partiellen  Differentialquotienten  der 
jSumme  (/>j  +  />,)  durch  die  partiellen  Differentialquotienten  der-  Ver- 
2>indungen  {p^  — />j)cos  2a  und  [p^  — P^^^^  2^  ausgedrückt  sind,  so  leuch- 
t^t  ein,  dass,  wenn  zu  der  Bestimmung  einer  Oberflache  nur  die  beiden 
J^£ztçren  als  Functionen  von  ê  und  ^  gegeben  sind,  die  für  die  Existenz 
d^'MT  Oberfläche  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  in  einer  einzigen, 
xa  t»  ^cr  reelle  Grössen  enthaltenden  partiellen  Differentialgleichung  der  zweiten 
Inung  besteht,  welche  feststellt,  dass  für  das  aus  (4)  abzuleitende  Diffe- 
-^^ial  der  Summe  (/>j  +  />«)  die  Bedingung  der  Integrabilitat  erfüllt  ist. 
denjenigen  Oberflachen,  in  welchen  die  Differenz  {p^  — p^  constant 
und  die  gegenwartig  ins  Auge  gefasst  werden  sollen,  wird  durch  die 
*^Kben  erwähnte  partielle  Differentialgleichung  angegeben,  in  welcher 
.angigkeit  der  Stell  ungs  winkel  a  von  den  Variabein  ê  und  f  stehen 
,  und  sobald  diese  partielle  Differentialgleichung  erfüllt  ist,  erhalt 
zuerst  {p^  +  p^  und  darauf  rc,  y,  Zy  die  rechtwinkligen  Coordinaten 
^^^'"^^  ^^  Punktes  der  Oberflache,  durch  die  Integration  vollständiger  Diffe- 
t^^-*^»ale. 

Ich  suche  jetzt  die  Oberflachen  zu  ermitteln,  für  welche  die  Diffe- 
<^^^^        (/>!  — />,)    constant  ist,  ferner  der  Stellungswinkel  a  nicht  von  der 
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Variable  ip  und  nur  von  der  Variable  #  abhangt.     Dann  gehen  die  par- 
tiellen Differentialgleichungen  (4)  in  die  folgenden  übet 


(5) 


^(i^i  +  P^  ^ L_-  ^[^i^i  — />,)8in2<T8in'i! 


"bip  sind  a# 

^(i^i  +/^»)  _  Ï      ^[(j^i  — />,)co8  2(y8inN 


9*  sin'd  ad 


und  die  Bedingung  der  Integrabilitftt  für  das  Differential  d{^p^  +  />,)  be- 
steht in  der  folgenden  gewöhnlichen  Differentialgleichung  der  zweiten 
Ordnung,  welche  die  Abhängigkeit  des  Stellungswinkels  a  von  der  Va- 
riable #  charakterisirt 

/    I      å  [(^j  —  p^  sin  2<T  sin*  d]\ 

(ö)  dd =  ^- 

Die  Grösse  (/>j  — p^  bildet,  da  sie  constant  ist,  einen  fortzulassenden  Factor. 
Mit  Hülfe  von  zwei  willkürlichen  Constanten  2Jl  und  ß  ergiebt  sich  sofort 
die  vollständige  Integration 

I      d(sin2<r8in'd) 


(7) 


=  — 3Ä, 


sin  »  d» 

sin  aö-sin^d  =  ß  +  SRcosd. 


Hieraus  folgt,  indem 

(8)  sin*  d  _  (ß  +  3ÏÎ  cos  *)'  =  F(cos  *) 

gesetzt  wird 

(9)  cos  2^  Sin^  d  =   y//^(C08*j. 

Wegen  der  Gleichungen  (5)  erhält  die  Summe  [p^  +  p^  den  Ausdruck 
/     \  r       *        /  \/     rd(cos2^8in'*)     d*      ,    cm    \ 

(10)  />.+/>,  =  (/>.  -  ^,)(^ j  -^-5^1 S5^  +  2«f=.  j, 

WO  bei  der  auszuführenden  Integration  eine  additive  willkürliche  Con- 
stante hinzukommt.  Indem  man  über  diese  so  wie  über  die  schon  ein- 
geführten Constanten  SR  und  ß  auf  alle  zulässigen  Arten  verfügt,  wird 
die  Gesammtheit  der  Oberflächen,  welche  den  aufgestellten  Forderungen 
entsprechen,  erschöpft. 
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Das  in   (lo)  vorkoinniende  Integral   kann   durch   theilweise  Integra* 
ti«n  so  umgeformt  werden 


/.,^  r^iooa 2a sin* &)  d( cos 9)  ,         / 

(I  Ij  I  -^^, ITs '        '    iJä     =  cos  2(7+   2    I 

J        d{oosÖ)  8m'#  '        / 


cos  20--; — Tidß 

Bin  a 


8in'#       •        /      8m'# 


Vermöge    dessen    bekommen    die   Differentiale  der  rechtwinkligen  Coordi- 
naten  oj,  y,  z  eines  Punktes  der  Oberflache  beziehungsweise  die  Ausdrücke 


(12) 


2 


yj  -ài^  """^^^^  +   Bin'»   +  ^f>  )  «•"  ^^^ 


')' 


+  («  +  3»C06#)rff 


d'y  = 


—  PiHEi 


+ 


2  +  SWcosÄ» 


/     /VF(co8*)        ...   ,   2y,lF{coa»)  ,   cm   \       ^ 

} 


sin**  ^ 

g  +  ^cosé^ 

sin** 


r_/  /Vy(co8») 

L      V""^/      sin** 


cosâdô  +  3Kf5>  j  sinf^ 


costfoos^  I  sintfcf^L 


2 


|[(=/^-'-*'«+^'-'+»^)-*""^- 


2  +  îKcos* 


sin** 


■cos 


^J  d»  +  [(^/^^S^'"^'*^*  +  ^*^  ^  "^'^ 


'*^— «''^  +  3»f>Y 


g  +  Tocos* 
sü^^* 


cos*  sin  c> 


8in*rffp 


Durch  die  Integration  wird  ausser  dem  auf  der  rechten  Seite  von  (ii) 
erscheinenden  elliptischen  Integrale  noch  ein  zweites  eingeführt;  der  Kurze 
halber  will  ich  dieselben  so  bezeichnen 


/      Sin**  '  J      sm'* 
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Auf  diese  Weise  entstehen  für  x^  yj  z  die  Darstellungen 

X  =  ^^^  [(2P  +  2Jl^)  cos*  —  2Ç  +  2^] 

2co8*  +  3K 


(14) 


-Sin  j^ 


) 


und  />j,  p^j  a  sind  durch  die  Gleichungen  bestimmt 

(15) 


sin2<T8in'i9  =  S  +  3)1  cos* 
C08  2ö'sin^*  =  sl¥{ç,o%if) 


Die  beiden  mit  P  und  Q  bezeichneten  Integrale  unterscheiden  sich 
insofern  von  einander,  als  für  die  besondern  Werthe  der  Constanten  ß  =  o, 
3K  ^  o  und  ß  ^  o,  3R  =  o  das  erstcre  die  Eigenschaft,  ein  elliptisches  In- 
tegral zu  sein,  verliert,  wahrend  das  zweite  dieselbe  beibehält. 

Bei  der  Voraussetzung,  dass  ß  und  3Ä  gleichzeitig  verschwinden,  wird 

F(coB*)  =  sin**, 
mithin 

P  =  /  ^rf*  =  logsin*  +  %, 

J  sm*  ^  . 

«=/iê^      =logtg->  +  5P, 
und  daher  nehmen  Xy  y^  z  die  Gestalt  an 

^  =  (A  -/>,)((Iogsin*  +  %\)  cos*  -  logtg^— 35) 

^  ^  ^^  y  =  {pi—  />2)(log  sin  *  +  ?l)  sin  *  cos  (p 

z  =  (/>,  — />,)(logsin*  +  ?ï)sîn*sinjr. 

Hier  ist  die  betrejBFende  Oberfläche  eine  Rotationsfläche. 

Bonn  d.  4.  April   1887. 
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BEWEIS  EINES  SATZES 
AUS  DER  THEORIE  DER  SUBSTITUTIONEN 

VON 

E.   LIPSCHITZ 

in  BONN. 

In  der  Abhandlung  Sur  la  théorie  des  formes  quadratiques  ternaires 
indéfinies  (Journal  für  Mathematik,  Bd.  47,  S.  312)  hat  Herr  Her- 
MiTE  den  Satz  ausgesprochen,  dass,  wenn  eine  Substitution  dreier  Va- 
riabein nach  /i-facher  Wiederholung  die  identische  Substitution  hervor- 
bringt, die  zu  der  Substitution  gehörende  mit  einer  unbestimmten  Grösse 
s  gebildete  charakteristische  Determinante  nur  für  solche  Werthe  von  s 
verschwinden  kann,  die  gleich  /i**"  Wurzeln  der  Einheit  sind.  Dieser 
Satz  ist  von  Herrn  Camille  Jordan  in  dem  Mémoire  sur  les  équations 
différentielles  linéaires  à  intégrale  algébrique  (Journal  fur  Mathematik, 
Bd.  84,  S.  112)  in  der  folgenden  Weise  auf  Substitutionen  von  beliebig 
vielen  Variabein  ausgedehnt  worden.     Jede  Substitution  von  n  Variabein 


(0 


a;»  =  anVi  +  «My»  +  •  •  •  4-  «t«»« 


welche  nach  /t-facher   Wiederholung  die  identische  Substitution  erzeugt, 
kann  in  die  kanonische  Gestalt 

(2)  t,  =  o»,«*,,         /,  =  a>,M,,     .  .  .  ,     /,  ==  û>„«, 

4tf  mtlUMaHe:    10.    Imprimé  le  t  Jatn  1887.  lg 
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gebracht  werden,  wo  die  saramtlichen  Constanten  û)i,  û),,  ...,  a>„  jx^ 
Wurzeln  der  Einheit  sind,  unter  denen  mehrere  einander  gleich  oder  auch 
alle  von  einander  verschieden  sein  können.  Den  bei  der  Verwandlung 
von  (i)  in  die  kanonische  Gestalt  anzuwendenden  Transformationen  ent- 
sprechen solche  Transformationen  der  zu  (i)  gehörenden  bilinearen  Form 

(3)  («11^1  +  •  •  •  +  «l»y«)^l  +  •  .  .  +  Kl^l  +  . . .  +  «„ny«)^n, 
durch  welche  die  bilineare  Form 

(4)  ^L^i  +  2/2^2  +  ..•  +  y«^« 

in  sich  selbst  übergeht.  Wenn  für  die  Variabein  y^y^y  -.jyn  dîe  Sub- 
stitution 


(5) 


^2   =  ^21^1  +  ^22«^2   +   •  •  •    +  9<tn^n 


Vn  =  5^«1«^1   +  ffn^U^  +   •  .  •   +  ffm^n 


benutzt  wird,  und  man  das  zu  g,^  gehörende,  durch  die  von  Null  ver- 
schiedene Determinante  l^^^j  dividirte  adjungirte  Element  mit  G,^^  be- 
zeichnet, so  muss  fttr  die  Variabein  jSf^  die  Substitution  gebraucht  werden 


(6) 


2,  =  G^iWi  +  G^^Wi  4-  •  •  •  +  Gt^w, 
^«  =  G„iWi  +  Ö„M7,  +  . . .  +  G^,w„ 


damit  die  vorgeschriebene  Gleichung 

(7)         yi^i  +Viii  +  "'  +  y^Zn  =  «iWi  +  «,«>,  +  . . .  +  «,«?„ 

entsteht.     Bildet  man  dagegen  die  Gleichung 
(8)  (a„y,  +  . . .  +  o,„2/,)^i   +  •  •  •  +  («nt«/i  +  • .  •  +  «.«y,)«, 

=  (c,iM,  +  . .  .  +  Cu?Owi  +  . .  •  +  (c.iW,  +  . . .  +  c„u.)w„ 
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80  leuchtet  ein,  dass  die'  mit  der  rechten  Seite  correspohdirende  Substi- 
tution 


(9) 


*n  =  C»lWl   +   Cn%U^  +    .  .  .    +  C,^K 


hervorgebracht    wird,    indem    man    zuerst    die   zu    (5)  gehörende  inverse 
Substitution 

il  =  OnX,  +  Gjix,  +  . . .  +  G,,x^ 


(10) 


in   =    Ö^ln^l  +    Gu^i   +    •  •  •   +    (^nn^nf 


hierauf  (i)  und  zuletzt  (5)  anwendet.  Unter  der  Voraussetzung  des  von 
Herrn  Camille  Jordan  herrtthrenden  Satzes  muss  die  Substitution  (5) 
so  eingerichtet  sein,  dass  (9)  die  Gestalt  von  (2)  annimmt.  Da  nun  (2) 
nach  /i-facher  Wiederholung  unzweifelhaft  die  identische  Substitution 
liefert,  so  erkennt  man  leicht,  dass,  wenn  eine  Substitution  (i)  in  die  ka- 
nonische Gestalt  (2)  gebracht  werden  kann,  auch  umgekehrt  (i)  die  Eigen- 
schaft haben  muss,  nach  /i-facher  Wiederholung  die  identische  Substitu- 
tion  zu  erzeugen.  Mithin  folgt  aus  dem  angeführten  Satze  des  Herrn  Ca- 
mille Jordan,  dass  eine  Substitution  (2)  die  genannte  Eigenschaft  hat 
oder  nicht  hat,  je  nachdem  sie  in  die  kanonische  Gestalt  (2)  verwandelt 
werden  kann  oder  nicht. 

Die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafür,  dass  eine 
Substitution  (i)  nach  /i- fâcher  Wiederholung  die  identische  Substitution 
erzeuge,  können  auf  verschiedene  Weise  ausgedrückt  werden.  Zu  der 
Substitution  (2)  gehört  die  mit  einer  unbestimmten  Grösse  $  gebildete 
charakteristische  Determinante 

(û>i  —  s)(û>3  —  s) ...  (û>,  —  5), 

und  dieselbe  ist  ausserdem  so  beschaffen,  dass  alle  ihre  Elementartheiler 
von  der  ersten  Ordnung  sind,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  dass 
der  grösste  gemeinsame  Theiler  aller  partiellen  Determinanten  der  (n — i)**" 
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Ordnung,  durch  die  Determinante  dividirt,  einen  Bruch  liefert,  dessen 
Zähler  constant  ist,  und  dessen  Nenner  nur  verschiedene  linçare  Functionen 
von  s  als  Factoren  enthält.  Sobald  eine  Substitution  (i)  in  die  kano- 
nische Form  (2)  gebracht  werden  kann,  verwandelt  sich  die  mittelst  der 
unbestimmten  Grösse  s  aus  (3)  und  (4)  gebildete  bilineare  Form 

(l  0         («11^1   +•••+   «in^n)^!    +..'+    Klî/l    +.-.+   (innyn)^n  "  «(«^i^i    +..•+  Pn^n) 

durch  die  Substitutionen  (5)  und  (6)  in  die  bilineare  Form 
(12)  (o.u^w,  +  . . .  +  (o^u^Wn  —  siu^w^  +  . .  .  +  u^w^, 

Weshalb  die  zu  (11)  gehörende  Determinante 


(13) 


«11  —  Sj     «] 


12 


*in 


♦31 


'n\ 


*n2 


ebenfalls  die  angeführten  Eigenschaften  der  obigen  Determinante 

(û>i  —  s){a}^  —  s)...{a}^  —  s) 

besitzt.  Auch  folgt  unmittelbar  aus  den  Principien  der  Abhandlung,  in 
welcher  Herr  Weierstrass  den  Begriff  der  Elementartheiler  eingeführt 
hat,  Zur  Theorie  der  büinearen  und  quadratischen  Formeny  (Monatsbericht 
der  Berliner  Akademie  v.  18  Mai  1868,  S.  314),  dass,  wenn  die  be* 
zeichneten  Determinanten  in  ihren  Elementartheilern  übereinstimmen,  die 
bilineare  Form  (11)  in  die  Form  (12)  transformirt  werden  kann.  Hier- 
nach ist  es  gestattet,  die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen 
dafür,  dass  die  Substitution  (i)  nach  //-fâcher  Wiederholung  die  identische 
Substitution  liefert,  so  auszusprechen,  dass  die  Determinante  (13)  nur  für 
solche  Werthe  von  s,  die  /i**  Wurzeln  der  Einheit  sind,  verschwinde,  und 
dass  ihre  sämmtlichen  Elementartheiler  von  der  ersten  Ordnung  seien/ 
Der  zweiten  Bedingung  kann  man  nach  einer  oben  gemachten  Bemerkung 

*  S.  H.  Minkowski,  Über  den  arithmetischen  Begriff  der  Äequivalenz  und  über  die 
endlichen  Gruppen  linearer  ganzzahliger  Substitutionen,  Journal  ftlr  Mathematik,  Bd, 
100,  S.  450, 
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auch  den  Ausdruck  geben»  däss  der  grösste  gemeinsame  Theiler  der 
sämmtlichen  partiellen  Determinanten  der  (n — i)**'"  Ordnung,  durch  die 
Determinante  dividirt,  gleich  einem  Bruche  wird,  dessen  Zähler  constant 
und  dessen  Nenner  gleich  einem  Product  aus  linearen  Functionen  von  s 
ist,  die  alle  unter  einander  verschieden  sind. 

Die  Kriterien  für  die  in  Rede  stehende  Eigenschaft  einer  Substitution 
von  n  Variabein  lassen  sich,  wie  ich  jetzt  zeigen  werde,  in  der  zuletzt 
erwähnten  Fassung  durch  sehr  einfache  Betrachtungen  zur  Evidenz  bringen, 
bei  denen  von  der  Zerlegung  der  rationalen  ganzen  Functionen  einer  Ver- 
änderlichen in  Factoren  des  ersten  Grades  kein  Gebrauch  gemacht  wird. 

Es  möge  eine  gegebene  Substitution  (i)  in  /i-facher  Wiederholung 
zur  Anwendung  kommen,  indem  man  die  nach  einander  einzuführenden 
Systeme  von  je  n  Variabein  mit  x^^  y^,  y?^  ...,  ^/^  bezeichnet.  Als- 
dann ergiebt  das  System  (i)  mit  Benutzung  einer  unbestimmten  Grösse 
s  das  System  von  Gleichungen 


(M) 


^i  —  syi  =  a^^y^  +  o„y,  +  . . .  +  a„y,  —  sy^ 


n^n  —  syn  =  «M^i  +  a^Vi  +  •  .  .  +  a«,y.  —  »y«, 


und  ebenso  entsteht  nach  einander  eine  Reibe  von  Systemen,  dessen  erstes 
ich  hinschreibe 


(^5) 


y,  —  «/.'>  =  a.,y.'>  +  a,,i/-r  +  •■•  +  «1»/,"  -  SÄ*." 


y.  -  si^T  =  «,.y,"  +  a.,^'  +  . . .  +  a,,y?  -  «/,*'. 


Wenn  man  nun  das  System  (15)  mit  s,  die  auf  dasselbe  folgenden  bezie- 
hungsweise mit  $*,  s',  . . . ,  5^~*  multiplicirt,  alle  addirt,  und  die  Ab- 
kürzung 


(16) 


7*  =  y»  +  «yi''  +  . . .  +  «"-'yi"' 
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einfahrt,  so  erhalt  man  das  System  von  Gleichungen 


(•7) 


^n  —  ^Fn      =  O.l'îl   +    »n^Vt   +    •  •  •   +   «nnV»  —  »TQn- 


Ich  mache  jetzt  die  Voraussetzung,  dass  die  Substitution  (i)  nach  )U-facher 
Wiederholung  die  identische  Substitution  erzeuge,  oder,  dass,  in  den  ein- 
gefahrten  Bezeichnungen,  die  Gleichungen 


(18)  yl'"  =  a;„     .  .  . 

gelten.     Dadurch  wird  aus  (17)  das  System 


yi"'  =  X, 


(19) 


(i  —sr)x^  =  (a„  —  s)îy,  +  a„jy,  +  . .  .  + 


«i.?» 


(i  —  s")a;,  =  «,„5y,  +  «„17,  +  •  •  •  +  («.»  —  s)î?» 


Weil  nun  die  n  Verbindungen  ly*  nach  (16)  gleich  homogenen  linearen 
Functionen  der  Variabein  y^,  y,,  . .  . ,  y,  sind,  Avelche  folgendermassen 
ausgedrückt  werden  sollen, 


(20) 


3?*  =  ÇhiVi  +  q^Vi  +  . . .  +  q^nUnj 


so  kann  durch  das  System  (19)  für  jeden  Werth  von  5,  welcher  den  Aus- 
druck (5'* —  i)  nicht  zum  Verschwinden  bringt,  nur  diejenige  Abhängig- 
keit der  Variabein  x^^  x^j  ...,  x^  von  den  Variabein  y,,  y,,  ..•,  y^ 
dargestellt  werden,  welche  ursprünglich  in  (i)  ausgedrückt  ist;  oder,  wenn 
jede  der  Gleichungen  in  (iç)  durch  (i  — s^)  dividirt  wird,  so  müssen  die 
auf  der  rechten  Seite  befindlichen  homogenen  linearen  Functionen  von 
y  19  y ^7  •••>  Vn  respective  mit  denjenigen  identisch  sein,  die  in  (i)  auf- 
treten. Wenn  man  daher  die  in  (13)  dargestellte  Determinante  mit  ^(5), 
die  zu  dem  System  (20)  gehörende  Determinante  |  g^  |  mit  €l[s),  die  zu 
der  Substitution  (i)  gehörende  \a^\  mit  Ä  bezeichnet,  so  folgt  aus  der 
hervorgehobenen  Übereinstimmung  zwischen   (i)  und  (19)  die  Gleichung 


(ao') 


^(1  —  ^Y  =  ^(s)(a(s). 
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Die  Determinante  A  muas  wegen  der  Gleichungen  (i8)  so  beschaffen 
sein,  dass 

(21)  A'  =  I 

igt.  Die  Gleichung  (20')  zeigt,  dasB  S{8)  nur  für  solche  Werthe  von  $ 
verschwinden  kann,  die  /n^*  Wurzeln  der  Einheit  sind,  wie  behauptet  war^ 
und  giebt  gleichzeitig  an,  wie  die  Determinante  &{$)  durch  S{8)  be- 
stimmt wird. 

Wenn  man  annimmt,  dass  die  Determinante  S{8)  so  gebildet  werde, 
als  ob  die  Elemente  a^^  von  einander  unabhängig  wären,  so  kann  man 
die  zu  (13)  gehörenden  partiellen  Determinanten  der  (n —  r)**"  Ordnung 
als  partielle  Differentialquotienten  von  S{s)  nach  den  a^  darstellen,  und 
erhält  aus  (19)  durch  Auflösung  für  die  Verbindungen  yj^y  i^,,  •  <. . ,  ij^ 
die  Ausdrucke 

dan  "Bau  aa, 


(22) 


8(,) 


=1— (i— s^) 


— Xi   +  — «2  +   .  .  .   +  -T ^m 

Vn  =  — — ; s(i) — ; ^'  ~ 


Nach  (16)  sind  die  tjj^  gleich  homogenen  linearen  Functionen  der  Va- 
riabein yi,  yj,  . .  .  >  y«,  deren  Coefficienten  ganze  Functionen  der  un- 
bestimmten Grösse  s  sind;  sie  verwandeln  sich  durch  Anwendung  von 
(i)  in  homogene  lineare  Functionen  von  Xi^  a?„  . . . ,  x^y  deren  Coeffi- 
cienten ebenfalls  ganze  Functionen  von  8  sind.  Diese  Coefficienten  finden 
sich  auf  der  rechten  Seite  von  (22)  individuell  dargestellt.  Mithin  muss 
jeder  der  n'  Ausdrücke 

gleich  einer  ganzen  Function  von  8  sein.  Es  hat  daher  der  grösste  ge- 
meinsame Theiler  der  zu  S{8)  gehörenden  partiellen  Determinanten  der 
(n — !)*•»    Ordnung    die    Eigenschaft,    durch   S{8)  dividirt,  und  mit  der 
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Function  (i  — s^),  die  nur  ungleiche  Factoreri  enthält,  tnultîplicirt,  gleich 
einer  ganzen  Function  von  s  zu  sein,  womit  der  zweite  Theil  der  Be- 
hauptung bewiesen  ist. 

Wenn  umgekehrt  eine  Substitution  (i)  so  beschaffen  ist,  dass  die  zu 
derselben  gehörende  Determinante  S{s)  die  so  eben  erwähnten  Eigen- 
schaften besitzt,  so  lassen  sich  mit  n  unbeschränkt  veränderlichen  Ele- 
menten Xu  a?2,  ...,  a?n>  ^  Ausdrucke  bilden,  wie  sie  sich  auf  der  rechten 
Seite  von  (22)  befinden,  und  dieselben  sind  nach  den  getroffenen  Vor- 
aussetzungen ganze  Functionen  der  unbestimmten  Grösse  8yom{n — i)**° 
Grade.  Dieselben  mögen  nach  den  Potenzen  von  s  entwickelt,  und  wie  ^ 
in  (16)  bezeichnet  werden.  Dann  folgt  aus  (22)  das  System  (19),  und 
wenn  hier  die  Ausdrücke  (16)  der  rj^  eingesetzt  werden,  so  erkennt  man, 
dass  wegen  der  Unbestimmtheit  der  Grösse  s  das  System  (i)  oder  (14), 
hierauf  (15)  gelten  muss,  und  alle  darauf  folgenden  beschriebenen.  Sy- 
steme gelten  müssen,  und^dass  als  letztes  das  System  (18)  besteht.  Diese 
Erscheinungen  drücken  aber  aus,  dass  (i)  nach  /u-facher  "Wiederholung 
die  identische  Substitution  hervorbringt.  Hiermit  ist  der  Nachweis  vollen- 
det, dass  die  aufgestellten  Bedingungen  nothwendig  und  hinreichend  sind. 

Bonn  d.  4.  April   1887. 


>r 
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DIE  MINIMALFLACHEN 

MIT  EINEM 

SYSTEM  SPHÄRISCHER  KRÜMMÜNGSLINIEN 

VON 

HERMANN  DOBRINEE 

In  FRANKFURT  a.   M. 

In  engem  Anschluss  an  die  in  meiner  letzten  Abhandlung  *  be- 
nutzten Methoden  lasst  sieh  auch  die  Frage  nach  den  Minimalflachen  er- 
ledigen, die  ein  System  sphärischer  Krüinmungslinien  besitzen.  Diese 
reprasentiren  in  gewissem  Sinne  nur  einen  Grenzfall  der  entsprechenden 
Flächen  constanter  Krümmung,  und  man  hatte  an  den  Entwickelungen 
der  citirten  Abhandlung  verhaltnissmässig  nur  geringe  Veränderungen  vor- 
zunehmen^  um  auch  für  die  neuen  Flächen  die  constituirenden  Glei- 
chungen zu  finden.  Indessen  gelangt  man  zu  denselben  schneller  und 
erhalt  sie  auch  sofort  in  ihrer  einfachsten  Gestalt,  wenn  man  sich,  statt 
auf  die  Gleichungen  (5)  zurückzugehn,  der  WEiERSTRASS*schen  Formeln 
bedient.  Die  Anwendung  derselben  ist  in  diesem  Falle  ermöglicht,  wenn 
man  die  Krümmungsradien  in  ihrer  Abhängigkeit  von  den  Parametern 
der  Krümmungslinien  kennt.  Ich  werde  daher  der  Kürze  wegen  den 
Gang,  der  zu  den  Ausdrücken  für  die  Krümmungsradien  führt,  nur  an- 
deuten, dann  mit  Hilfe  der  WEiERSTRASs'schen  Formeln  die  Gleichungen 
der  Fläche  aufstellen  und  erst  am  Schluss  die  Gleic'hung  der  Kugel  geben, 
auf  welcher  die  Krümmungslinie  v  =  Const,  liegt. 


*   Dieses  Journal  Bd.  9,  p.  73 — 104. 

Atta  mathemollea.    10.    Imprimé  le  16  Juin  1887.  19 
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Die  Bedingung  p^  =  —  P^=  P  hat  die  Relationen 

zur  Folge,  welche  man  an  Stelle  des  Gleîchungssystems  (9)  der  weitern 
Untersuchung  zu  Grunde  zu  legen  hat  Man  findet  dann  zunächst  die 
'Gleichungen  (14)  wiederum  in  ihrer  alten  Gestalt,  für  ücos^  eine  im 
Vergleich  mit  (15)  complicirte  Formel,  und  schliesslich  für  g^  und  g, 
Differentialgleichungen,  die  ihrer  Form  nach  nicht  mit  (20)  sondern  mit 
(25)  zusammenfallen;  dies  kennzeichnet  das  vorliegende  Problem  zu  einem 
Grenzfall  des  frühem.     Ersetzt  man  in  (25) 

jPj     durch     ig^y        p^     durch     q^     und     u     durch     iv, 

so  erhalt  man  die  Gleichungen  für  g^  und  g^.  Ihre  expliciten  Aus- 
drücke in  V  gehn  durch  dieselben  Vertauschungen  aus  (33)  hervor,  mit- 
hin ist  auch  das  System  der  {,  m,  n  wesentlich  identisch  mit  dem  der 
Åy  /I,  V.  Bezeichnen  A',  /i',  v'  die  Ausdrücke,  in  welche  A, /i,  v  übergehn, 
wenn  man  in  (49)  tt  durch  iv  ersetzt,  so  ist 

'a  =  /i;,         Wa=^v;,         n;k  =  ^i.  (A.i,«.») 

Hinsichtlich  der  Quantitäten  p^   und  jp,,  sowie  überhaupt  hinsichtlich  aller 
von   dem   Parameter  u  abhängigen  Grössen  behalten   die  frühem  Resul- 
tate unverändert  Geltung. 
Nun  war  (p.   102) 

und  darin  (p.   103) 

wenn   für  den  Factor  -~  sein  Werth   aus  (30)  gesetzt  wird.     Mithin  ist 

\P=^  p  =  —  yw~  ' 
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Die  drei  Summen  ST*  lassen  sich  mit  Hilfe  der  Thetaformel:  ^ 

2S  ^=^  X  +  y  +  z  (*-i,2,»> 

durch  je   ein   Thetaprodukt   wiedergeben,   so   dass   man  für  yjp  den  ein- 
fachen Ausdruck': 


(a)         >IP 


»Ma)      e''^„(g  +  a)g..(g.  -  a)  +  e-^d^C^r-  a) *.,(*.  +  a) 


V»(?„(2a) 
erh&It,  wenn  man  abkürzend 


a  = 


(b) 


setzt. 


*„(ff)*..(«r.) 


tt,  +  t>,  yjs    «  +  t» 

2       *i;*"~2    ' 


»,  —  »,  yJB    U  —  iv 

^         2  W^'        2 


Benutzt  man  ferner  die  Bezeichnungen 


(c) 

und  setzt 

so  wird 


r  =       «j  +  Vj  = 


*i.(a) 
*H(a) 


(<*i  +  «'i)  +  Oonst, 


r.  =  -  «,  +  t;,  =  +  ^;  K  - 1;,)  +  C<mst. 
/*„(*  +  a) 


*„(tf  —  o) 
*„(<r,  +  o) 


dff.        "^    *;.(a)dM«^.  +  a)  ' 


if 


'  Man  erhilt  dieselbe  durch  Subtraction  aus  zwei  von  JacOSI  angegebenen  Formeln 
(Werke,  Bd.  I,  p.  507  (3)  und  (4));  sie  ist  ein  apeoieller  Fall  der  allgemeinen  Formel, 
die  Herr  Pbym  di«  BiEMANn'iche  Thetafomel  genaant  hat. 


Digitized  by. 


Google   — 


148  HcrmaoD  Dobriner. 

und 

• 

Die  Grössen  <,  t^  sowie  a  y  a^  und  r,  r^  sind  für  reelle  Werthe  der  Va- 
riabeln u  und  t;  conjugirt  complex,  wenn  man  die  Constante  a  als  rein 
imaginär  voraussetzt. 

Von  einem  Ausdrucke  für  den  Krümmungsradius,  äer  sich  von  dem 
obigen  nur  durch  einen  constanten  Faktor  unterscheidet,  ausgehend,  leitet 
Enneper  ^  die  WEiERSTRASs'schen  Gleichungen  für  die  Coordinaten  eines 
Punktes  der  Minimalfläche  ab.     Hier  erscheinen  sie  in  der  Form: 


X 


wenn  man  durch  das  vorgesetzte  JR  den  reellen  Teil  des  nachfolgenden 
Integrals  bezeichnet.     Es  ist  also: 

y  -  \fJl^m,^^^>  +  «)  +  »-'*..(<'  -  »)]"". 

und  nach  der  Integration: 

p2^}.(«)   «'K{o  +  2a)  +  6-'^>.,(ff  —  2a) 

'"»%(2a)*  2i»„(<r) 

_  rf2»Ua)  c^^n(g  +  2a)  —  e-^&i^ja  —  2o) 
^  «*î.(2a)"  2té»„(<r) 

.^         p2^>î.(a)   ^„(2a)rdlogg..(g)  d'logé>..(a)1 

'"«%(2o)'     «5>'„     L        d<T  '^        da'         J 


'  Zeitschrift  fttr  Mathematik   uod  Physik,  Bd.  9,  p.   103— 107. 
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oder,  wenn  man  noch  die  reelle  Constante 

_  »*î.(2a) 

bezeichnet: 


14d 


2»Ua) 


mit     C 


(e) 


ç^  ^  e^^>.,(«r  +  2a)  +  e-^9u(<r  —  2a)       a2«„(<r,  —  2a)  +  e-^>J„(gi  +  20) 


2*„(<t) 


•        2#j,(ff,) 


^    6^ Jii(g  +  2a)  —  e-^g,i(g  —  2a) fl^'J„(gi  —  2a)  —  .e~'^'^„(gi  +  2a) 

^~  2t#,.(g)  2tÄ>„(g,) 

r.  =  ^"(^°)  Pn(tf)^u(tf.)-g..(tf)»u(g.)        ..  d'log^..(a)1 
*n     L  #„(g)*..(gO  '         da«        J* 

Ich  gehe  dazu  über  die  Gleichung  der  Kugel  aufzustellen,  auf  der 
die  Krûmmungslinie  v  =  Const,  liegt. 
Man  setze 

^^  +  ^1-*;;^ d^—  =  ^^' 

und 


80  dass 

wird.     Dann  ist 


CXr{^)»lrM{x'  +  1/  +  z\) 

=  *ii(^)*ii(^i)[e''**ii(^+  2a)#„(^i  —  2a)  +  e-^'^^nC^—  2a)#„(^j  +  2«)] 

+  A^  +  »IM»,,{^  +  2a)»,,{a—  20)  +  »U^)»u{^,  —  2a)»,,{a,  +  ta). 

Nun  stellt  die  Determinante  A  eine  gerade  Ö-Function  zweiter  Ordnung 

mit  der  Characteristik  (o)  in  Bezug  auf  das  Argument  -^  dar;  sie  lässt 

sich  daher  durch  zwei  besondere,  von  einander  unabhängige  Ö-Func- 
tionen  gleicher  Art  linear  ausdrucken.  Wir  wählen  die  beiden  Dar- 
stellungen: 

=  A  *„(<r  +  2a)*„(<ri  —  2a)  +  B  »iM»iM 
=  AAii^—  2o)#„(«r,  +  20)  +  Bi«,i(<r)*„(«r,), 
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und  bestimmen  die  Coefficienten  A  und  -4^,  indem  wir  ^^  =  o,  a  ^^  v^ 
setzen,  und  die  Coefficienten  B,  B^j  indem  wir  ö\  =  +  2a,  a=  +  2a  +  v^j 
annehmen. 

Wir  finden 

,         X    .      ,     ^  g;i(t>,  —  2a)g.i(2a.)  +  i»„(t>.  —  2a)j>;i(2o) 
+  »n{<^)»ÅT,) *'„*„(«. -2a) ' 


und  daraus: 


(0' 


6*««i>„(«f  +  2a)*„(tf,  —  2a)  +  e-»»»d,i(«r  —  2a)i>„(ff,  +  2a) 


*n(«r)*„((T.) 

„     «"^^„(t;.  +  2a)  —  e-»'»  Ji,(t>i  —  2a) 

=  ^'' ü<) 

*ii(2a)  e*^#H('»,  +  2a)  —  6-^'«dn(t;,  —  2a) 


+ 


*u(2a)   e^'-dnCvi  +  2a)  +  e-^'^'onCvi  —  2a) 


»n 


»uM 


A'  ist  eine  gerade  Ö-Function  vierter  Ordnung,  die  wir  linear  durch  drei 
von  einander  unabhängige  Thetaproducte  darstellen  können.  Setzen  wir 
die  Gleichung  in  der  Form 

A^  =  A,[»l{a,)»,,{(T  +  2a)»,,{a—  2a)  +  «M^)*ii(^i  +  ^(^)»Å<Ti  —  2a)] 

+  B,»MMtT,)A  +  C,»],{a)»]M 

an  und  entwickeln^  indem  wir  ^^  »  <r  —  v  setzen,  beide  Seiten  nach  Po- 
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tenzoi  von  o,  so  erhalten  wir  durch  Vergleichung  der  Coefficieoten  von 


^,  =  —  I, 


2^..(2a)  (ilogtf,.(i>,) 


p   _        ^;?(2a)  —  f»..(2a)^;;(2tt)    ,    ^.,(t>,  +  2a)^..(t>.  —  2«) 


«;;*»(».)  * 


Mithin  ist: 

A'  +  »\M»,lo  +  2a)/l„(<r—  2a)  +  *?.(<t)«„(<Ti  +  2a)*„(«T,  —  20) 


(g) 


=  *î.(^)*î,(^.)[^ 


2*,.(2a)    d  log  *„(»,) 


dvt 


C!?, 


>+*cJ- 


Die   Gleichung   der   Kugel   erhAlt   man    nuti,   wenn  man  (f)  und  (g)  be- 
rûcksichtigty  in  folgender  Gestalt: 


(h) 


0) 


c\^'  +  y')  +  {Cz  +  vy  =  w, 

V-'td^    dMogöj^  *jj(2a)  dlog»„(r,) 

'^  ""     d'„     ■         da«        ^  '  *'„     ■        dv, 

e'*»g.,(r,  +  2a)  —  e-»''^„(t>,  —  2a) 

2*..(t>,) 

TT—  P"(^<»)  à\o^»,,{v,)       e^'r»u{v,  +  2a)  —  e-»'«^..(t>,  —  2a)V 
^  ~l    K     '         dv,         ■•"  2»„{v,)  J 

»\i(2a)&[[{v,)         *„(2a)   e»-.*;/».  +  2a)  —  e" ".*;.(».  —  2a) 


'.Î^.Xf.)  *a 


KM 


.    ^û(2a)  e»'»j>„(p,  +  2a)  +  fl-^'gafa  —  2a) 

"^  *;.  '  *,.(v,) 


+ 


29[A\(2a)-2»[Ax{2a)»':{2à)  +  CJ?.(2a) 
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Die  Krüminungslinien  v^  =  Const,  liegen  also  s&mmtlich  auf  Kugeln,  die 
ihre  Mittelpunkte  auf  der  z-Axe  haben.  Die  Cur  ven  v^  =  o,  +  2;ri, 
+  47ri,  . . .  bilden  insofern  Ausnahmen,  als  ihre  osculirenden  Kugeln  in 
Ebenen  degeneriren,  die  der  a^-Ebene  parallel  sind.  Man  kann  übrigens 
leicht  nachweisen,  dass  diese  Curven  alle  einander  ahnlich  sind. 

Die  Krüminungslinien  u  =  o,  ±  2û>,  +  40;,  . . .  sind  gleichfalls  plan 
und  zwar  in  Ebenen  gelegen,  welche  durch  die  z-Axe  gehn.  Sie  zer- 
legen die  Minimalfläche  in  congruente  Teile,  von  denen  jeder  mit  dem 
benachbarten  Teilstücke  zur  Deckung  gelangt,  wenn  man  die  ganze  Flache 
um  die  ;8?-Axe  dreht  und  zwar  um  den  Winkel 

.      ,        2i»[,(a) 
worin  cd  der  Periodicitatsmodul  der  ?9-Functionen  ist. 
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SUR  CERTAINES  OPÉRATIONS 

FONCTIONNELLES 

REPRÉSENTÉES  PAR  DES  INTÉGRALES  DÉFINIES 

FAB 

S.  PINCHEBLE 

à  BOLOGNE. 

Le  présent  travail  a  pour  objet  d'esquisser  quelques  points  de  la 
théorie  des  expressions  propres  à  représenter  des  fonctions  analytiques  et 
données  sous  forme  d'intégrales  définies.  Je  me  borne  ici  aux  expres- 
sions de  la  forme 

Jä[x,  y)(f{y)dy, 

où  l'intégrale  est  prise  le  long  d'une  ligne  quelconque  du  plan  y.  Je 
me  place  à  un  point  de  vue  qui  nest  pas  sans  précédents,^  mais  qui^ 
à  ce  que  je  crois,  n'a  pas  encore  été  abordé  d'une  manière  générale.  Je 
considère  en  effet  l'expression  ci-dessus  comme  un  algorithme  appliqué  au 
sujet  variable  f?(y)  et  dont  les  propriétés  essentielles  dépendent  de  la 
fonction  -4 (a?,  y).  Ces  propriétés  sont  de  deux  sortes,  formelles  et  effec- 
tives, et  bien  que  la  démarcation  entre  elles  ne  soit  pas  toujours  nette- 
ment tranchée,  je  m'en  occuperai  séparément  dans  les  deux  parties  de 
ce  mémoire. 


^  y.  à  ce  sujet  une  courte  notice  historique  placée  en  tête  de  mon  mémoire  Sopra 
alcune  operaziani  funzionali,  Memorie  delT  Accad.  di  Bologna,  S.  IV,  T.  VII, 
1886. 

Arfa  mathematiea.     10.     Imprimö  le  D  Juin  1887.  20 
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L 


1.  Soit  A{Xj  y)  une  fonction  analytique  de  deux  variables.  D'après 
la  définition  de  M.  Weierstrass,  cette  fonction  est  régulière  dans  le  do- 
maine d'une  couple  de  valeurs  {x^y  y^)  quand  elle  est  développable,  sous 
les  conditions 

\X  —  X,\<d,  \y  —  y^\<ff 

en  une  série  de  puissances  entières  et  positives  de  a:  —  ^Pq»  ^  —  ^o*  ^^ 
fonction  A{x^  y)  pourra  d'ailleurs  avoir  des  singularités  quelconques,  et 
chaque  point  y,  pris  dans  le  plan  y,  déterminera  dans  le  plan  x  le  sy- 
stème, correspondant  à  y,  des  singularités  de  la  fonction  Ä{x^  y). 

Soit  l  une  ligne,  définie  anp,lytiquement,  et  ayant  une  longueur  finie 
et  déterminée,  tracée  dans  le  plan  y.  Si  Ton  fait  varier  y  le  long  de 
cette  ligne,  les  singularités  correspondante  décrivent  dans  le  plan  a;, 
certains  lieux  géométriques  correspondants  à  l]  {coupures,  selon  l'expres- 
sion de  M"  Hermitk  et  Goursà^t).  Dans  les  cas  les  plus  communs,  ces 
coupures  sont  des  lignes,  mais  elles  peuvent  être  aussi  des  points  ou  des 
aires.  J'indiquerai  par  T^  un  champ  connexe,  pris  dans  le  plan  a?,  et 
tel  que  les  coupures  correspondant  à  l  n'aient  aucun  point  commun 
avec  T^. 

2.  Cela  posé: 

A.  3)Si  ff{y)  est  une  fonction  à  une  seule  valeur,  finie  et  continue, 
arbitrairement  donnée  pour  les  points  de  la  ligne  /,  l'expression 

(0  fM^^  y)<FWy 

i 

où  l'intégration  est  faite  le  long  de  la  ligne  Z,  représente,  à  l'intérieur 
du  champ  T^,  une  fonction  analytique  et  monogène  ^  de  a?.» 

Prenons  en  effet  un  point  quelconque  x^  à  l'intérieur  de  T,.  Du 
point  x^  comme  centre,  décrivons  un  cercle  (cercle  r)  avec  un  rayon  r 
au  plus  égal  à  la  limite  inférieure  des  distances  de  x^  aux  coupures  cor- 
respondant à  /.  Pour  tout  point  y  de  la  ligne  /,  la  fonction  A{x,  y)  est 
régulière  pour  les  valeurs  de  x  comprises  dans  un  cercle  de  centre  x^  et 

*  Dans  le  sens  adopté  par  M"   Weierstrass  et  Mittaq-Lrppler. 
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de  rayon  au  moins  égal  à  r;  elle  peut  par  conséquent  se  développer  en 
une  série  de  puissances  de  x  —  x^^  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions 
de  y  régulières  en  chaque  point  de  /.     Si  donc  Ton  pose 

(2)  Ä{x,  !))  =  Î:A''\x„  y){x-  x,Y, 

on  aura 

où  M  est  une  quantité  positive  au  moins  égale  à  la  limite  des  modules 
de  A{Xj  y)  pour  x  intérieur  au  cercle  r  et  y  pris  le  long  de  la  ligne 
i,  et  r'  est  un  nombre  positif  moindre  que  r.  Pour  les  couples  de  va- 
leurs de  Xy  y  prises  comme  on  vient  de  le  dire,  la  série  (2)  est  donc 
convergente  absolument  et  uniformément;  on  peut  la  multiplier  par 
9{y)^  «t  intégrer  le  long  de  Z,  et  il  vient: 

fÄ{:x,  y)<p{y)dy  -^  Z(.c  -  x.,YfA'^\x,,  y)^{y)dy. 

L'expression  (i)  équivaut  donc,  à  Tintérieur  du  cercle  r,  à  une  série  con- 
vergente de  puissances  entières  et  positives  de  x  —  rr^,  et  représente  par 
conséquent  une  fonction  analytique,  c.  q.  f.  d.* 

3.  11  est  clair  que  la  fonction  ainsi  définie  peut  être  continuée  ana- 
lytiquement  de  proche  en  proche  pour  tout  l'intérieur  du  champ  T^,  et 
qu  elle  représente  par  conséquent,  à  Tintérieur  de  ce  champ,  une  ^eule  et 
même  fonction  f[x)  monogene.  Toutefois,  si  Ton  considère  un  champ  T'^ 
satisfaisant  aux  mêmes  hypothèses  que  T„  mais  tel  que  Ton  ne  puisse 
passer  de  T^  à  T^  sans  traverser  les  coupures,  la  même  expression  (i) 
représentera  en  général  dans  les  deux  champs  deux  fonctions  analytique« 
difiFérentes. 


^  Ce  théorème,  sous  des  hypothèses  différentes  et  pour  y  réel,  se  trouve  démontré 
dans  V Hahiliiationswhrift  du  jeune  et  regretté  géomètre  L.  Soheeffer;  un  théorème  sem- 
blable est  admit  aussi  par  M.  Qoursat  au  début  de  son  beau  mémoire  Sur  une  classe  de 
fonctions  représentées  par  des  intégrales  définies  (ee  journal  T.  2).  J'ai  cru  devoir  reprendre 
ce  théorème,  d'abord  parce  qu'il  est  fondamental  pour  ce  qui  va  suivre,  ensuite  parce  que 
la  démonstration  que  j'en  donne,  faite  au  point  de  vue  de  M. . WEnsRSTRÀSB,  est  toute 
différente  de  celle  de  Soheeffer,  fondée  sur  le  concept  do  fonction  de  variable  complexe 
seliMi  Caucttt  et  Riemann. 
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4.  Une  démonstration  tout-à-fait  semblable  servirait  à  prouver  les 
deux  propositions  suivantes: 

B.  ï>Dans  le  champ  r,,  la  dérivée  de  la  fonction  f\x)  s'obtient  en 
dérivant  sous  le  signe.» 

C.  3)Uexpression 

JfÄ{:x,  y)B{y,  t)ip{t)dydt, 

SOUS  des  hypothèses  analogues  et  dans  un  champ  T^  défini  comme  ci- 
dessus,  représente  une  fonction  analytique  de  x\  et  sous  les  mêmes  hy- 
pothèses, on  peut  intervertir  Tordre  des  intégrations.» 

5.  On  pourrait  aisément  rendre  moins  restrictives  les  hypothèses 
faites  sur  la  fonction  ^{y\  mais  cela  n'est  pas  nécessaire  pour  le  but  de 
ce  travail.  Au  contraire,  je  supposerai  dorénavant  que  <p{y)  so\t  une 
fonction  analytique  de  la  variable  y,  régulière  pour  tous  les  points  de 
la  ligne  l. 

6.  Si  Ton  pose 

f{x)  =fA{xy  y)^{y)dy, 
L 

où  X  est  pris  dans  le  champ  T,,  on  peut  regarder  Ä{x^  y)  comme  une 
fonction  donnée,  fixe,  tandis  que  ^{y)  pourra  varier,  tout  en  restant 
comprise  en  certaines  classes  déterminées.  Je  regarderai  l'expression  (i) 
comme. un  algorithme  ou  une  opération  fonctionnelle  exécutée  sur  la  fonc- 
tion ^{y)'  La  nature  de  cette  opération  dépend  surtout  de  la  fonction 
^(^>  y\  q^^  j'appellerai  fonction  caractéristique  de  Talgorithme. 

La  fonction  caractéristique  et  la  ligne  d'intégration  restant  fixées,  la 
relation  entre  ^{y)  et  f{x)  peut  s'écrire  d'une  façon  abrégée: 

(3)  f{^)  =  A{^). 

Lorsque  la  fonction  ^{y)  varie,  sans  cesser  d'appartenir  à  une  certaine 
classe  déterminée,  la  fonction  f{x)  varie  d'une  façon  correspondante,  en 
restant  comprise  dans  certaines  classes  déterminées  par  la  relation  (3). 
Cette  relation  peut  donc  servir  à  exprimer,'  non  seulement  une  dépen- 
dance entre  les  deux  fonctions  /*  et  f>,  mais  encore  une  correspondance 
entre  deux  classes  de  fonctions  analytiques.     Pour  en  donner  un  exemple, 
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il  suffit  de  rappeler  la  transformation  de  Laplace,  qui  n'est  autre 
chose  qu'une  correspondance  de  cette  espèce,  et  dont  M.  Poincare  a 
tout  récemment  renouvelé  Tusage  d'une  façon  si  efficace,  dans  letude 
deô    intégrales    irrégulières  des  équations  différentielles  linéaires.^ 

7.     Remarquons  une  fois   pour  toutes  que  pour  chaque  ligne  d'in- 
tégration /,  il  existe  en  général  des  fonctions  analytiques  telles  que 

(4)  ff{y)dy  =  o. 


J'indique  ces  fonctions  par  û>i(//). 
La  fonction 


io{x,  y)  ^Ta,{x)ù},{y) 


*=i 


où  les  fonctions  «^(.r)  sont  arbitraires,  satisfait  pareillement  à  l'équation 
(4)  quel  que  soit  n  et  même  pour  n  =  00  si  la  série  est  intégrable  terme 
à  terme.  (Il  suffit  pour  cela  qu'elle  soit  convergente  uniformément  ou 
qu'elle  satisfasse  à  l'autre  condition  moins  restrictive  récemment  donnée 
par  M.  Arzelà*). 

8.  L'un  des  problèmes  les  plus  importants  qui  se  présentent  dans» 
l'étude  de  la  correspondance  définie  par  la  relation  (3),  est  le  suivant: 

ï>Etant  données  la  fonction  caractéristique  ^(;r,  y),  la  ligne  d'inté- 
gration /,  et  une  fonction  f{x)  dans  le  champ  T^,  déterminer  la  fonc- 
tion j^(y).î> 

Ce  problème,  qu'on  a  appelé  »inversion  des  intégrales  définies»,"  et  qui 
se  présente  fréquemment  en  Physique  mathématique  et  notamment  dans 
la  théorie  du  potentiel,  a  été  traité  dans  de  nombreux  cas  particuliers, 
mais  il  n'est  pas  à  ma  connaissance- qu'il  en  ait  été  fait  une  étude  gé- 
nérale. Pour  l'historique  de  la  question,  je  renvoie  à  mon  mémoire  déjà 
cité,  publié  par  l'Académie  de  Bologne. 


'  American  Journal  of  Mathematics^  T.  7.  —  Acta  Mathematica,  T.  3* 

'  Rendiconti   délia   E.    Accademia  dei   Lincei,   1885. 

^  Laurent,  Sur  le  calcul  inverse  des  intégrales  définies.  Journal  de  Mathém., 
S.  III,  T.  IV.  Dans  ce  mémoire  le  problème  est  énoncé  en  général,  mais  la  solution 
n'en  est  donnée  que  pour  deux  cas  particuliers. 
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Remarquons,  en  passant,  que  dans  la  plupart  des  cas,  le  problème 
du  développement  d'une  fonction  en  série  de  fonctions  données,  se  ra- 
mène à  une  question  d'inversion  d'intégrales  définies. 

Le  problème  d'inversion  équivaut  à  la  recherche  de  l'opération 
inverse  de  A{^).  D'après  le  §  7,  cette  opération  sera  en  général  multi- 
forme; or,  je  me  propose  d'étudier  le  cas  où  Tune  des  déterminations  de 
cette  opération  inverse  peut  se  représenter  par  un  algorithme  de  la  même 
espèce  que  -4(ç?).  En  d'autres  termes,  je  m'occuperai  du  cas  où  il 
existe  une  fonction  A(y,  <)  et  une  ligne  d'intégration  A  telles  que  Ton 
ait  (au  moins  pour  certaines  classes  de  fonctions  ^  et  /*): 

F(y)  =/A(y,  t)f{t)dt 

A 

comme  conséquence  de 

En  ce  cas,  le  problème  d'inversion  revient  à  la  recherche  de  la  fonction 
A  (y?  t)y  que  j'appellerai  fonction  réciproque  de  Ä{x^  y). 

Je  ferai  précéder  cette  recherche  des  considérations  suivantes. 

9.  Soient  deux  opérations  A,  B  définies  par  les  fonctions  carac- 
téristiques Å[x^  y)y  B{y,  t).  Si  Ion  exécute  sur  une  fonction  ^,  d'abord 
l'opération  JB,  puis  l'opération  A  sur  le  résultat  obtenu,  cette  double 
opération  pourra  s'appeler  le  produit  des  deux  opérations  -4,  B,  et  on 
pourra  l'indiquer  par 

On  doit  toujours  supposer  vérifiées  les  conditions  sous  lesquelles  ces  opé- 
rations ont  une  signification  déterminée,  p.  ex.  les  conditions  suffisantes 
énoncées  au  §  2.  Je  n'insisterai  donc  pas  ici  sur  ces  conditions,  d'autant 
plus  qu'il  ne  s'agit  pour  le  moment  que  du  côté  formel  de  la  question. 
On  a,  en  indiquant  par  l'  la  ligne  d'intégration  dans  le  plan  t: 

AD{^)  =fA{x,  y)jB(j,,  t)^{t)dtdy 

t  i' 

que  l'on  peut  écrire  (§  4,  C) 

ffA{x,  y)B{y,  t)dy^{t)dt; 

t  i 
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d'où  il  suit  que  Topération  ÄB{^)  est  de  la  même  nature  que  A{^)j 
et  a  pour  fonction  caractéristique 

fA{x,  y)B{2f,  t)dy. 

i 

On  définirait  de"  même  le  produit  de  trois  ou"  d'un  nombre  quelconque 
d'opérations  de  la  même  nature  que  A. 

lo.  Le  produit  des  opérations  -4,  tel  qu'on  vient  de  le  définir, 
satisfait  aux  lois  distributives  et  associatives.  Cela  se  vérifie  sans  diffi- 
culté. Mais  le  produit  de  deux  opérations  A  ne  satisfait  pas,  en  général, 
à  la  loi  commutative. 

Il«     Si  A(y,  t)  est  la  fonction  réciproque  de  A{xj  y)  on  aura 

Ak{^)  =  <p, 
c'est-à-dire  la  fonction 

U{x,  t)  =fA{x,  y)k(y,  t)dy 

est  telle,  qu'au  moins  pour  certaines  classes  de  fonctions  ^  et  certaines 
portions  du  plan  x  convenablement  choisies,  on  a 

(5)  V{9)  =  <f- 

Telle    est    par    exemple,    pour    les   fonctions  ^  régulières  dans  une  aire 

limitée  par  une  courbe  fermée,  la  fonction . 

12.  Avant  d'aller  plus  loin,  il  nous  faut  examiner  une  espèce  par- 
ticulière d'opérations  (3):  ce  sont  celles  qui  conservent  la  dérivation;  c'est- 
à-dire  (en  indiquant  les  dérivées  par  des  accents)  telles  que  l'on  ait: 

(6)  A{^)  =  f,        A{^-)  =  f. 

On  peut  faire  sur  ces  opérations  les  remarques  suivantes: 

a.  Les  fonctions   U  telles  que  (5)  conservent  la  dérivation. 

b.  Si  une  opération  A  conserve  la  dérivation,  sa  réciproque  A  la 
conserve  aussi. 

c.  Si  une  opération  A  conserve  la  dérivation,  les  fonctions  A{y*J 
ne  sont  autre  chose  que  les  polynômes  de  M.  Appell.* 

'  Sur  une  classe  de  polynômes.  (Annales  de  TEcole  Normale  supérieure,  1880.) 
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En  effet,  d'après  Thypothèse  (6),  lopération  A  appliquée  à  une 
constante  donnera  une  constante;  appliquée  à  y,  elle  donnera  donc  une 
fonction  linéaire  en  x;  appliquée  à  y",  elle  donnera  un  polynôme  de 
degré  n  en  x.     De  plus,  par  la  même  hypothèse  (6),  si  Ton  pose 

on  a 

dan{x) 


dx 


^nAiy""^^)  =  na,_,{x), 


ce  qui  est  précisément  la  définition  des  polynômes  de  M.  Appell. 

d.  Réciproquement,  si  une  opération  A  est  t^lle  que  les  fonctions 
A{y*)  constituent  un  système  de  polynômes  de  M.  Appell,  cette  opéra- 
tion conserve  la  dérivation,  au  moins  pour  les  séries  de  puissances.  Cela 
se  vérifie  aisément. 

13.  Le  produit  de  deux  opérations  qui  conservent  la  dérivation 
jouit  de  la  même  propriété.  En  effet,  si  les  opérations  ^  et  B  conser- 
vent la  dérivation,  on  a  d'après  ce  qui  précède: 

(7)  A{y^)  =  a,x^  +  na,x^-'  +  (2)«^^'"'  +  •••  +  ««' 

(70  B{f)  '-=  Ä^^'  +  ^Ä^"^^  +  (2)^^""'  +  . .  .  +  y?„; 

or,  formons 

AB{t')==ffA{x,y)B{y,t)fdtdy, 

r  i 
on  aura 

AB[n  =Ja{x,  yp,f  +  nß,y^-^  +  (l)ß,f''  +  •  •  •  +  ß.]dy, 

d'où 

AB{t^)  =  ßoa„{x)  +  nß,a„^,{x)  +  . .  .  +  ^„^o. 

Mais  ceci  est  encore  un  des  systèmes  de  polynômes  en  question,  et  pré- 
cisément celui  que  M.  Appell  indique  par  (-4J9)„;  ^  doii  suit  que  Topé- 
ration  A  By  au  moins  formellement  et  pour  les  séries  de  puissances,  con- 
serve encore  la  dérivation. 

'  Loc.  cit.,  §  3- 
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14.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  la  recherche  de  la  fonction 
réciproque  d'une  fonction  Ä{x,  y)  qui  conserve  la  dérivation,  pour  une 
ligne  d'intégration  donnée,  dépend  de  la  recherche  des  polynômes  que 
M.  Appell  nomme  inverses  %des  polynômes  a^{x):  or  comme  on  peut 
toujours  construire  ces  polynômes  inverses,  il  s'ensuit  que  Ton  peut,  au 
moins  formellement,  intervertir  l'opération  A. 

15.  Cherchons  la  forme  générale  des  fonctions  Ä{x,  y)  qui  con- 
servent la  dérivation.     A  cet  effet,  soit 


^e^.»)-^' 


on  aura,  par  hypothèse. 


(8) 


j'-^H»)iy  =  M, 


J 


'-^9'{y)dy  =  n^). 


Intégrons  par  parties  la  première  de  ces  équations,  et  n<5Us  aurons: 

f{x)  =  \I{x,  y)^{y)\—JA{x,  y)^'{y)dy. 

ï 

Or  supposons  que  Ton  ait: 

(9)  p(^.  y)9{y)\  =  o, 

il  vient 

f{x)  =  —JÂ{x,  y)f{y)dy] 

d'où,  en  dérivant  sous  le  signe  et  en  tenant  compte  de  la  seconde  des 
équations  (8),  on  a: 


(10) 


/(%^+'-^VW*  =  o. 


l 

Acta  mathematica.     10.    Imprimé  U  6  Jnin  1887. 
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Cette  équation   est  satisfaite   quelle  que  soit  la  fonction  f  si  Ton  prend 

dx        ^        dy  ' 

d'où 

A{x,  y)  =  0{y  —  x\ 

où   0  est  une  fonction  arbitraire. 

16.  Revenons  maintenant  à  la  question  générale  que  nous  avons 
posée  au  §  8,  c'est  à  dire  à  la  détermination  de  ta  fonction  réciproque 
d'une  fonction  quelconque  Ä{Xj  y).^  Je  remarque  que  ce  problème,  et 
par  suite  celui  de  Tin  version  d'une  intégrale  définie  de  la  forme  (i), 
sera  formellement  résolu  si  Ton  pourra  déterminer  une  fonction  £(y,  t) 
telle  que  le  produit  AB  conserve  la  dérivation.  En  effet,  il  suffira  alors 
de  déterminer  la  fonction  C{Xj  y),  réciproque  de  la  fonction  caractéristique 
de  l'opération  AB,  ce  qui  est  possible  d'après  le  §   14;  on  aura  donc 

ABC{^)  =  ip, 

et  puisque  les  opérations  (3)  obéissent  à  la  loi  associative,  on  aura, 

BC=k. 

Notre  problème  est  donc  ramené  à  la  recherche  de  la  fonction 
S(y,  <).     S'il  est  possible,  il  admettra  en  général  une  infinité  de  solutions. 

17.  Posons  à  cet  effet: 

E{x,  y)  =fA{x,  y)B{y,  t)dy^ 

il   suffira   que  la  fonction   -B(rr,  t)   satisfasse  à  l'équation  aux  limites  (9) 
et  à  l'équation 

l 

Or,  si  nous  indiquons,  comme  au  §  7,  les  fonctions  dont  l'intégrale 
est  nulle  le  long  de  Ja  ligne  d'intégration  par  ûi<(y),  l'équation  précé- 
dente équivaut  à 


dÄ{x 
dx 


f^B{y,  t)+'-^^A{x,  y)  =  i:X,{x,  t)œ,{y) 
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OÙ  les  Aj  sont  des  fonctions  arbitraires.  On  résout  facilement  cette  équa- 
tion linéaire  du  premier  ordre  en  Jî;  mais  l'intégrale  dépend  de  a;,  y  et 
t  y  tandis  que  B  ne  doit  contenir  que  y  et  t.  On  devra  donc  déterminer 
les  fonctions  arbitraires  Aj  et  la  fonction  arbitraire  amenée  par  Tintégra- 

tion,   en   sorte  que  Ton  ait  —  ==  o  et  que  1  equation  aux  limites  soit  sa- 

tisfaîte.     Si  cela  est  possible,  le  problème  est  résolu. 

Comme  on  l'a  déjà  remarqué  à  priori,  lorsque  le  problème  est  pos- 
sible, B  contiendra  encore  des  fonctions  arbitraires  même  après  qu'on 
aura  satisfait  aux  conditions  ci-dessus.  En  effet,  lorsqu'on  a  trouvé  une 
fonction  J5,  on  peut  en  déduire  une  infinité  d'autres.  Une  détermina- 
tion spéciale  des  fonctions  arbitraires  nous  donnera  (§  14)  la  fonction 
réciproque  de  A{Xj  y). 

18.  Le  procédé  que  je  viens  d*indiquer  pour  résoudre  le  problème 
de  l'inversion  des  intégrales  définies,  est  assez  long  dans  la  pratique; 
toutefois  il  peut  être  simplifié  selon  les  formes  particulières  des  fonctions 
caractéristiques  et  des  lignes  d'intégration. 

Voici  quelques  remarques  qui  peuvent  servir  à  l'abréger  dans  cer- 
tains cas  particuliers: 

a.  Si  une  opération  A  peut  s'écrire  sous  forme  de  produit  de  deux 

autres  opérations: 

A  —  MN, 

et  que  l'opération  M  conserve  la  dérivation,  il  suffira  que  NB  conserva 
la  dérivation  pour  qu'il  en  soit  de  même  de  AB.  Cette  remarque  pourra, 
dans  certains  cas,  simplifier  la  recherche  de  la  fonction  B. 

b.  Si   la  fonction  A(Xy  y)  est  de  la  forme  Jf(a?,  y)f>{y)  et  admet 

pour   fonction   réciproque   B(tfj  i),  la   fonction  M{Xj  y)   aura   pour  fonc- 

B(y,  t) 
tion  réciproque  — /T^* 

c.  Si   la   fonction    A{Xj  y)   admet  pour  fonction  réciproque  jB(f/,  <), 

la  fonction  —  '  '     admet  pour  fonction   réciproque  f  B  (y  j  t)dy^   sous  la 

condition  que  l'équation  aux  limites  soit  satisfaite;  on  trouve  un  résultat 
analogue  pour  les  dérivées  partielles,  d'ordre  supérieur  par  rapport  à  y 
de  la  fonction  A[Xy  y). 
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19.  Pour  le  moment,  je  me  bornerai  à  examiner  un  seul  cas  par- 
ticulier du  problème  précédent:  celui  où  les  fonctions  Ä  et  B  vérifient 
l'équation 

(12)  — ir^^(y'  0  +— tf-^(^'  y^  =  °- 

Si  de  telles  fonctions  existent,  Téquation  (11)  sera  satisfaite,  quelle 
que  soit  la  ligne  d'intégration.     Or  Téquation  (12)  peut  s'écrire: 

^Å{x,  y)  dB  {y,  i) 

dx  dt 


A{x,  y)  J5(y,  t)  ' 

mais  ici  le  second  membre  ne  contient  pas  x;  il  faudra  donc  qu'il  en 
soit  de  même  du  premier,  qui  devra  par  conséquent  être  une  fonction 
de  y  seulement.     On  aura  donc: 

^log^(a;,  y)  =  f{y), 

d'où,  en  indiquant  par  /{y)  une  fonction  arbitraire: 

(13)  A{x,  y)  =  x{y)e'^'''. 

Il  en  résulte 

llogB(y,  0  =  -/-(y) 
et  par  conséquent 

(14)  B{y,  t)  =  T(y)6-'«'>, 

OÙ  T{y)  est  encore  une  fonction  arbitraire.  Comme  on  Ta  vu  plus  haut 
(§  '7)>  pour  une  détermination  spéciale  de  cette  fonction  r(y),  on  ob- 
tiendra la  fonction  A  (y,  t)  réciproque  de  A(xy  y).  Cette  détermination 
dépendra  de  /'(y),  de  j({y)  et  des  lignes  d'intégration. 

20.     La  transformation  de  Laplace,  celle  d'ABEL,  la  transformation 
analogue 

où   l'intégration  est  étendue  à  un  contour  fermé  et  qui  est  si  utile  pour 
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la  génération  de  fonctions  trascendantes  entières/  ne  sont  que  des  cas 
particuliers  de  la  transformation  dont  la  fonction  caractéristique  a  la 
forme  (13).  Ces  opérations  fonctionnelles  s'appliquent,  comme  on  sait,' 
soit  à  la  transformation  de  certaines  équations  différentielles  en  d'autres, 
soit  à  la  transformation  de  certaines  classes  d'équations  différentielles  li- 
néaires en  équations  linéaires  aux  différences  finies. 

On  trouve  dans  les  oeuvres  de  Riëmann  (p.  1 40)  la  solution  du  pro- 
blème d'inversion  d'une  intégrale  définie,  dont  la  fonction  caractéristique 
présente  un  cas  particulier  de  la  forme  (13).  Riemann,  sous  la  condition 
que  l'équation  aux  limites  soit  vérifiée,  obtiéht  en  effet,  Texpression  réci- 
proque de  .  ' 

sous  la  forme 

ce  qui  peut  parfaitement  se  déduire  des  formules  précédjentes. 


IL 

« 
21.     J'ai  montré  aux  §§   i   et  2  que  l'expression 

(i)  A{<p)=fÄ{x,  y)ip{y)dy 

représente,  dans  tout  champ  connexe  qui  n'a  aucun  point  commun  avec 
les  coupures  correspondant  à  la  ligne  2,  une  fonction  ou  branche  de 
fonction  analytique  monogène.     J'ai   considéré  l'expression  A{^)  comme 

^  y.  mon  mémoire  déjà  cité.  (Mem.  delT  Accad.  di  Bologna,  S.  lY, 
T.  VII,  §§  24  et  snîv.) 

'  Pour  les  applications  récentes  de  ces  transformations,  v.  surtout  les  mémoires, 
déjà  cités,  de  M.  Poincaré;  et  encore  Hj.  Mellin,  Zur  Theorie  der  Gammaf unction ^ 
§  12  (Acta  Mathematica',  T.  8),  et  Über  einen  Zusammenhang  zwischen  gewissen  li- 
neareii  Differential-  und  Differenzen gleichungen  (Ibid.  T.  9),  ainsi  que  ma  note  insérée  aux 
fiendiconti   del   R.  Istituto   Lombarde,  juin   1886. 


Digitized  by  VriOOQiC 


166  S.  Piochtrle. 

une  opération  appliquée  au  $%f'et  ^,  et  j'ai  indiqué  une  méthode  pour  la 
résolution,  au  moins  formelle,  de  l'équation 

où  f?  est  une  fonction  inconnue:  ce  qui  revient  à  la  recherche  de 
l'opération  A  réciproque  de  A,  telle  que 

^  =  k{ip). 

Je  me  propose  maintenant  de  donner  les  propriétés,  non  plus  seulement 
formelles,  mais  effectives  dcf  l'opération  Ä\  je  serai  toutefois  forcé  de  me 
borner,  pour  le  moment,  au  •  cas  où  la  ligne  d'intégration  est  fermée,  et 
plus  particulièrement  au  cas  où  elle  se  réduit  à  une  circonférence  quel- 
conque du  plan  y.  Pour  abréger,  j'indiquerai  par  (a,  p)  une  circon- 
férence de  centre  y  =  a  et  de  rayon  p. 

La  fonction  caractéristique  A{Xj  y)  sera  aussi  soumise  à  quelques 
restrictions.  Je  supposerai  que  les  points  singuliers  de  cette  fonction 
soient  les  couples  de  valeurs  qui  vérifient  l'équation  algébrique  de  degré  m 

(2)  f{x,  y)  =  o; 

je  supposerai  encore  que  A(x,  y)  soit  une  fonction  uniforme,  et  soit  nulle 
du    i"*'  ordre   pour  y  =  00,  sauf  pour  un  nombre  fini  de  valeurs  de  x; 
mais  ces  deux  dernières  restrictions  seraient  faciles  à  lever  par  des  mé-  ' 
thodes  connues. 

2  2.  Examinons  d'abord  de  plus  près  les  coupures  correspondant 
à  la  circonférence  (a,  p).  ^  Pour  chaque  point  x  du  plan  x,  l'équation 
(2)  donne  m  valeurs  pour  y  —  a;  nous  pourrons  figurer  les  modules  de 
ces  valeurs  païf  des  ordonnées  élevées  au  point  ^  perpendiculairement  au 
plan  X.  Le  lieu  des  extrémités  de  ces  ordonnées  sera  une  surface  S«, 
formée  en  général  de  plusieurs  nappes;  ces  nappes  peuvent,  en  certains 
cas,  se  recouvrir  en  tout  ou  en  partie,  ou  se  rencontrer  suivant  des  lignes 
ou  en  des  points  singuliers  de  la  surface. 

Si  Ton  coupe  la  surface  S^  par  un  plan  tv  parallèle  au  plan  des 
a?  et  à  la  distance  /?,  la  section  se  projette  en  vraie  grandeur  sur  le  plan 

^  Cfr.  mon  mémoire  Siudi  sopra  alcune  operazioni  fuvzionali^  %  33.  Mem.  dell» 
R.   Accad.   dalle   Scienze   di  Bologna,  S.  IV,  T.  VU,   1886. 
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X  en  une  courbe  (7^,  lieu  des  points  pour  lesquels  au  moins  une  des  so- 
lutions de  l'équation  (2)  vérifie  la  condition 

\y  —  a\=p. 

Or,  les  ordonnées  élevées  au  plan  x  jusqu'à  la  rencontre  du  plan 
sécant  w  pourront,  pour  certaines  régions  du  plan  a:,  ne  rencontrer  aucun 
point  de  la  surface  5«;  pour  d'autres  régions,  elles  rencontreront  une, 
deux,  .  . . ,  w  nappes  de  la  surface;  et  ces  diverses  régions  du  plan  oj,  con- 
nexes ou  non,  seront  séparées  Tune  de  l'autre  par  des  branches  de  la 
courbe  C^.     J'indiquerai  par 

Ei{ay  p),  ^  «»0,1,»,...,») 

la  région  du  plan  x  telle  que  l'ordonnée  élevée  en  l'un  de  ses  points 
jusqu'à  la  rencontre  du  plan  w  rencontre  i  nappes  (distinctes  ou  coïnci- 
dentes) de  la  surface  S«;  en  sorte  que  pour  tout  point  de  ^,(a,  />),  i 
racines  de  Téquation  (2)  vérifient  l'inégalité 

23.  Je  vais  maintenant  étudier  plus  en  détail  l'opération  A{^)y  en 
commençant  par  le  cas  où  la  variable  x  est  prise  à  l'intérieur  du  champ 
que  je  viens  d'indiquer  par  -B„(a,  />).  Pour  de  telles. valeurs  de  Xy  toutes 
les  singularités  de  Ä{x^  y)  sont,  par  définition,  à  l'intérieur  du  cercle 
(a,  />);  on  peut  donc  écrire,  pour  x  intérieur  à  £«(a,  p)  et  pour  |y|  >^/>.* 

Soit  maintenant  f  (y)  une  fonction  analytique  uniforme  quelconque, 
ixais  qui  n'a  aucune  singularité  le  long  de  la  circonférence  (a,  p):  on 
^rura  dans  la  couronne  circulaire  comprise  entre  les  circonférence«  (a,  /o — s) 
et  (a,  p  +  e),  où  s  est  une  quantité  positive  suffisamment  petite: 


"W  =.?."•(*-")■ +S(7^- 


Pour    abréger,   j'indiquerai   les    deux   séries    du   second  membre  respec- 
tivement par  * 

/>     et    J^^.      

^  Gfr.  mon  mémoire  cité,  f  2  et  passim. 
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La    première   est   convergente  dans  tout  le  cercle  (a,  />  +  e);  la  se- 
conde Test  en  dehors  du  cercle  (a,  p  —  é). 
Or,  on  vérifie  immédiatement  que 


(4) 
et  que 

(5) 


^(/.f)  =  o,         Aii^ip)  =  ^(f) 


A{(p)  =-Y^c^A^{x) 


On  voit  donc  que  pour  les  valeurs  de  x  prises  à  l'intérieur  de 
' E^{a,  /?),  il  suffit  d'appliquer  l'opération  A  aux  séries  de  puissances 
convergentes  dans  un  cercle  («,/>  +  e).  L'opération  A  fait  correspondre 
à  ces  séries,  des  séries  de  fonctions  A„{x)  ayant  les  mêmes  coefficients, 
convergentes  uniformément  au  moins  dans  le  champ  ^„(a,  /?),  et  qui 
représentent  dans  ce  champ  la  même  fonction  que  l'intégrale  (i). 

24.  Examinons  les  cas  les  plus  remarquables  auxquels  peut  donner 
lieu  l'opération  A  appliquée  à  une  fonction  ^{y)  régulière  dans  le  cercle 
(a,  p),  la  circonférence  comprise. 

a.  Supposons  que  la  fonction  ^{y)  ait  un  seul  point  singulier  y9,  situé 
en   dehors  de   (a,  p).     On  a  alors,  en  négligeant  une  constante  additive: 


«  +  !■ 


iy-ß)' 

mais    puisque    A{x,  y)    est    régulière    en    dehors   de  («,  />),  on  a  par  le 
théorème  de  Cauchy: 


9A« 


On  a  donc 

(6) 


M<p)  =  -^^^rn 


an  9'^A(x,  ß) 


rsl«     9/9" 


Ce  développement  est  convergent  dans  tout  le  champ  ^„(o,  p)  et  y 
coïncide  avec  le  développement  (5);  mais  il  converge  aussi  en  dehors  de 
ce  champ.     En  effet,  pour  une  valeur  quelconque  ^  de  a;  on  a: 


Ai?-;  «/)  =  S 


(y-ßf9'A(i,ß). 


\n 


a^" 
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la  série  du  second  membre  converge  dans  un  cercle  de  centre  ß  et  de 
rayon  égal  à  la  plus  petite  distance  di^-)  du  point  'ß  aux  points  ain- 
guliers  de  Ä{Xy  y).  On  aura  donc,  en  indiquant  (cfr.  Frobenius,  Journal 
de  Grelle,  T.  73)  par  la  notation^  a^ -«^  6„  que  les  séries  ^a^i^'*  ot  l^b^f 
ont  le  même  cercle  de  convergence, 


et  d{x)  ne  devient  nul  qu'aux  m  -points  x  qui  vérifient  Véquation 

■  f{x,  ß)  =  o.  *  /  •   '• 

Par  conséquent,  si  Ton  excepte  ces.  points  en  nombre  fini,  la  ^érie 

converge    partout    uniformément.     Elle    représente    par    conséquent   une 
fonction  uniforme  ayant  un  nombre  fini  de  points  singuliers. 

b.     Supposons    que    f  (y)    ait    un    nombre  fini  de   points  singuliers 
ß\j  ßii  •  •  •  J  ßp'     Cette  fonction  pourra  s'écrire 


—    flv 


d'où  Ton  tire  comme  précédemment,  par  le  théorème  de  Cauchy: 

(7)  AM  =  ~..itt^':^. 

Le  même  raisonnement  appliqué  ci-dessus  sert  à  démontrer  que  cette 
expression  coïncide  avec  la  série  (5)  dans  le  champ  -E^(a,  ß)  et  repré- 
sente d'ailleurs  une  fonction  uniforme  régulière  dans  tout  le  plan,  sauf 
aux  points  en  nombre  fini  qui  vérifient  l'une  des  équations 

f(py  ßy)  =  o.  (v-i,« n) 

Cette  fonction  est  donc  dans  tout  le  plop,  (sauf  les  dits  points)  la  con* 
tînuation  analytique  de  la  fonction  représentée  dans  i5J„(a,  )9)  par  lu 
série  (5)  ou  l'intégrale  (i). 

Acta  »Haikematica.    10.     Iniprini^  le  R  Juin  1887.  22 
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C.     Supposons  enfin  qne  la  fonction  jr(y)  soit  singulière  en  une  in- 
finité de  points  donnés 

de  telle  façon  que  la  différence 

où  G^{z)  est  une  fonction  donnée,  se  comporte  régulièrement  au  point  yî^. 
Le  groupe  {ß^)  pourrait  avoir  des  groupes  limites  de  n- importe  quelle 
sorte;  je  me  bornerai  toutefois  au  cas  le  plus  simple,  où  il  n'y  a  qu'un 
point  limite  6.  ^     Dans  ce  cas,  on  peut  procéder  comme  il  suit: 

Développons    (^Å—^^)    en    série  convergente  en   dehors  du  cercle 
et  posons 

FXy)  =  Z 


«+1" 


rr,(y  —  ^y 

la  fonction  représentée  par  cette  série  étant  régulière  dans  tout  le  plan, 
sauf  aux  points  ß^  et  b.  D'après  les  démonstrations  connues  des  théorèmes 
de  M.  Mittag-LeffIiER,  on  sait  qu'on  peut  déterminer  les  nombres  w^  de 
telle  sorte  que  l'on  ait 


Kv)=ÇF,(,/)  +  o(^-l^); 


OU  encore,  en  distribuant  les  termes  de  la  série  additive  G  dans  les 
fonctions  F^{y)y  que  l'on  pourra  indiquer  par  F^{y)  après  ce  changement, 
on  aura 

(8) 


y{y)=TK{y), 


^  Les  cas  plus  gëoëraux  peuvent  se  traiter  sans  difficulté  d'après  celui-ci,  et  eu  se 
servant  des  mëthodes  emplo3'ées  par  M.  Mittao-Leffler  dans  la  démonstratioD  des  théo- 
rèmes de  SOD  grand  mémoire:  Sur  la  représentation  des  fondions  uniformes.  (Acta  Ma- 
thematical T.  4.) 
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et  en  dehors  du  cercle  (A,  \b  —  ß^\)y  FJjß)  aura  un  développement  de 
la  forme 

Or,  8Î  Ton  fait  abstraction  des  premiers  termes  de  la  série  (8),  les  cercles 
{by  \b  —  ß^\)  seront  assez  petits  pour  être  extérieurs  au  cercle  (a,  />); 
par  conséquent,  sur  la  circonférence  de  ce  cercle  la  série  (8)  convergera 
uniformément,  et  Ton  aura  en  ce  cas  pour  A{^)  l'expression: 


(9) 


^v,«  3*^(.«,   h) 


Je  dis  maintenant  que  cette  expression,  qui  coïncide  avec  Å{jf^ 
dans  le  champ  EJ^^  />),  représente  dans  tout  le  plan  x  une  même 
fonction  analytique  monogene,  régulière  partout,  sauf  aux  points  x  ra- 
cines des  équations 

i\x,  b)  =  o,         f{j^/i%)  =  o.  (v~i.?.8 X) 

Démonstration.  Prenons  un  point  o?  =  c  quelconque,  qui  ne  soit  ra- 
cine d*aucune  des  équations  ci-dessus,  et  supposons  que  X  indique  la  plus 
petite  distance  de  b  aux  points  racines  de  /"(f ,  y)  =  o.     Je  pose 

o\  =  \b  —  ß,l         limo^  =  o; 

je    pourrai    donc    toujours    déterminer    fi  assez   grand  pour  que  Ton  ait, 

pour  u  >^/i: 

â,  <  Å. 

Or,    d'après    le    procédé    de    démonstration    du  théorèmfe  de  M.  Mittag* 
Lefflëu,  les  nombres  m^  sont  tellement  choisis  que  Ton  ait 

*     I  2.  I 

OÙ  €^  est  une  quantité  positive  donnée.     Mais  cette  série  converge  en  dehors 
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du  cercle  (6,  <?^);  on  en  déduit  donc  par  un  théorème  connu  sur  les  séries 
de  puissances 

où  âl  est  une  quantité  supérieure  à  d^  d'aussi  peu  que  l'on  voudra. 
D'un  autre  côté,  la  série 

{y-bTd''A{$,  b) 


^(^^)=2:^ 


«-«        \-      .        9h' 


converge  évidemment  dans   le  cercle  (ô,  A);  on  aura  donc  par  le  même 
théorème  sur  les  séries: 


I  |9"^(^  h) 


\n\        9b' 


M 

<    —n 


OÙ  M  est   un  nombre  positif  et  A'  une  quantité  positivie  moindre  que  A 
d'aussi  peu  que  l'on  voudra. 

Si  donc  je  considère  la  série: 


^m=z;f: 


ÄV.,9"yl(^   b) 


9b" 


j'aurai: 


\A{F,)\<M±%^; 


mais  puisque   Ton  a  ^^  <  A,  on  peut  supposer  aussi  ol  <  A'  et  par  con- 
séquent: 

.      M(?.)|  <  M..(f)"--^_, 

A' 

et    puisque    les    quantités    dl    décroissent   quand   y  croit,  on  aura  en  in- 
diquant par  M'  une  quantité  positive: 

i\A{F,)\<M'is,. 

Il  suit  de  là  que  la  série 

l\n  3*^(«,  b) 
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est  convergente  absolument  et  uniformément  pour  toutes  les  valeurs  de 
X  telle  que  la  quantité  A  soit  >  d^  pour  p  >/£.  Elle  représente  donc 
pour  ces  valeurs  une  fonction  analytique  régulière.  La  somme  complé- 
mentaire 

rentre  dans  le  cas  b  précédent,  et  représente  une  fonction  analytique 
régulière  partout,  sauf  aux  points  tels  que 

f{x,  ^,)  =  o;  (.-i,»,...,M-'i) 

le  théorème  se  trouve  donc  démontré. 

25.  En  même  temps  que  le  champ  jE«(a,  ^),  on  peut  considérer  le 
champ  ^m(a,,  p^  et  il  pourra  se  faire  que  ces  deux  champs  aient  une 
partie  commune.  Par  exemple,  si  le  cercle  (a^y^J  est  intérieur  au  cercle 
(a,  p)^  le  champ  EJ^^^  p^)  sera  nécessairement  compris  dans  le  champ 
En.{a,  p). 

Or,  soient  deux  champs  J5^(ot,  />),  JSJ^(a,,  /oj  qui  aient  une  partie 
commune;  les  deux  cercles  auront  aussi  une  partie  commune  dans  la- 
'  quelle  on  pourra  décrire  un  cercle  intérieur  («j,/?,);  et  le  champ  ^„.(a,,  p^ 
sera  intérieur  à  E^^ol,  p)  et  E^{ai^,  />,).  D'après  le  théorème  de  Cauchy, 
si  ^(y)  est  une  fonction  uniforme  régulière  dans  les  cercles  (a,  p)  et 
(a^,  />,),  on  aura  pour  un  point  x  pris  à  l'intérieur  de  EJ^a^^  p^): 

Par  conséquent,  on  aura  aussi  en  indiquant  par  Ä^^\x\  A^i\x)  les  fonc- 
tions  analogues  au  système  Ä^[x)  dans  les  nouveaux  champs  considérés: 

"LcaM  =  2:c<;>^i."(a;)  =  7:&:\4^:^{x). 

Ces  formules  nous  donnent,  pour  les  développements  (5),  un  concept 
tout  à  fait  analogue  à  celui  de  la  continuation  analytique  pour  les  séries 
de  puissances;  ainsi  la  série  Hcf^^^A^^^x)  peut  être  regardée  comme  la 
continuation  analytique  de  la  série  ^c^A^{x)j  la  série  Sci^Mi^^(aj)  comme 
la  continuation  de  la  série  Jlc)î^^ A^^\x)  et  ainsi  de  suite.     Notons  encore 
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que    les   coefficients  6„,  c^\  c^^\  ...    sont  précisément   ceux   des   continua- 
tions  analytiques  correspondantes  de  la  série 

26.  On  pourrait  ajouter  ici  plusieurs  remarques  sur  les  développe- 
ments (5);  je  me  bornerai  aux  suivantes: 

a.  Etant  donnée  la  série  de  puissances  ^{y)  de  la  forme  (10),  on 
aura 


d'oii 


=  Z(Ao6-„  +  X,c,^,  +  .  ■  .  +  X^S'„^^)A„{x). 


«  =  0 


De    cette   formule    et   du    §  24,  b,  on  déduit  sans  difficulté  le  théorème 
suivant:  ^ 

ï>De  même  qu'une  fonction  rationnelle  est  représentée  par  une  série 
récurrente  de  puissances,  de  même  une  fonction  de  la  forme 

est  représentée  par  une  série  récurrente  de  fonctions  Ä^[x).i> 

La  réciproque  de  ce  théorème  n'est   vraie   que   dans  le  cas  où  Ton 

sait  qu'avec   les  fonctions  A^^x)   on   ne   peut  former  des  développements 

de  zéro  {Nullentwickélungen), 

b.     La  formule   (11)   peut  s'étendre  au  cas  où  le  multiplicateur  de 

(p{y)  devient  une  série  de  puissances.     Dans  ce  cas,  on  aura 

,  00        oc 


iy-af 


n^O  fi*=0 


'  V.  dans  mon  mémoire  déjà  cité,  §§  24 — 29,  plusieurs  applications  de  ce  théorème, 
notamment  la  transformation  des  fonctions  rationnelles  en  intégrales  des  équations  diffé- 
rcnticllcs  ou  aux  différences  linéaires  et  à  coefficients  constants. 
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Sous  lea  conditions  de  convergence,  qui  sont  satisfaites  si  fr(y)  et 

K 


ont   une  circonférence  commune  de  convergence,  le  second  membre  peut 
s'écrire 

oo 

En  posant 

(12)  K{A)  -  h.  A,  +  h,A,^,  +  ...  +  KA^, 

on  trouve  aisément  que  ces  polynômes  généraux  h^{Ä)  jouissent  de  pro- 
priétés distributives  analogues  à  celles  des  polynômes  de  M.  Appell. 

c.  Si  Ton  particularise  la  fonction  caractéristique  -4(rr,  y),  l'opéra- 
tion A  pourra  servir,  non  seulement  à  la  transformation  des  fonctions  $?, 
mais  encore  à  la  transformation  des  équations  fonctionnelles  auxquelles 
elles  satisfont.  Cette  transformation  s'opère  au  moyen  de  la  relation  (ii) 
et  des  égalités 

Je  me  propose  de  revenir  sur  l'étude  de  cette  transformation  d'équa- 
tions fonctionnelles  (équations  différentielles,  aux  différences,  etc.)  notam- 
ment pour  le  cas  où  la  fonction  caractéristique  est  l'intégrale  d'une  équa- 
tion linéaire  aux  dérivées  partielles.  Pour  le  moment,  je  me  bornerai  à 
citer  les  transformations  des  équations  différentielles  linéaires  en  équations 
différentielles  ou  aux  différences  finies  linéaires,  données  par  les  opérations 
considérées  aux  §§  19 — 20,  et  en  particulier  par  la  transformation  de 
Laplace.  Rappelons  aussi  les  transformations  d'é(iuations  linéaires  don- 
nées par  M.  Appell  aux  §§  14 — 16  de  son  mémoire  déjà  cité:  Sur  une 
fiasse  de  polynômes. 


27.     Nous  avons  considéré  jusqu'ici  le  cas  où  la  variable  x  est  prise 
à  Tintérieur  du  champ  i?^(a,  p).     Supposons  mnintennnt  qu'elle  soit  prise 
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k  l'intérieur  du  champ  -Bo(^'  p)*  P^^ur  de  telles  valeurs  de  r,  aucune 
singularité  de  A{Xy  y)  ne  se  trouve  à  Tintérieur  du  cercle  {a,  p);  on 
peut  donc  écrire,  pour  x  k  l'intérieur  de  J5J^(ot,  p)  et  pour  ]yj  </>: 


A^^y)-=Tü 


I    9"^(«,  a) 


da 


Cv-«)". 


Soit  maintenant  ^{y)  une  fonction  analytique  uniforme,  pour  laquelle  je 
conserve  les  mêmes  hypothèses  et  notations  qu'au  §  23;  on  aura: 


(13) 

et     . 
(H) 


A{i,^r)  =  o,        A{^)  =  Aij.if) 


^w  =  I£ 


ri  i^ Å{x^  a) 


n^b 


a« 


Ce  développement  se  continue  analytiquement  dans  les  champs  E^, («,,/>,), 
-^o(°^3'  /ïj),  . . .  dont  chacun  a  une  partie  commune  avec  le  précédent, 
ail  moyen  des  développements 


Z.  In 


cL'^  d^'Ajx,  a^) 


dUi 


c':^  d^'Ajx.  a,) 


9«3 


Je  n'insiste  pas  sur  des  remarques  analogues  à  celles  que  Ton  a  faites 
pour  le  cas  précédent,  et  qu'il  serait  facile  de  répéter  ici. 

28.     Enfin,  on  peut  considérer  le  cas  où  Ton  prend  x  dans  une  defl 
aires 

•    -E?i(a,  p),         E^{a,  />),     .  .  .  ,     E^^^ia,,  p). 

Les  fonctions  finalytiques  représentées  par  A{^)  dans  ces  divers  champs 
se  déduisent  de  celles  qu'on  vient  d'étudier,  par  l'application  du  théorème 
de  M.  Hermtte;^  je  ne  reviens  pas  ici  sur  cette  application  que  j'ai  déjà 
donnée,*  non  plus  que  sur  les  conséquences  qu'on  en  déduit. 


'  Voir  le  mémoire:  Sur  quelques  points  de  la  théorie  des  fondions,  (Acta  Soc. 
Scient.   FeoDic»,  T.   12,   1881.) 

*  V.  mon  mémoire  déjà  cité,  §  34,  et  ma  note  Sur  une  formule  dans  la  théorie 
des  fondions  (öfversigt  af  Svenska  Vetensk.   Akad.   Pörhandl.    1886,  p.  51—55). 
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29.  Nous  avons  appris,  aux  §§  16  et  17,  à  déterminer  formelle- 
ment la  fonction   A  (y,  t)   que  nous  avons  appelée  réciproque  de  A{Xf  y). 

Supposons  à  présent  que  cette  fonction  ait  une  existence  effective,  et 
que  les  singularités  de  cette  fonction  soient  les  couples  de  valeurs  qui 
vérifient  une  équation  de  degré  m': 

fÇ(y,  t)  =  o. 

J'indiquerai  par  ^.J^a^  p)  la  région  du  plan  t  011  Ä  singularités  de  A  (y, /) 
tombent  à  l'intérieur  du  cercle  (a,  p).  Supposons  enfin  que  la  ligne 
d'intégration  V  de  l'opération  réciproque  soit  dans  le  champ  E^(a,  p). 

Cela  posé,  proposons-nous  le  problème  suivant.  Etant  donnée  une 
fonction  ip{x)  dans  le  champ  E^{ay  />),  on  demande  de  la  développer  en 
série  de  fonctions  A^{x)\ 

(15)  -  ,!>{x)=^r.c^A^{x), 

problème   qui   revient   à   la  détermination   du   système  de  coefficients  c^. 
A  cet  effet,  formons 

fk{y,  t)4^{t)dt  =  ^{ijy, 
i' 

puisque  la  ligne  /'  est  contenue  dans  le  champ  E^(a,  p)^  on  aura  le  long 
de  cette  ligne: 

A(2/^  0  =  2.-    I,, 

d'où 


n  =  0  1-  ^« 


fCv)  =2:^n(2/  — a)" 


avec 


r 

Cette  formule  (lorsque  elle  a  un  sens)  nous  détermine  les  coefficients 
du  développement  cherché  (15).  Ce  développement  pourra  netre  pas 
unique,  parce  que  la  ligne  /'  elle-même  pourra  admettre  plusieurs  déter- 
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minations,   et  alors  on  pourra  former  avec  les  fonctions  A^{x)  des  déve- 
loppements de  zéro.  ^ 

30.     En   certains   cas,   le   problème  précédent  se  simplifie  beaucoup. 
Si,  par  exemple,  la  fonction  ^{x)  est  déjà  connue  sous  la  forme 


p    00 


v=l   f|.=  0     I— 


(»W-iri^--^--     K-«l>/. 


les  coefficients   c„   s'obtiennent  sans  recourir  à  la  fonction  réciproque:  ils 
ne  sont  en  effet  que  les  coefficients  du  développement  de  la  fonction 


p  00 


en  série  de  puissances  entières  et  positives  de  y  —  a. 
En  particulier,  si  la  fonction  ip{x)  est  de  la  forme 

v^  Y^  Oy^  a"i4(a?,  gy) 

elle  est  développable  en  une  série  de  fonctions  Ä^(x)  à  coefficients  ré- 
currents. 

31.  Supposons  que  nous  ayons  obtenu  le  développement  d'une  fonc- 
tion ^{x)  en  série  A^{x),  et  cherchons  le  développement  de  la  même 
fonction  en  série  de  polynômes  Ä„(-4).  (V.  §  26  b);  en  faisant  désormais 
a  =  o  pour  simplifier  récriture. 

Soit  donc 

A{^)  =  <p{x),         (p{y)  =  Zc„î/%         ip{x)  =  i:c,A,{x)\ 
on  aura  à  résoudre  Téquation  fonctionnelle  en  jp^: 

(17)  A{ip,x)  =  ip{(c\ 

où  Ton  a  posé 

^  Sur  ces  développements,  y.  pour  un  cas  particulier  remarquable:  Frobenius,  Über 
die  Entwickelungen,  etc.  (Journal  de  Crelle,  T.  73.)  V.  aussi  mon  second  mémoire 
Sut  sistemi  di  funzioni  analitiche  e  le  serie  etc,  (Annali  di  Matematica,  S.  II,  T.  XII, 
p.   127,) 
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c'est-à-dire  que  Ton  demande  le  système  de  coefficients  c^  tel  que: 

j.,(y)  =  Zc;y%     d'où     ^{x)  =  TcMA), 

Or,  cette  équation  (17)  se  résout  sans  difficulté,  par  suite  de  la  remarque 
du  §  26,  en  prenant 

ce    qui    signifie    que    Ton    développe  le  quotient  ^  en  série  de  Laurent 

dans   une  couronne  qui  comprenne  la  circonférence  p\  et  que  Ton  prend 
la  partie  de  cette  série  qui  contient  les  puissances  positives  de  y. 

32.     L'on    peut  encore  se  proposer   la  solution   de   Téquation  fonc- 
tionnelle en  ^j 

(18)  A{ip,x)  =  o. 

Il  suffira  pour  cela  que  la  fonction  ^,;f  soit  développable  sur  la 
circonférence  (o,  p)  et  en  dehors,  en  une  série  de  puissances  négatives  de 
H}  Ü9^iX  "^  ^)'  ^'oix  il  résulte,  puisque  p^  doit  être  régulière  dans  tout 
le  cercle  (o,  ^),  circonférence  comprise,  que  ^^  doit  se  réduire  à  une  fonc- 
tion rationnelle,  diviseur  de  x-  Cette  fonction  j?j  nous  donne  donc  les 
coefficients  (récurrents)  d'un  développement  de  zéro  en  série  de  poly- 
nômes K{A). 


33.     Comme  application   de  ce  qui  précède,  supposons  que  la  fonç- 
ât: îon    caractéristique    soit    de    la   forme   A(j/  —  a?),  où  A{z)  =^-^^  est 

vine  fonction  uniforme  dont  toutes  les  singularités  (qu'il  n'est  pas  néces- 
saire, pour  le  moment,  de  spécifier  davantage)  sont  à  l'intérieur  du  cercle 
C<=>,  iî).  Le  champ  du  plan  x,  pour  lequel  les  singularités  de  A{y  —  x) 
Sont  toutes  à  l'intérieur  du  cercle  (o,  p  >  R\  est  l'intérieur  du  cercle 
(o,  p  —  R). 

Pour  tout  point  a  du  cercle  (o,  p  —  JB),  la  fonction  A(j/  —  a)  admet 
le  développement  en  série: 
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convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  jy|>yO.  Les  fonctions  A^{x) 
forment  un  système  de  polynômes  de  M.  Appell;  en  effet,  on  a,  en  in- 
diquant les  dérivées  par  des  accents: 

doù 

qui  est  la  relation  caractéristique  de  ces  polynômes. 

34.  Si  fr(y)  est  une  fonction  analytique  uniforme  qui  na  aucune 
singularité  le  long  de  la  circonférence  (o,  p),  et  en  conservant  les  nota- 
tions du  §  23,  on  aura: 

A{ç^)  =  A{i^)  =  Tc,A,{x). 

C'est  là  le  développement  que  M.  Appell  indique  par  ^{A).  Ce  dévelop- 
pement converge  dans  le  cercle  (o,  p  —  R)^  si  /p  converge  dans  le  cercle  p.^ 
On  pourra  sans  difficulté  répéter  pour  ce  cas  particulier  les  con- 
sidérations faites  au  §  24,  au  sujet  des  divers  cas  auxquels  pourra  donner 
lieu  la  fonction  f  (y). 

35.  Etant  donnée  une  fonction  ^{x),  on  demande  de  la  développer 
en  série  de  polynômes  A„{x),  Les  coefficients  du  développement  seront 
donnés  par  la  formule  (16),  où  A  (y,  t)  est  la  fonction  réciproque  de 
Ä{x^  y).  Mais  pour  déterminer  cette  fonction,  il  suffit  de  la  prendre 
sous  la  forme 

A(y-0=V ^^nrï 

de  telle  sorte  que 


LP(x-y)A(y-Orfy  =  -^; 


2m_ 

(p) 


d'où   l'on  déduit  aisément  le  système  d'équations  qui  détermine  les   coef- 
ficients a«: 


(19) 


«0««   =    I, 


«0««  +  ("]aiO»-i  +  (2)"*"»-'  +  . . .  +  a,Oo  =  o- 

'  Cfr.  ma  note:  Alcune  osservazioni  sut  polinomi  del  prof.  Afpell.     (Rendiconti 
deila  R.   Accademi»  dei   Lincei,  S.  IV,  T.  II.) 
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De  ces  relations  il  résulté 


(19')  y?^ — —, 


ce  qui  prouve  que  les  polynômes  de  M.  Appell  formés  avec  les  coeffi- 
cients a  sont  les  inverses  ^  de  ceux  formés  avec  les  coefficients  a . 

Les  équations  (19)  donnent  la  solution  formelle  du  problème;  ce 
sera  une  solution  effective  s  il  existe  une  circonférence  (o,  p)  le  long  de 
laquelle  les  deux  séries 

if  I 

convergent  ensemble  uniformément.  Toutefois,  la  transformation  de  La- 
place  permet  facilement  de  déduire  la  solution  efiFective  du  problème 
de  la  solution  formelle. 

36.  Nous  trouvons  ainsi,  pour  les  coefficients  de  développement  de 
^{x)  en  série  de  A„{x\  la  formule 


Supposons  que  la  fonction  K{t)  soit,  dans  un  cas  particulier,  de  la  forme: 

OÙ  les  points  a^  sont  intérieurs  au  cercle  p]  d ailleurs  les  formules  (19) 
ou  (19')  permettent  de  trouver  quelle  sera,  dans  ce  cas,  la  forme  des 
polynômes  -4„(ic).     Il  en  résulte 


d'où,  si  le  cercle  de  convergence  de  ^  est  plus  grand  que  p: 
*  Appell,  Mém.  cité,  §  3. 
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La  fonction  ^{x)  satisfait  donc,  dans  ces  hypothèses,  à  l'équation 


(20) 


iP{x)  ^Y[lHi}^-\a,)  +  hf^\a,)  +  .  .  .]A,{xy 


C'est  là  ufffe  formule  donnée  par  M.  Halphen.     (Comptes   Rendus  de 
TAcadémie  des  Sciences  de  Paris,   1881,  T.  93,  p.  781.) 

Une  autre  formule  trouvée  par  le  même  auteur  (ibid.,  p.  832)  se 
déduit  avec  la  même  facilité.  Nous  venons  d'apprendre  à  résoudre  l'équa- 
tion en  F  {y) 

±-J Aij,  -  x)l\y)dy  =  f{x). 


Or  en  mettant  x  ^  t^  y  -{-  t  h,  \2k  place  de  a;,  y,  il  vient: 
et  d'après  les  développements  ci-dessus: 

(21)  f{:x  +  t)=llA„{x)^. 

C'est  la  seconde  formule  de  M.  Halphen,  qu'on  peut  regarder  comme 
une  généralisation  du  théorème  de  Taylor.  Il  s'y  manifeste  une  sorte 
de  dualité,  qu'il  serait  aisé  de  poursuivre,  entre  les  systèmes  de  poly- 
nômes de  M.  Appell  et  les  systèmes  de  dérivées  successives  d'une  même 
fonction. 
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ÜBER  EINE  GATTUNG  TRANSCENDENTER  RAUMCOORDINATEN 


VON 

OTTO  STAUDE 

in   DOBFAT. 


Die  bekannte  Darstellung  der  geodätischen  Linie  auf  den  Flächen 
2.  Grades  durch  hyperelliptische*  Functionen  zweier  Veränderlicher  und 
verschiedene  ähnliche  Anwendungen  der  genannten  Functionen  weisen  auf 
eine  Gattung  transcendenter  Raumcoordinaten  hin,  durch  deren  Einführung 
jene  Anwendungen  auf  einen  gemeinsamen  Ausgangspunct  zurückgeführt 
werden.  Statt  zur  Darstellung  einzelner  Raumgebilde  einen  oder  zwei 
Parameter  durch  die  Integralsummen  des  JACOBi'schen  ümkehrproblems 
zu  definiren,  kann  man  nämlich  zuerst  darauf  ausgehen,  alle  Puncte  des 
Raumes  durch  drei  unabhängige  Summen  von  je  drei  hyperelliptischen 
Integralen  darzustellen  und  die  geometrische  Discussion  entsprechender 
räumlicher  Gebilde  an  den  Gebrauch  dieser  transcendenten  Coordinaten 
zu  knüpfen.  Im  Folgenden  sind  als  typische  Formen  drei  verschiedene 
Darstellungen  der  Puncte  des  Raumes  durch  drei  unabhängige  Parameter 
der  angedeuteten  Art  in  Kürze  zusammengestellt. 

Dabei  ist  nicht  sowohl  auf  die  mannigfachen  geometrischen  Sätze 
Rücksicht  genommen,  welche  als  gemeinsame  Folgerungen  aus  jeder  ein- 
zelnen dieser  Darstellungen  sich  .  ergeben,  als  vielmehr  auf  mechanische 
Bedeutungen  der  letzteren.  An  den  herangezogenen  einfachsten  Beispielen 
mechanischer  Vorgänge,  deren  analytische  Behandlung  auf  hyperelliptische 
Functionen  i.  oder  2.  Ordnung  führt,  wird  überdies  auf  eine  charak- 
teristische   Unterscheidung    der    betreffenden    Bewegungsvorgänge    hinge- 
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wiesen.  Bei  der  Anwendung  der  hyperelliptischen  Functionen  auf  die 
Darstellung  der  Bewegungen  kon\mt  nämlich  wesentlich  in  Frage,  wie  viele 
von  den  reellen  Periodicitatsmoduln,  respective  Systemen  zusammenge- 
höriger Periodicitätsmoduln  bei  dem  einzelnen  Falle  zur  Geltung  gelangen. 
Dieser  Frage  parallel  geht  die  andere,  ob  die  betreflFende  Bewegung  eine 
unmittelbar  periodische  oder  eine  nur  unter  gewissen  Bedingungen  perio- 
disch werdende  ist.  Eine  darauf  beruhende  Gruppirung  aller  Bewegungs- 
vorgänge ^  findet  an  den  hier  behandelten  Darstellungen  der  Raumpuncte 
ihre  einfachste  Erläuterung. 


%  1.    Darstelhmg  der  Ihincte  des  Matitnes  durch  die  Tlmkehrfiinc^ 
tianen  hyperelliptischer  Integrale  2.  Gattung  rom  Geschlecht  2. 

Die  gewöhnlichen  Coordinaten  x,  y,  2^  eines  Punctes  im  Räume 
drücken  sich  durch  die  elliptischen  Coordinaten  A,  /i,  v  desselben  in  der 
bekannten  Weise  aus: 


(0 


V.       («-/9)(«-r)       ' 

.  _  ./(r->^)(r-/W-^ 


wo  o,  ßy  X  ^'^'  Constanten  des  elliptischen  Coordinatensy stems  bedeuten 
und  die  Ungleichungen 

—  CO  <  A  <  ;- < /£  < /9  <  V  <  a 
bestehen. 


'  Vgl.  Üter  periodische  und  bedingt  periodische  Bewegungen,  Sitzungaberichte 
der  Naturforschergesellschaft  bei  der  UniTeraität  Dorpat,  l886;  Über  bedingt 
periodische  Betoegungen,  ebend.,   1887. 
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.'Zmècfaen  den-eOipttachén  Goorâînaten  Åf  fij  u  und  drei  neuéh  Gôor^ 
dinaten  u^^u^^  u^  mögen  nun  die  folgenden  Relationen  angenommen  werden: 


(») 


i,)dv 


-r 


wonn: 


ist  und  ^9  pt^  zwei  besondere  Werthe  der  gleichnamigen  Coordinaten  Xj  fi 
bedeuten.  Indem  man  aus  diesen  3  Gleichungen,  welche  das  Umkehr- 
problem  der  hyperelliptischen  Integrale  2.  Gattung^  vom  Geschlecht  2 
enthalten,  die  symmetrischen  Functionen  (i)  der  elliptischen  Coordinaten 
Xf  fij  V  berechnet,  erfaftit  man  x^  y\  z  als  eindeutige  Functionen  der  drei 
neuen  Coordinaten  w^,  w, ,  11,  dargestellt,  nämlich: 


(4) 


X 


e 


I         •  «»(",,  «,)  ^  ö.,(«,,  «,)   ^  >'   «'   »^ 


»«  :/ 


^  =  ■0^  v^-^ 


«{«,,  1*,)       ö„(»«,,  «,) 


£(»,,  «,,«,), 


ycortn: 


(S). 


^(Wi,  «,,  w»)  =  «,  +  ^ ;W,  + 7: 1^. 


ft. 


■/:    ■ylQg.g(^i,v 'ti,>        ^lopg(4t,,  y,) 

ait,  au. 


*  Vgl.  Clebsch-Gordan,  Theorie  der  AagL^ck^n  FunctimeA,  I^ipsig  1866,  S.  150. 

Atta  mmtkemmtiem.    10.    Imprimé  !•  91  Jain  1867.  24 


Digitized  by  VriOOQiC 


^zeîcfaûèt, 


lente  Vj,  v^ 


dîe  Werthèi 


-féœ^y 


2v/— r(/>) 

[)etrefiFenden 

UumpuDcte 

labhangîger 

iedenen  be- 

Flacheni  ^i 

a,  mît  zwçi 
icr  geraden 


Digitized  by  VriOOQiC 


Ober  eine  Otttsog  tnünoenAeAier  Rsamcoordiosten.  i%^ 

Limé;  '  wel$^«^  '  wje  ;  ihrö    l>iâfere{itia!^leic}rangea^   in;^«iliptik;heii'  Öoet«- 


(8) 


{Å—/l,)dÅ         (ft—fi,)dfl         (y—it^)dv  ^^ 

2yjr{i)     ■^,     2v/r(/.)     "^      2V»-('>) 


erkennen  lassen,  mit  den  Flachen 

•      •    •  i  .^       ■■ 

des  confocalen  Fl&chensystema  der  elliptischen  Coordinaten  je  .2  unendlich 
nahe  Puncte  gemein  hat,  also^  gemeinsame  Tan^nte  der  Flächen,  À  =5=.^ 
und  jù-='^  .ist/.  Die  Formeln;  (4)  liefern-  in.  diesem  Talle.'mit  u^,^  cty 
unter  c  einç  Constante  .und  .unter  /  die  Zeit  .verstanden, .  ;5ugleich  die 
Gleichungen  der  Tr&gHeitsbewegung  eines  materiellen  Punctes  im  Räume 
und  die  Beziehung  zwischen  den  beiderseitigen  Integrationsconstanten  in 
den  zwei  von  Jacobi  gegebenen  Formen*' dçf "Gleichungen  der  Tragheits- 
bewegung  als  der  Integralgleichungen  des  Systems  von  Dififerentialgleich- 

ungen,  welches  aus  (8)  unter  Hipzufügung  dep- dritten  Gleichung 

..  ^  _- — . 

entsteht. 

Für  ^  =  ^^  verschwinden  in  den  3  Gleichungen  (2)  die  ersten  Glieder 
der  rechten  Seiten,  und  zwisohcn  "den  -entBtehenden  3  Summen  u^^  w^,  W3 
von  je  2  Integralen  besteht  die  Relatione 

äie  mit.  ROëkâicht  auf  die  Definition  (5)  nichts  anderes  ist^  elß'dle  Dàf- 
Mélktng  ^èf  Summe -zWfeier- Integrale  2^  Gattung  ùj  durch  dii  Summen 
je  zweier   Integrale    i.   Gattung   u^   unS  ie^J-    Die  GlWöhiing  (^)   isfr  die 


'  Vgl.  Klkin,  Zur  geomeirischen-^Éeiäwig-  des- ÄBit'9cheh\FH€^         M^atbem*.  Ann. 
•  Vgl.  Jacobi,  Vorlesungen  über  Dynamik,  hei^attsg.  t>o/r  Clbbsch,  8.'^*Ï53.  •  -    '  ^-  ' 
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Gleichung  des  ElJipdOideig  X^  Å^  lû  den  Cofordinat^n  i^^,  u^ri»,V  Zugteicb 
reduciren  Bich  die  Formeln  (4)  fur  die  Puncte  dieses  EUipBoides:au£  di^ 
bekannten  Formeln:'  \      . 


(10) 


»»«>..  w.) 


Besteht  zwischen  Wj,  t*,,  w,  neben  der  Gleîchutjg  (9)  noch  die  ^JërnVrè 
Gleichung  w,  =  ß^,  so  erhält  man  in  (10)  die.  gepdätisch^n  Linien  find 
zugleich  die  Gleichungen'  der  Trägheitsbewegüng  eines  materieUen  rünctes 
auf  dem  ellipsoid  X  =  ^,^eren  Dififerentialgleichungen  lauten: 

Man  hat  in  der  letzteren  Auffassung  u^  durch  die  Gleichung: 


mit  einer  Constanten  t^  als  eindeutige  Function  von  t  fOr  alle  reellen 
Wer  the  von  t  definirt  zu  denken.'  In  den  Formeln  (4)  vereinigen  siöh 
also  die  Darstellungen  der  TrAgheitsbewegung  eines  materiellen  Puqdtes 
im  Räume  und  auf  der  Flftche  zweiten  Grades. 


^  Vgl.  AoU  na^hematioA)  Bd.  8,  S.  84. 

'  Vgl.  Wbibrbteass^  Über  geodätische  Linieh  auf  dem  dreiascigen  EHipemd,  Hooa.lf- 
berichte  der  Berliner  Akademie  1861,  S.  986, 
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'.••;  >V/ 


g  2.    J>araeeUung  der  Puncte  dès  Baumes  durch  die  VmkehrfwMi^ 
tioneü  hypereÜ^pHscher  Integrale  3.  Gattung  90m  Gesehtectu  2..  ~ 

Die.  elliptlscheli  Ooordinaten  À,  /i,  'v  m^en  ferner  ersetzt  werden 
dqrch  3  Goordinaten  tf, ,  u,,  u^.,  welche  mit  ihnen  verbunden  sind  durch 
folgende' Gleichungen: 


-/i,)dv 


(0 


'       J      2,lr{X)     ^J      2vV(/.)     "^j      2Vr 


(w) 


2y/7(y)  ■ 

WO  jetzt  unter  r{ft),  anders  als  in  §  i^  eine  ganze. Function  6.  Grades:,. 

(2)  -     •  r(jtf)  -  -  (et -»(/y_p)ö- -;,)(;,,  -^X;,  -/»KV-/»)     ■  :  ; 

verstanden  wird  und  ig;^xt/S>(^i  <  ^)  sp^î^l^Werthe  der  gleichnamigen 
Coordlnàten  sind.  Es  ist  daher  jetzt  u,  ejne  Summe  von  hyperelüptischeA 
Integralen   .3.    Gattung    mit    den    logarithmischen    Uïiendlichkeitspuncteii 

p  «=.90*  ,  '  .    .     • 

Die  Berechnung  der  symmetrischea  Functionen  §  i,  (i),  der.  çbereQ 
Grenzen  A,  fir  v  der  Integralsummen  w^,  w,,  t^,  giebt  jetzt; 


(3) 


•     X 


p(tt,,>  t/,,  tf.,y 


V(«- 

-^>: 

-K) 

• 

Ï'K, 

*.. 

•«,) 

* 

y 

= 

Q  c«., 

-.) 

VC^r- 

-w- 

-^.) 

•«.) 

r       -    Z. 

— r-: 

*(«., 

«f. 

«*) 

V(r-'i*Xr-''«.) 
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worin  T,  P,  Q,  B  die  Bedeutung  haben: 

(4)  .  .  .     r(u,,«„^«,x 


(5) 


iî(«, ,  M„  M,)  =  e„{ci ,  c,){«'"''^oi(mi  -<?,,«,  —  c,)  —  e-"''Öo,(tti+ c„  «,+  c,)}, 
5f(Mi,  M,,  «,)  =ö,j(c„  Ci){e'"'«Öo,(t*,— c,,-»,  — Ci)-«^'*'»'(9o,(u,-|-c„  w,+c,)}, 
wo  ferner: 

(6)  u',  =  ya-t^^^^y '-^t^.- i' ^^^;^'".''^«,  .; 

ist  und  die  rein  imagin&ren  Constanten  c^,  c,  die  Werthe  haben: 

A,  Ai 

Die  Argumente  und  Parameter  der  Thetafunctionen  haben  die  Werthe 
wie  in  den  Foirmeln  §  i,  (6),  (7)  nur  dass  in  (Riesen  r{p)  jßtzt  die  neuç 
Bedeutung,  (2)  bçsits^t  .  Die  .Quadratwurzel  T  vßrsqhvindejt,  wie  Iqicht  aus 
tjefcanjnten  Sätzen  über  das  gleichzeitige  Yersch winden  ihçhrerer  Theta^ 
ftin'ctiönert  ^^(w, ,'  w^)  hergeleitet  werden  kann,  für  kein  reelles  WerjfhepaaV 
üjV 'Wa'r^i; 'sie  ^at  überdies,  wie  auch  P,  Ç,  B,  -S'  für  reelle  Argumenté 
^i>  ^2f  ^»  auch  reelle  Werthe.  Dje.  doppelt  geatrichene .  Quadratwurzel 
bedeutet' den  positiven  Werth  von  jf. 

Die  Darstellung  (3)  der  Püncte  des  Raumes  durch  ffenffach*  perio- 
dische Functionen  der  drei  Argumente  w^,  «,,  w,  ist  im  reellen  Gebiete 
eine  eindeutige,  sobald  man  für  T  einmal  das  positive  Vorzeichen  fest- 
gesetzt hat.  Aus  dieser  Parameterdarstellung  aller  Raumpuncte  ergeben 
sich  folgende  specielle  JP^rmen: 

Wenn  man  die  beideh  Variablen  •  ii^\  u^  constant,  gleich  a, ,  a,  setzte 
so  bleibt  in  den  Formeln  (3)  nur  wj  variabel,  und  man  übersieht,  dass 
bei  den  gemachten  Festsetzungen  die  Çormeln.  '{3).  eine  Ellipse  darstellen. 
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deren  Mittelpunct  jder  CoordiBâteziaiifang  ist.'    Am  å&L  Djffeféntialgleioh» 
ungen  dieser  Ellipse  in  elliptischen  Coordinaten: 


(8) 


2^rii)  ?^r(ji}  2v'r(v) 

(i-K,)di  ,  (fi  -  ^)  J/i  .  (v  —  K)àv  _  ^ 


folgt  anderseits  sofort,  dass  diese  Ellipse  mit  den  Flächen 

v^a,         v^ß,         fi^Ty         ß  =  /h^         /*  =  ^»        -»  =  V/ 

80  oft  sie  denselben /bej^eghet,  je  zwei  .unendlich  nahe  Puncte  gemein  hat^ 
also' die  Fl&chen  /i^»  ^^  ^i  j^  ^^  zwei  diametral  gegen  tiberliegenden,  Punc- 
ten  berührt.^ 

Mit  II,  =  gt  hat  man  in  (3)  unmittelbar  die  Gleichungen  der  Central- 
bewegung  eines  materiellen  Punctes  x^  ify  z  unter  Einfluss  der  vom  Coor- 
dinatenan&ng  a,Qsgehepden  Anziehungskraft  vqu  der  GrOsse  g^r,  unter  r 
die  Entfernung  des  bewegten  Piinctes  von  letzterem  verstanden.*  *    .  ^  . 

Für  X  =  \  verschwinden  in  den  3  Gleichungen  (i)  die  ersten  Gliedei» 
der  rechten  Seiten  und  zwischen  den  entstehenden  3  Summen  von.  je  2 
Integralen  besteht  die  Relation:    .  .   -1    -, 

• .     ,     *  '      *  *      '  .. .  '  .  ■  '     *  .•  . ,     ,    * . 

welche  die  Darstellung  der  Summe  zweier  Integrale  3.  Gattung  ii,  durch 
die  Summen  je  zweier  Integrale  i.  Gattung^  u^y  u^  ist.  Man  kann  diese 
Relation  auch  schreiben: 

..-:  ..T,    '-.'     ...  ..',•  -  ^*"^',^'  ^(^«  t  fy  ^t  "^  ^«^j    -'  -      '        -r   .  '     .'..:, 


f:*     >   T  .' 


\  rV^h.  Über  Veraltgemeinerungen  des  ORAVssfechein  Theorem  in. der  analiftischen 
Mechanikj^V èriohie  d.,^K.  Säc.hg.  Çles.  ä.  W.,  iß?6;  feirner  Klbu« :  ,^i«r ^eoni€^in«c^«|t 
ÏJfeiiiufij^  dé&  ^ Abel* schen'  TÎièciretns  der  hfpefelliptischen  Integrate,  Matlietùatischè  Än- 

*  Vgl.  Jacobi,  à.  a.  0.,  S.  234.  ;  .-  :.' 
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lÄft  Pdrmeln  (3)  i^urijreti  sich  in  Folge  dereel  bei)  auf: 


(10) 


'"^   '  '■  «ö„ «;■«.)  ^ 

V(«- 

-^X«->.)            Ï'       ' 

V(^- 

r^)(/î->l.)              ^ 

v/ô~ 

-ar->i.)             Ï' 

mît 


1^.    ...»      .  ;     v  ^ 


wîe.  Idcht  aus  dep  Additionstheoremen  der  Thetafunctionen  fplgt  Diese 
Formeln  (lo)  gehen  ihrerseits  mit.<Aj  =  —  00. in  die. Formeln. f'i,  (^  üter, 
da  heben  ( i o)  noch  äie  Gleichung:  V.  / 


besteht  .Die  in  den  Gleichungen  (10)  enthaltene  Darstellung  der  Punctb 
dep  Ellipsoides  ^  durch  zwef  unabhängige  Parameter  ist  itn  reellen  Ge- 
riete eindeutig.       i\  '  .  V  r  _    \.  . . 

Besieht  neben  der  Gleichung  (9)  auch  noch  die!  Gleichung  w,  =  ä^t 
so  erhält  man  in  (10)  die  Puncte  derjenigen  Curven  auf  dem  Ellipsoid 
X^j  welche  von  den  eben  erwähnten  Ellipsen  umhüllt  werden,  und  ähnlich 
wie  die  g^d&tischen  Linien  v.erlaufen,  eindeutig  durch  den'  Parameter  u^ 
dargestellt.     Macht  man  w^  durch  die  Formel: 


_    r   9W^K)dt 


"-) 


(/,  _  ^  J^  ^  ^J 


eindeutig  von  der  Zeit  t  abh&figig^  ôo  sind  die  Gleichungen.  (10)  die  Be- 
wegungsgleichungen eines  Punctes,  der  auf  dem  Ellipsoid  Å^  unter  dem 
Einiluss  der  Centralkraft  g^r  sich  bewegt. 

r'..ïn  âer  Par^^^  vereinigen  sich, also  idïe  Gleichungen 

äff  f^iei^en'^  lind  der  aiï  dag  Ellipsoid  ii^  gebundenen  Bewegung  eines  ma^ 
teriellen  Punctes  unter  Einfluss  einer  centralen  Anziehungskraft^  welche 
der  Entfernung  direct  proportional  ist. 
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%  8.    DargieUung  der  Bmficte  des  Sau^nes  durch  die  Umkehrfunc^ 
Honen  hyperelliptischer  Integrale  i.  OtUtung  vom  Geschlecht  3. 

Es  sollen  endlich  die  elliptischen  Coprdinaten  Å,  ßj  u  mit  3  anderen 
Coordinaten  Wj,  w^,  1I3  durch  die  folgenden  Relationen  verbunden  sein: 


(0 


=^ —  > 


JU  r 


^    _    m-X^X        fifi-X^àf,         Aw-JoV 
»       j      2s/r(^)     "^j      î^rO/)     "^j      2v'r(.) 


A. 


worin: 

(2)    'r{p)  =  («  -  ;.)0S  -  p){r  -  />)0«,  -  />)(^  -  p){K  -  fi)iK  -  p) 

und  fi^j  ^,  Aj,  )^{\  >  ^j  >  A^)  besondere  Werthe  der  gleichnamigen  Coor- 
dinaten sind.  Die  Integrale  in  diesen  Gleichungen  sind  von  der  i.  Gatt- 
ung vom  Geschlecht  3, 

Um  die  symmetrischen  Functionen  der  elliptischen  Coordinaten  A,  /i,  v 
durch  ttj,  «,,  W3  darzustellen,  setzt  man: 

<3)    »C;::::) <«■•  "••  »■) = *(;;:::■)(-•  "•-  "•)  -%- %■.%-'"" 

mit: 

•+  2a„(»»,  4  fj{ni*  +  'l)  +  20„ (»»,  +-|) (»',  +  'i)  +-2a»(w.  +  ^) («',  +  5)' 

ilc/a  fiia(A«niaf(ca-     10.     Imprimé  le  21  Juin  1887.  25 
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Dabei  bestehen  zwischen  Wj,  w,,  u^   und  Vj,  t;,,  v^  die  Relationen: 

und  haben  die  9  Coefficienten  c^i,  e^^,  c^a  ^îi^  Bedeutung: 

wo    die    Indicestripel    h^h^h^    und    k^k^k^    unabhängig    von    einander  die 
Zahlentripel   123,  231,  312  durchlaufen  und 

A-i        A2        A^ 

-/Ij  ^2  -^8 

Ai        A2        A^ 
Die  Parameter  a^^^  der  Thetaf unction  haben  die  Werthe: 

(5)  «A*  =  —  {CkiB\  +  c,Ji'2  +  c,^Bl)7r,  (Ä.*»i.3.8) 

wobei  ttf^it  =  a^f,.     Endlich  sind  unter  -4J,  BJ  die  auf  reellem  Integrations- 
wege  berechneten  reellen  Constanten  zu  verstehen: 

^i  =  2/rfû>,  —  2fdw^  +  2/(7ai„  Bi  =        2fda)', 

(6)  Al=  —2fdœ,+  2fdœ,,  Bl  =  —  2fd(o', 

r  ß  A. 

a  ß 

A\  =  2jd(o,,         Bl  =        2/e/ai;, 


A». 


mit  folgender  Bedeutung  der  Differentiale  dWf,  und  dœ'j,'. 


(7) 


Sy^rC/))  2v/r(/>)  2v/r(/>) 

2y/-r(p)'  2y/-rip)'  2y/-r(j>) 
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unter  y^TT  allgemein  die  positive  Quadratwurzel  aus  der  positiven  reellen 
Grösse  +  r  verstanden. 

Indem   man  endlich  die  Thetafunctionen  mit  den  WEiERSXRASs'schen 
Indices^  bezeichnet,  erhält  man: 


(8) 


yJr  —  K       ^14. -oaô.Ki  «,i  ^.)' 


wo  den  ohne  Argumente  geschriebenen  Thetafunctionen  die  Argumente 
o,  o,  o  zuzudenken  sind.  Die  Coordinaten  a;,  y,  z  werden  hierbei  reell 
für  reelle  Werthe  von  ii, ,  w^,  w,. 

Diese  eindeutige  Parameterdarstellung  der  Puncte  des  Raumes  durch 


'  Vgl.  Henoch,  De  Äbelianarum  funcHonum  periodis,  (Berolioi,  1867)  S*  ^S»  wobei 
im  yorliegendeD  Text  Dur  die  zweiziffrigeo  lodices  bei  Hbnoch  durch  HiDZufUgung  der 
Ziffer  7  in  dreiziffrige  verwandelt  aind,  sodass  von  den  64  ThetafaDctioneo  8  je  eine  der 
Zahlen  O,  l,  2,  ...,  7,  56  aber  je  3  dieser  Zahlea  als  Indices  bekommen.  Eine  zweite' 
Indieesbezeichnung  wäre  dadurch  geboten,  dass  eine  Thetaf unction  keinen  Index,  28  Theta- 
fonctionen  je  2  der  Zahlen  O,  I,  2,  ..  .,  7  und  35  je  eine  Scheidung  der  8  Zahlen  in 
2  Quadrupel  als  Charakteristik  bekommen.  Man  kann  es  dann  für  den  hyperelliptischen 
Fall  so  einrichten,  dass  die  gerade  Thetafunction,  welche  für  v,  =  O,  v,  =  O,  t;,  »  O 
▼erschwindet,  keinen  Index  bekommt,  die  28  ungeraden  Thetafunctionen  je  2  Indices  und 
die  35  übrigen  geraden  der  Spaltung  der  in  irgend  einer  Reihenfolge  mit  i^,  ^d  ^t)  ■*«)  ^1 
bezeichneten  8  Zahlen  o,   l,  2,  .  . . ,  7  in  4  Quadrupel  so  entsprechen,  dass  sich  die  Null- 

werthe  der  Thetafunctionen  mit  der  Charakteristik   (  .^  /  .*  .'),  mit  einem  Proport ional it äts- 

factor  k  und  der  Abkürzung  (iji,)  =  (a<,  —  a«,),  durch  die  8  Vcrzweigungspuncte  a^,  a^,  a,, 
.  . . ,  a,  so  darstellen  : 

Man   vgl.  über  die  verschiedene  Indieesbezeichnung  auch  Nöthkb,  Zur  Theorie  der  Theta- 
fii9ictionen  von  beliebig  vielen  Ärgumentefij  Mathematische  Annalen,  Bd.   16,  S.  270. 
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6-fach    periodi&che   Functionen    dreier  x4.rgumente   hat  ebenfalls  eine  me- 
chanische Bedeutung.'     Setzt  man  nämlich 


u,  =  a, 


w,  ==  *, 


Wo 


c  +  gt, 


unter  a,  ô,  c,  g  Constanten,  unter  t  die  Zeit  verstehend,  so  stellen  die 
Gleichungen  (8)  die  freie  Bewegung  eines  Punctes  im  Räume  unter  Ein- 
fluss  der  Kräftef unction: 

(9)      U=  —  lg'[L{X  +  fji  +  ^)  —  {X'+;jL'  +  u^)  -{p^u  +  uX  +  Åfji)} 

dar.  Die  7  Grössen  a,  ft,  c,  A^,,  /i^,  Aj,  ^^  vertreten  die  6  Integrations- 
constanten  der  Bewegung;  zwischen  ihnen  besteht  eine  Relation: 

^0  +/^o  +  ^1  +  K  =  ^»  • 

welche  sie  mit  der  gegebenen  Constanten  L  der  Kräftefunction  verbindet. 

Diese  Bewegung  dürfte  insofern  ein  gewisses  Interesse  beansprechen, 
als  sie  ein  typisches  Beispiel  einer  durch  hyperelliptische  Functionen  2. 
Ordnung  dargestellten  Bewegung  abgiebt..  Sie  lasst  daher  in  einfachster 
Form  ein  charakteristisches  Merkmal  solcher  Bewegungen  hervortreten, 
das  der  bedingten  Periodicitdt. 

Um  darauf  einzugehen,  bemerkt  man  zunächst,  dass  die  3 
imaginären  Systeme  zusammengehöriger  Periodicitätsmoduln  für  den  Be- 
wegungsvorgang im  gewöhnlichen  Sinne  keine  Bedeutyng  haben..  Aber 
auch  die  3  reellen  Systeme  verlieren  ihre  directe  Bedeutung,  da  eine 
Änderung  der  3  Argumente  u^ ,  u^,  u^  um  ein  System  zusammengehöriger 
Periodicitätsmoduln  durch  die  Festhaltung  der  Werthe  u^  und  u,  aus- 
geschlpssen  wird  und  daher  die  betrachtete  Bewegung  als  eine  mcA/ jpmo«* 
dische  sich  ergiebt.  Dagegen  zeigt  die  Bahncurve  des  bewegten  Punctes 
eine  dreifache  Art  von  Windungen,  die  man  in  gewissem  Sinne  als  den 
Ausdruck  der  dreifachen  reellen  Periodicität  der  betrachteten  hyperellip- 
tischen Functionen  ansehen  kann.  Die  Bahncurve  bewegt  sich  nämlich, 
wie    man   aus   ihren    Differentialgleichungen   in   elliptischen    Goordinaten 


*  V^l.  Jacobi,.  a.  a.  0.,  S..219. 
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leicht  erkeunt,  in  dem  ringförmigen  Räume,  welcher  von  je  einem  ring- 
förmig geschlossenen  Theile  der  beiden  Ellipsoide  ^  und  ^,  eitierseits  und 
von  zwei  getrennten,  je  ringförmig  geschlossenen  Theilen  des  einschaligen 
Hyperboloides  /i^  anderseits  begrenzt  wird.  Die  Bahncurve  umläuft  in 
immer  wiederholten  Längswindungen  diesen  in  sich  zurückkehrenden 
ringförmigen  Raum,  macht  dabei  aber  zugleich  Querwindungen,  indem 
sie  abwechselnd  den  einen  und  anderen  begrenzenden  Theil  des  Hyper- 
boloides fjL^  berührt,  und  Tiefenwindungen,  indem  sie  abwechselnd  die 
begrenzenden  Theile  des  einen  und  anderen  der  EUipsoide  X^  und  X^  be- 
rührt. Die  Bahncurve  wird  sich  dabei  im  Allgemeinen  niemals  schliessen, 
da  niemals  in  demselben  Zeitpuncte  eine  Längs-,  eine  Breiten-  und  eine 
Tiefenwindung  gleichzeitig  sich  vollenden.  Aber  die  Bewegung  kann  in- 
sofern als  eine  zweifach  bedingt  periodische  Bewegung  bezeichnet  werden, 
als  sie  in  eine  periodische  Bewegung  übergeht,  wenn  zwei  Bedingungen 
erfüllt  sind,  welche  das  periodische  Zusammentreffen  der  3  Windungs- 
formen der  Bahncurve  zum  Ausdruck  bringen.  Man  kann  diese  Beding- 
ungen unmittelbar  aufstellen.  Wenn  man  nämlich  der  Einfachheit  wegen 
die  Constanten  a,  6,  t  specialisirt  und  u^  —  o,  w,  =  o,  w,  =  gt  setzt,  so 
erhält  man  zunächst: 

^1  ==  <^iz9f^^  = X ^     ' 

J»   Jt    J8    AI 

«^  =  ^ttfffTüi  = gtrn, 


AI  Â*  Jl  J« 

«3  =  ('^iûfm  = gtTTi. 

Damit  wird   das  Argument   2  F  der  Exponentialgrösse  der  Thetafunction 
(3)  abgesehen  von  dem  additiven  Gliede: 

2  F  =  {(2m,  +  e,){AlAl  —  AIA\)  +  (2«i,  +  6,){A\A\  —  AIA\) 
+  \2m,  +  e,){A\Al-AlA])\?^. 
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Es  seien  jetzt,  unter  l^  m,  n  ganze  Zahlen  verstanden,  die  beiden  Beding- 
ungen erfüllt: 


(îO 

ifdoy,  - 

-  mfdù)^  +  njdo)^  =  o, 

r                    ß 

-  mfdû)^  +  nfdwy  ^  o 

r                    ß 

und  sei  zur  Abkürzung: 

>• 

f'9                                        « 

(12) 


ifdù)^  —  vijdù)^  +  nfdw^  =  ffT 

h  r  ß 


gesetzt.     Man  kann  diese  Gleichungen  mit  m'  =  m  —  /,  w'  =  n  —  m  auch 
schreiben: 

IA\  +  m'A]  +  n'Ai  =  o, 

IAI  +  m'Ai  +  n'Ai  =  o, 

lAl  +  m'Ai  +  n'Ai  =  ^qT. 


Hieraus  folgt: 


und  somit: 


2gr 


JL^xï.^  Jm.^x\.\    


2g'r' 


AiA^       -^2-^1  —  ^Tjf 


,xTtit 


2V^  {(2W^  +  ej/  +  (2m,  +  sj;u'  +  (2/^3  +  Se)*»')^. 

Einer  Andßrung  des  Argumentes  t  um  4T  entspricht  also  eine  Änderung 
des  Argumentes  2  F  um  ein  Vielfaches  von  27Ùy  wobei  die  Thetafunction 
(3)  ungéändert  bleibt. 

Während  also  die  Coordinaten  Xy  y^  z  des  bewegten  Fundes  im  All- 
gemeinen nichtperiodische  Functionen  der  Zeit  sind,  tverden  sie  periodisch  mit 
der  Periode  4T,  sobald  die  Integrationsconstanten  /jLq}  ^y  ^9  ^  die  Beding- 
ungen (11)  erßllen. 

Diese  Bedingungen  hftngen  übrigens  von  dem  anfanglichen  Orte  des 
bewegten  Punctes  zur  Zeit  t  =  o  nicht  ab,  auch  wenn  a,  6,  c  beliebige 
Werthe  haben. 
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Neben  diese  Bewegung,  welche  auf  das  vollständige  Umkehrproblem 
der  hyperelliptischen  Integrale  3.  Gattung: 


(13) 


J      2v/r(^)  J       2sIt(^)  J      2^t{v) 

Kr  ß  . 

J       2yjT{X)      '^J        2yjr(,i)  J       2yjr(u) 


J  2yJrW  "^j  2^r{f,)  '^J' 


'iy  —  i^äy  —  K)d'V  _ 


gt 


2v/r(y) 
K  r  ß 

führt,  stellt  sich  eine  unter  Einfluss  derselben  Kräftef unction  (9)  vor  sich 
gehende,  aber  an  das  Ellipsoid  \  gebundene  Bewegung,  entsprechend  den 
Gleichungen: 

hfi-K)dlJL       Ç{^-K)à^^^ 
J      2s/r(,i)     "^j      2v/r(y) 


(14) 


2yJrQi)  J  2 


fcL^=^^ 


2^r(y) 


ivo  r{p)  wieder  die  in  (2)  definirte  ganze  Function  7.  Grades  ist.     Diese 

Oleichungen    geben   bekanntlich   im    complexen   GrOssengebiet  keine  ein- 

cfe titige  Umkehrung.     Wohl  aber  ergeben  sich  die  Coordinaten  ^r,  y,  ief  des 

JK>^^wegten  Punctes,  als  symmetrische  Functionen  der  oberen  Grenzen  //,  v 

cf^^    vorliegenden    unvollständigen    Umkehrproblems   (14),  betrachtet  für 

^ü^  reellen  Werthe  der  Variablen  a,  und  ffty  als  eindeutige  doppelt  reell 

|>^^Ä*iodische  Functionen  von  a,  und  gt.^     Bei  constantem  a^,  wie  im  vor- 

li^^^^*enden  Falle,  sind  die  Coordinaten  x^  y,  z  des  bewegten  Punctes  ein- 

Tfr^:^^^  bedingt  periodische  Functionen  der  Zeit.    Die  einzige  Bedingung  nämlich: 

—  mfdœ^  +  nfdû}^  =  o 


'  Vgl.    tJher  eine  Oattung  doppelt  reell  periodischer  Functionen,   Mathematische 
V«iÄ  «len,  Bd.  29,   1887. 
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Otto  Stande. 
BÎe  periodisch  mit  der  Periode  j^Tj  falls: 

—  mfdo)^  +  ^/^û)g  =  gT 

V  ß 

t  wird.  Solche  einfach  bedingt  periodische  Bewegungen  sind  auch, 
lan  sofort  sieht,  die  in  §  i  und  §  2  betrachteten  Bewegungen  auf 
Ellipsoide  ^/ 

îeschrânkt  man  endlich  den  unter  Einfluss  der  Kräftef unction  (9) 
bewegenden  Punct  auf  die  Krümmungscurve  A  =  A^,,  // = //^  des 
oides  A^,  so  entspricht  seine  Bewegung  der  Gleichung: 

J  2Vr(v) 

ß 

;eine  Coordinateni  rr,  y,  z  werden  Umkehrfunctionen  eines  einzelnen 
elliptischen  Integrals  i.  Gattung  vom  Geschlecht  3.  Die  Bewegung 
nn  eine  unbedingt  periodische.^ 

îiermit  schliesst  jene  Reihe  von  Umkehrproblemen  hyperelliptischer 
'ale  I.  Gattung  vom  Geschlecht  3,  welche  in  den  Formeln  (13), 
und  (15)  enthalten  ist.  Durchläuft  man  dieselbe  von  ihrem  letzten 
i  zu  ihrem  ersten,  so  ändert  sich  der  Charakter  der  entsprechenden 
çung  in  der  Weise,  dass  die  ursprüngliche  Periodicität  durch  eine 
ie  Periodicität  ersetzt  wird,  die  sich  der  Zahl  der  erforderlichen  Be- 
ngen nach  weiter  und  weiter  von  der  unbedingten  Periodicität  entfernt. 

Dorpat,  im  März   1887. 


^  Hierher  gehört  aach  die  von  C.  N^eumann,  De  prohlemate  quodam  mechanico^  quod 
mam  infeffralium  ultraellipticarum  classem  revocatur,  Rcgiomo&ti  1856,  behandelte 
iQg  und  andere. 

'  Vgl.  WBIBB8TRAS9,  Über  eine  Gattung  reell  periodische}^  Functionen,  Berliner 
^sberichte,  1866.  Hierher  gehören  eine  ganze  Reihe  von  Bewegun^^n;  vgl.  RussftLL) 
occurence  of  the  higher  transcendents  in  certain  mechanical  problems»  The  messenger 
thematics^  new  series,  vol.  7 — 8;  Greenhill,  On  the  motion  of  a  top  and  allied 
%s  in  dynamics,  Quarterly  journal  of  mathematics,  vol.    15  ^  und  andere. 
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SUR   LES  SURFACES   POSSÉDANT   LES   MÊMES   PLANS 

DE   SYMÉTRIE 
QUE  L'UN  DES  POLYÈDRES  RÉGULIERS* 

PAB 

L.  LECORNU 

à   C  ABK. 

Première  pa7*tie.     Théorie  générale. 

1.  Pour  former  Téquation  générale  des  surfaces  qui  jouissent  d'une 
symétrie  déterminée,  on  peut  employer  une  méthode  synthétique  dont 
voici  le  principe.  Prenons  un  système  quelconque  de  coordonnées  ponc- 
tuelles, et  soient  a,  ßy  y  les  valeurs  de  ces  coordonnées  pour  un  point 
arbitrairement  choisi.  Imaginons  que,  par  un  moyen  ou  un  autre,  on 
soit  parvenu  à  trouver  trois  fonctions  -L,  3f,  iV  de  ol,  ß^  fj  qui  de- 
meurent invariables  lorsqu'on  passe  du  point  considéré  à  tout  autre  point 
déduit  de  celui-là  d'après  la  symétrie  considérée.  Les  surfaces  L  =  Con- 
staute^  M  =  Constante,  N  =  Constante^  jouissent  évidemment  de  cette  sy- 
métrie, et  il  en  est  de  même  de  toute  surface,  ou  tout  groupe  de  sur- 
faces, représenté  par  Téquation  f  (i,  My  N)  =  Oy  ^  étant  une  fonction 
quelconque.     Inversement,   si   a,  ßy  y  peuvent  s'exprimer   en  fonction  de 

'  Ce  mémoire  est  le  résumé  d'un  travail  auquel  TAcadémie  des  sciences  de  Paris^ 
dans  sa  séance  solennelle  du  27  Décembre  1886,  a  bien  voulu  décerner  une  mention  ho- 
norable.    Le  début  a  été  légèrement  remanié,  en  vue  de  préciser  la  portée  de  la  méthode. 

Aetm  mmthemmUcm.    \0.     Imprimé  le  12  Juillet  1887.  26 


Digitized  by  VriOOQiC 


b  >' 


202 


L.  Lecornu. 


Et' 


i,  M^  Ny  l'équation  yr  =  o  comprend  toutes  les  surfaces  répondant  à 
la  question;  car,  d'après  Thypothèse  même  que  nous  faisons,  n'importe 
quelle  surface  peut  se  représenter  par  Téquation  f^  =  o,  et  ceci  s'ap- 
plique en  particulier  aux  surfaces  cherchées.  Mais  en  général,  si  la 
fonction  ^  est  choisie  au  hasard,  l'équation  j?  =  o  ne  représente  pas  une 
surface  unique;  elle  fournit  un  certain  nombre  dé  surfaces  dont  chacune, 
prise  isolément,  est  dépourvue  de  la  symétrie  demandée,  et  qui,  par  leur 
réunion,  composent  un  ou  plusieurs  groupes  symétriques.  Le  caractère 
propre  des  surfaces  symétriques  consiste  en  ce  que  chacune  d'elles  rem- 
place à  elle  seule  un  de  ces  groupes.  Pour  éclaircir  ceci  par  un  exemple 
simple,  supposons  qu'on  cherche,  dans  un  plan,  les  courbes  symétriques 
par  rapport  à  deux  axes  rectangulaires  OiC,  py.  En  prenant  a;*-f-y*  =  2L, 
x^  — 2/*  =  2ilf,  on  a  deux  fonctions  X  et  Jf  qui  ne  sont  pas  altérées  par 
le  changement  de  signe  des  variables,  et  l'on  est  conduit  à  représenter 
les  courbes  cherchées  par  l'équation  ^{x^  +  y^,  x^ — y*)  =  o.  Si  l'on 
veut  mettre  sous  cette  forme  la  droite  y  =  mXj  on  trouve 

{x'  +  ?/^)(i  -  n*)  -  {X*  -  i/){i  +  m*)  =  o. 

C'est  un  groupe  de  quatre  droites,  comprenant  la  droite  considérée.  S'il 
s'agit  de  la  conique  Ax^  +  By^  =  i,  lequation  ^  =  o  devient: 

(A'x'  —  nyy  —  2j'x*  —  2By  +  i  =  o. 

Elle  représente  alors  les  quatre  coniques  +  Ax^  ±  By^  =  i,  parmi  les- 
quelles figure  la  conique  donnée,  et  dont  chacune  possède  séparément  la 
symétrie  voulue. 

Si  les  trois  surfaces  L  =  Const, ^  M  =  Const.,  N  =  Const,  ont  un 
nombre  de  points  communs  exactement  égal  au  minimum  exigé  par  la  sy- 
métrie, toute  surface  algébrique  symétrique  peut  se  représenter  isolément  par 
une  équation  ^{L,  M,  N)  =  o,  entière  en  L,  M,  N.  Ce  théorème  fon- 
damental s'établit  de  la  manière  suivante.     Soient: 


(0 

(2) 

(3) 


N  =  /;(.r,  y,  z) 
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Sur  les  sarfaoes  possédant  les  mêmes  plans  de  symétrie  que  Tun  dos  polyèdres  réguliers.  203 
les  valeurs  de  L,  M^  N,  en  coordonnées  cartésiennes,  et  soit: 

F(x,  y,  z)  =  o 

lequation  d'une  surface  algébrique  symétrique.  Nous  supposons  que 
fij  f%}  Uf  ^  s^^t  ^cs  fonctions  entières.     L'équation: 

(4)  F{x,  y,  z)  =  h 

où  h  est  une  constante  arbitraire,  représente  une  surface  également  sy- 
métrique. Entre  les  équations  (i),  (2),  (3)  et  (4),  éliminons  oj,  y,  z. 
Nous  parvenons  à  une  équation  entière  9\Lj  My  Ny  h)  =  o,  exprimant 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  quatre  équations  ad- 
mettent un  système  de  solutions  communes.  Je  dis  que  Y''  est  du  premier 
degré  en  Ä;  en  effet,  par  hypothèse,  les  équations  (i),  (2),  (3)  n'ont  pas 
d  autres  solutions  communes  que  celles  qui  résultent  de  la  symétrie,  et 
toutes  ces  solutions  donnent  à  A  la  même  valeur;  il  ny  a  donc  qu'une 
seule    valeur    de    h    compatible  avec   les  valeurs  attribuées  k  L,  My  jV. 

Ceci    posé    l'équation    V*'  =  o    peut  s'écrire  h  =  ^   '      '  ^L  jp  et  a>  étant 

deux  fonctions  entières;  et,  par  suite,  l'équation  F  =  o  équivaut,  au  moins 
pour  les  points  à  distance  finie,  k  f^{Ly  M,  ^  =  o,  ce  qui  démontre  la 
proposition.  ^ 

2.  Nous  sommes  ainsi  conduits  à  la  recherche  des  fonctions  L, 
M,  Ny  que  nous  désignerons  désormais  sous  le  nom  d'éléments  symétriques. 
Comme  tous  les  plans  de  symétrie  d'un  polyèdre  régulier  passent  par  un 
même  point  (qu'on  peut  appeler  l'origine  du  système),  le  carré  de  la 
distance  d'un  point  quelconque  à  celui-là  fournit  un  premier  élément, 
auquel  nous  donnerons  le  nom  d'élément  sphérique  et  que  nous  repré- 
senterons par  L.  En  coordonnées  rectangulaires,  L  =  x^  -\'y^ +  z^.  Nous 
entendrons  par  sphère  centrale  une  sphère  ayant  son  centre  à  l'origine. 
Pour  former  les  autres  éléments,  considérons  un  système  de  plans  P^,  P^, 
. . .  ,  P^  passant  par  lorigine  et  formant  une  figure  douée  de  la  sy- 
métrie voulue.  Supposons  qu'aucun  d'eux  ne  coïncide  avec  les  plans  de 
symétrie,   et  soit   Q   l'un   de  ces  derniers.     Les  plans  P  sont  groupés  sy- 

^   Ce  théorème  ne  figurait  pas  daos  le  mémoire  présenté  à  l'Académie  des  sciences. 
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Fig.   I. 


métrîqueineiit  de  part  et  d  autre  du  plan  Q.  Si  P^  et  P,  so  correspon- 
dent de  cette  façon,  les  trois  plans  P^,  P,,  Q  se  coupent  suivant  une 
même  droite  qui  dans  la  figure  i,  est  placée  perpendiculairement  au  plan 
du  tableau. 

Soit  M  un  point  quelconque,  soit  M'  son  symé- 
trique par  rapport  à  Ç.  En  abaissant  les  perpen- 
diculaires MA,  MB,  M'A\  M'E  sur  P,  et  P„  on  a, 
en  grandeur  absolue: 

MA  X  MB  =  M'A  X  M'B'. 

Cette  relation  est  également  vraie  en  signe:  car,  si 
M  et  M'  sont  de  même  côté  par  rapport  à  Pj ,  ils  sont 
aussi  de  même  côté  par  rapport  à  P^  et  alors  MA  est 
de  même  signe  que  Jtf'P';  MB,  de  même  signe  que  M'A' .  Si  au  con- 
traire M  et  M'  sont  de  côtés  différents  par  rapport  à  P^,  ils  sont  aussi 
de  côtés  différents  par  rapport  à  P,  et,  dans  ce  cas,  MA  et  M'B'  sont 
de  signes  contraires,  ainsi  que  MB  et  M'A'. 

Si  donc  on  forme  le  produit  des  distances  du  point  M  à  tous  les 
plans  P,  ce  produit  conserve  même  grandeur  et  même  signe  quand  on 
remplace  M  par  son  symétrique  relatif  à  Q.  La  même  chose  a  lieu 
quel  que  soit  le  plan  de  symétrie  Q.  Par  conséquent:  le  produit  des  di- 
stances cCun  point  quelconque  aux  plans  P  est  un  élément  symétrique.  Par 
suite,  il  .suffira  de  chercher  les  deux  systèmes  les  plus  simples  de  plans 
P  et  de  former  les  produits  correspondants,  pour  avoir  les  deux  nouveaux 
éléments  M  ti  N  dont  nous  avons  besoin. 

Nous  avons  admis  que  le  système  des  plans  P  ne  comprenait  pas 
de  plans  de  symétrie.  Cette  restriction  est  nécessaire,  car  on  voit  sans 
peine  que,  si  le  plan  de  symétrie  Q  fait  partie  des  plans  P,  le  produit 
des  distances  à  ces  plans  change  de  signe  quand  on  substitue  à  un  point 
son  symétrique  par  rapport  à  Q.  Mais  on  éviterait  ce  changement  de 
signe  en  considérant  le  plan  Q  comme  représentant  deux  plans  P  con- 
fondus, et  introduisant  par  suite  le  carré  de  la  distance  au  plan  Q. 

Il  est  aisé  de  fixer  une  limite  inférieure  de  la  somme  des  degrés  m 
et  n  des  éléments  M  et  N,  exprimés  en  coordonnées  cartésiennes.  En 
effet,  ces  deux  éléments,  joints  à  Télément  sphérique  -L  =  a?'  +  y'  +  ^N 
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doivent   former  un  système  indépendant,   autrement  dit,  on  ne  doit  pas 
Hvoir,  identiquement: 


dL 

9y 

dil 

dx 

9M 

9y 

3M 

9z 

3N 
9z 

dN 
9z 

On  peut^  toujours  s'assurer  que  ceci  n'est  pas  une  identité,  et  1  equa- 
tion précédente  représente  alors  la  surface,  lieu  des  points  pour  lesquels 
les  trois  surfaces  L  ^=  Const.,  M  =  Const,  ^  N  ^=  Const,  ont  des  plans 
tangents  passant  par  une  même  droite.  Le  lieu  est  un  cone  de  degré 
m  +  »  —  I,  ayant  son  sommet  à  l'origine,  et  comprenant  tous  les  plans 
de  symétrie,  puisqu'en  un  point  quelconque  de  Tun  de  ces  plans  les  plans 
tangents  aux  trois  surfaces  passent  évidemment  par  la  normale  au  plan. 

Il  résulte  de  là  que  le  nombre  m  +  n  —  i  est  au  moins  égal  à  celui 
des  plans  de  symétrie.  S'il  lui  est  exactement  égal,  le  cone  dont  il  s'agit 
se  réduit  aux  plans  de  symétfie,  et,  en  dehors  de  ces  plans,  les  trois 
systèmes  de  surfaces  L  =  Const.,  M  =  Cofist.,  N  =  Const,  sont  aptes  à 
constituer  un  système  de  coordonnées. 

Pour  chaque  type  de  symétrie,  il  y  a  deux  éléments  non  sphériques, 
M  et  Ny  de  degrés  minima,  nous  les  appellerons  les  élémetits  simples. 
On  peut  appeler  éléments  complexes  les  éléments  symétriques  qui  ne  sont 
ni  sphériques,  ni  simples. 

3.  Une  surface  est  dite  éUwCenlaire  quand  son  équation  dépend  d'un 
seul  élément,  simple  ou  complexe.  Cette  équation  est  donc  de  la  forme 
M  =  Const.,  . . . ,  et  elle  exprime  que  le  produit  des  distances  de  chacun 
des  point«  de  la  surface  à  K  plans  fixes  concourants  Pj,  P^,  P^^  . . .  j  Fj^ 
est  constant.  Une  telle  surface  possède  un  certain  nombre  de  propriétés, 
indépendantes  de  la  disposition  symétrique  des  K  plans,  et  que  nous  nous 
bornerons  à  énoncer.  Elle  est  asymptotique  aux  K  plans.  Pour  con- 
struire sa  normale  en  un  point,  il  suffit  d'abaisser  de  ce  point  les  per- 
pendiculaires sur  les  plans  asymptotiques,  et  de  les  limiter  à  leur  point 
de  rencontre  avec  un  plan  mené  par  l'origine  perpendiculairement  au 
rayon    vecteur    du    point    considéré.     La    résultante    géométrique   des  K 
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droites  ainsi  obtenues  donne  la  direction  de  la  normale.  Le  produit  des 
distances  interceptées,  à  partir  d'un  point  de  là  surface,  sur  une  droite 
de  direction  arbitraire,  mais  fixe,  par  les  plans  asymptotiques,  a  une  va- 
leur constante.  On  en  conclut  que  tout  point  M  de  la  surface  est  un 
point  central  pour  le  système  de  points  déterminé  paf  les  plans  asymp- 
totiques sur  une  tangente  quelconque  de  la  surface  au  point  M.  On  en 
conclut  aussi  que  les  directions  asymptotiques  sont  imaginaires,  et  par 
suite  que  les  deux  courbures  d'une  surface  élémentaire  sont  toujours  de 
même  sens.  Ceci  reste  vrai  lors  même  que  les  plans  P  ne  sont  pas  con- 
courants, par  exemple  lorsque  ce  sont  les  faces   d'un  polyèdre  régulier. 

La  transformée  d'une  surface  élémentaire  par  polaires  réciproques, 
relativement  à  une  sphère  ayant  son  centre  à  Torigine,  peut  être  con- 
sidérée comme  l'enveloppe  d'un  >plan  qui  intercepte  sur  K  droites  fixes 
concourantes  (les  normales  aux  plans  asymptotiques)  à  partir  de  leur 
point  de  rencontre,  K  longueurs  dont  le  produit  soit  constant.  Chaque 
plan  tangent  à  la  surface  réciproque  la  touche  au  centre  de  gravité  du 
système  de  points  déterminé  par  ses  intersections  avec  les  K  droites  fixes. 
Les  directions  principales  sont  les  axes  d'inertie  principaux  de  ce  Ynême  sy- 
stème. La  somme  des  rayons  de  courbure  principaux  varie  en  raison  in- 
verse de  la  distance  du  plan  tangent  à  Torigine,  et  en  raison  directe  du  mo- 
ment d'inertie  du  système  des  points  d'intersection,  par  rapport  a  la  normale. 

4.  Les  courbes  résultant  de  l'intersection  des  surfaces  élémentaires 
symétriques  avec  les  sphères  centrales  présentent  une  importance  parti- 
culière; nous  leur  donnerons  le  nom  de  sphérosymétriques.  Les  sphéro- 
symétriques  provenant  des  surfaces  élémentaires  d'une  même  famille,  et 
placées  sur  un  même  cone  central,  sont  évidemment  homothétiques;  on 
peut  aussi  les  déduire  les  unes  des  autres  au  moyen  d'une  transformation 
par  rayons  vecteurs  réciproques.  Dans  la  transformation  par  polaires 
réciproques  relativement  à  une  sphère  centrale  les  points  d'une  sphéro- 
symétrique  ont  pour  correspondants  les  plans  tangents  à  une  sphère  le 
long  d'une  sphérosymétrique  homothétique  à  la  première.  Ces  plans  en- 
veloppent une  développable  symétrique,  circonscrite  à  la  fois  à  une  sphère 
et  à  la  réciproque  de  la  surface  élémentaire  qui  contient  la  sphérosymé- 
trique. D'après  ce  qui  a  été  dit  à  l'article  précédent,  la  ligne  de  con- 
tact de  la  développable  avec  la  surface  réciproque  est  une  courbe  le 
long    de    laquelle    la    somme    des   rayons   de   courbure   principaux   de   la 
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développable  varie  proportionnellement  au  moment  d'inertie,  par  rapport 
à  la  normale,  du  système  de  points  formé  par  les  intersections  du  plan 
tangent  avec  les  normales  à  Torigine  aux  plans  asymptotiques.  Les 
lignes  de  courbure  de  la  développa^e  sont  sphériques,  et,  comme  elles 
résultent  de  l'intersection  de  deux  surfaces  (la  développable  et  la  sphère) 
douées  de  la  même  symétrie,  elles  partagent  évidemment  cette  symétrie. 
L'arête  de  rebroussement  est,  d'après  un  théorème  bien  connu,  ligne 
géodésique  d'un  cone  central;  cette  arête,  et  le  cone  lui-môme,  jouissent 
aussi  de  la  symétrie  considérée. 

Si  n  est  le  degré  de  la  surface  élémentaire,  les  sphérosymétriques 
correspondantes  sont  du  degré  2».  D'après  les  formules  connues*  la 
développable  formée  par  les  plans  tangents  à  la  sphère  le  long  d'une 
sphérosymétrique  est  caractérisée  par  les  données  suivantes: 

Classe  (nombre  de  plans  tangents  passant  par  un  point  donné)  v  =  2« 

Banff  (degré  de  la  développable) r  =  2w' 

Nombre  de  plans  stationnaires a  =  o 

et  la  connaissance  de  ces  données  suffit  pour  déterminer  tous  les  autres 
éléments  de  la  surface.  Sans  insister  sur  ces  détails,  voyons  seulement 
quelle  est  l'influence  de  la  symétrie  supposée.  Les  génératrices  de  la  dé- 
veloppable rencontrent  à  angle  droit  la  sphérosymétrique  le  long  de 
laquelle  elles  touchent  une  même  sphère.  D'ailleurs,  chaque  plan  de 
symétrie  coupe  orthogonalement  cette  sphérosymétrique  en  2n  points, 
situés  sur  une  circonférence.  Par  chacun  d'eux  passe  une  génératrice 
située  dans  le  plan  de  symétrie,  et  tangente  à  la  circonférence.  On  a 
ainsi  2n  droites  d'intersection  du  plan  de  symétrie  avec  la  développable. 
La  section,  étant  du  degré  2n'  comprend,  en  dehors  de  ces  2n  droites, 
une  courbe  d'ordre  2w(n —  i).  Le  long  de  cette  courbe,  la  développable 
ne  peut  rencontrer  normalement  le  plan  de  symétrie,  sans  quoi  elle  se 
réduirait  à  un  cylindre.  Nous  avons  donc  en  réalité  affaire  à  une  ligne 
double  de  la  développable:  son  degré  est  seulement  n(n —  i).  Elle  possède 
un  point  de  rebroussement  en  chacun  des  points  où  elle  rencontre  l'arête 
de  rebroussement.  Il  est  facile  d'en  calculer  le  nombre.  En  effet  le 
degré  m  de  l'arête  est  égal  à  3(r  —  u)  ou  à  6n(n —  i).  Chacune  des 
2n   génératrices  situées  dans  le  plan   de  symétrie  est  tangente  à  l'arête 

*  Voir  notamment  le  Traité  de  géométrie  analytique  de  Salmon. 
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de  rebroussement;  par  raison  de  symétrie,  elle  touche  évidemment  celle-ci 
en  un  point  de  rebroussement.  L'arête  de  rebroussement  possède  ainsi  2n 
points  de  rebroussement  dans  chaque  plan  de  symétrie.  Chacun  de  ces 
points  correspond  à  trois  points  de  rencontre  de  l'arête  avec  le  plan  de 
symétrie.  Il  reste  donc  dans  le  même  plan,  6n(n — i)  —  6n  =  6n(n  —  2) 
points  de  rencontre,  qui  sont  situés  sur  la  ligne  double  et  se  réduisent  ainsi 
à  3n(w  —  2)  points  distincts;  tel  est  le  nombre  des  points  de  rebroussement 
de  la  section,  déterminée  par  le  plan  de  symétrie.  Par  exemple,  pour 
n  =  3,  la  section  est  une  sextique  ayant  9  points  de  rebroussement. 

Considérons  maintenant  un  plan  sécant  quelconque  P.  Il  coupe  la 
surface  développable  qui  nous  occupe  suivant  une  courbe  d'ordre  2n^ 
Sa  trace  sur  un  plan  de  sjnnétrie  rencontre  la  ligne  double  contenue 
dans  celui-ci  en  n{n  —  i)  points  qui  sont  des  points  doubles  de  la  section 
faite  par  ce  plan  P.  Si  p  est  le  nombre  des  plans  de  symétrie,  on 
connaît  ainsi  pn{n — i)  points  doubles.  Mais,  d'après  les  formules  gé- 
nérales,  le  nombre  des  points  doubles  doit  être  égal  à  -r(r — 2) m 

2  3 

ou  bien  2n\n^ —  i)  —  8w(n —  i).     Si  donc  p  est  inférieur  à 


2ïi'(ii'  —  l)  —  8/1  (n—  l) 

n{n  —  I  ) 

c'est  à  dire  à  2(w'  +  ^*  —  4)?  ^^  surface  développable  possède  des  lignes 
doubles  en  dehors  des  plans  de  symétrie;  on  s'assure  facilement  que  tel 
est  toujours  le  cas.  Outre  les  2w(n'  —  5^  +  4)  points  doubles  qui  vien- 
nent d'être  indiqués,  la  section  possède  6w(n —  1)  points  de  rebrousse- 
ment situés  sur  l'arête  de  rebroussement. 

On  peut  également  étudier  la  surface  développable  formée  par  les 
tangentes  à  une  sphérosymétrique.  Son  degré  r  est  le  même  que  celui 
de  la  réciproque  de  cette  courbe,  c'est  à  dire  2n^.  L'arête  de  rebrousse- 
ment est  du  degré  w  =  2W,  et  elle  n'a  généralement  pas  de  points 
doubles.  Ici,  les  plans  de  symétrie  ne  contiennent  pas  de  génératrices, 
et  rencontrent  la  surface  suivant  des  courbes  d'ordre  n*.  Le  nombre  des 
points  doubles  d'une  section  quelconque  est  ^n\n'^  —  2).  pn^  de  ces 
points  sont,  comme  précédemment,  dans  les  plans  de  symétrie,  et,  comme 
p  se  trouve  toujours  inférieur  à  4(n^  —  2),  il  y  a  nécessairement  des 
lignes  doubles  en  dehors  dos  plans  de  symétrie. 
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5.  Nous  entendons  par  surfaces  binaires  celles  qui  dépendent  de 
deux  éléments  seulement,  y  compris  l'élément  sphérique.  Leur  équation 
est  donc  de  la  forme 

(i)  ^  F{L,  M)  =  o 

L  étant  l'élément  sphérique  x^  +  V^  +  ^^y  et  Jf,  l'élément  d'ordre  m, 
égal  au  produit  des  distances  du  point  x^  y^  z  aux  plans  P|,  P^,  ...,  P„,, 
Nous  admettrons  que  ces  plans  sont  distincts,  et  nous  les  appellerons  ylans 
directeurs.  Toute  surface  élémentaire  M  =  Const,  coupe  la  surface  bi- 
naire considérée  suivant  une  ou  plusieurs  courbes  sphérîques,  qui  sont  des 
sphérosymétriques  d'ordre  2)n.  En  écrivant  que  Téquation  (i),  considérée 
comme  équation  en  3/,  a  une  racine  double,  on  obtient  certaines  valeurs 
de  X,  déterminant  les  sphérosymétriques  le  long  de  chacune  desquelles 
la  surface  binaire  est  touchée  par  une  surface  élémentaire.  En  faisant 
ilf  =  o,  on  obtient  une  équation  en  L  déterminant  les  rayons  de  di- 
verses sphères  qui  coupent  chacune  la  surface  suivant  m  cercles  situés 
dans  les  plans  directeurs;  nous  les  appellerons  les  sphères  directrices. 
Chacune  délies  est  touchée  par  la  surface  aux  m{)n — i)  points  où  elle 
est  rencontrée  par  les  arêtes  d'intersection  des  plans  directeurs  pris  deux 
à  deux.  S'il  y  a  jp  sphères  directrices,  chaque  plan  directeur  coupe  la 
surface  suivant  p  cercles,  et  la  surface  possède  ainsi  jmi  cercles. 

L'équation  homogène  ^P  —  A  T/"  =  o,  où  A  est  une  constante,  re- 
présente un  oone  central  d'ordre  2m.  Ce  cone  rencontre  la  surface 
suivant  des  sphérosymétriques  situées  sur  les  sphères  déterminées  par 
l'équation 

(2)  .  F{L.  /Jv'l)  =  o. 

àSi  Ton  choisit  A  de  telle  façon  que  cette  équation  en  Z  ait  une  racine 
double  A,  le  cone  central  touche  la  surface  le  long  d'une  sphérosy mé- 
trique située  sur  la  sphère  L  =  Å.  Cette  sphère  coupe  orthogonalement 
la  surface  binaire,  qui  admet  par  suite  comme  ligne  de  courbure  la 
sphérosym étriqué  d'intersection. 

Supposons    en    particulier    que    la    surface    soit    algébrique,    et  que 

Acta  matketnatica.    10.    luprlné'le  12  Juillet  1867.  27 
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rélément  M  entre  au  premier  degré  dans  son  équation,  que  nous  écrirons 
alors: 


(3) 


^  et  ^  étant  des  polynômes  de  degrés  /)  et  g^,  sans  racines  communes. 
Les  p  sphères  directrices  ont  pour  rayons  les  racines  carrées  des  racines 
de  ^(Z)  =  o.  Les  q  sphères  ^(i)  =  o  ne  peuvent  rencontrer  la  sur- 
face qu'à  rinfini,  et  n'ont  avec  celle-ci  aucun  point  réel  commun.  Si 
donc  elles  sont  réelles,  elles  partagent  l'espace  en  régions  telles  que  la 
surface  ne   peut  passer  réellement   de  Tune  dans  l'autre.     L'équation  (2) 

prend  ici  la  forme: 

»Il 

si'ÄL^(P{L)  —  if{L)  =  0. 
Pour  une  racine  double  L,  on  a: 


m 


^A  X»      4<{L)  +  v^  L'  4'\L)  —  <f'{L)  =  o, 


d'où,  en  éliminant  A'. 


(4) 


■9^{L)4{L)  +  Lf{L)^{L)  -  L<p'{L)4>{L)  =  o. 


équation  qui  est  généralement  du  degré  p  +  j  en  X.  Par  conséquent  il 
y  ^  p  +  q  sphères  centrales  orthogonales  à  la  surface  binaire  représentée 
par  réquation  (3). 

Un  cas  très  important  est  celui  où  ^{L)  se  réduit  à  une  constante. 
On  a  alors  M  =  <f{L\  et  la  surface  est  le  lieu  des  points  dont  le  produit 
des  puissances  par  rapport  à  p  sphères  concentriques  est  proportionnel 
au  produit  des  distances  à  m  plans  concourant  au  centre  de  ces  sphères. 
Pour  chaque  type  de  symétrie,  la  surface  générale  du  degré  le  plus  bas 
possible  est  représentée  par  une  équation  de  cette  nature.  Car,  si  il/ est 
l'élément  non  sphérique  le  plus  simple  relatif  à  la  symétrie  considérée, 
en  prenant  pour  jr(L)  un  polynôme  de  degré  égal  au  plus  grand  entier 

contenu   dans   —    on    obtient   évidemment  la  surface  de  degré  minimum. 

Pour  étudier  ce  cas,  il  suffit  de  supposer  3^  =  0,  et  alors  on  voit  que  le 
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nombre    des    sphères    orthogonales    est   précisément   égal  au  nombte  des 
sphères  directrices.     De  plus,  Téquation  (4)  se  réduit  à: 

(5)  mç>{L)  —  2L^\L)  =  o. 

Cette  équation  est  en  général  du  degré  |>,  et  ses  racines  sont  entière- 
ment déterminées  par  celles  de  ^{L).     On  voit  donc  que: 

Les  surfaces  3f  =  C(p{L),  où  M  est  un  élément  symétrique  d'ordre 
w,  0  une  constante  arbitraire  et  ^{L)  un  polynôme  de  degré  p  en  i, 
forment  un  faisceau  contenant. mp  cercles  fixes,  situés  à  Tintersection 
des  m  plans  directeurs  avec  les  p  sphères  directrices;  ce  faisceau  coupe 
orthogonalement  p  sphères  fixes,  concentriques  aux  premières. 

Il  y  a  cependant  une  exception  lorsque  le  degré  de  l'équation  (5)  se 
trouve  abaissé  au  dessous  de  p.  Cette  circonstance  se  produit  si  m=  2p^ 
c'est-à-dire  si  le  nombre  des  plans  directeurs  est  égal  à  deux  fois  celui 
des  sphères  directrices.  Alors  les  sphères  orthogonales  sont  au  nombre 
de  ^ —  I  seulement;  la  dernière  est  rejetée  à  l'infini. 

Quand  il  y  a  deux  sphères  directrices  confondues  en  une  seule, 
jr(/v)  =  o  et  <p\L)  =  o  ont  une  racine  commune,  qui  vérifie  Téquation 
(5).  La  sphère  directrice  est  donc  dans  ce  cas  orthogonale  à  la  surface, 
et,  comme  elle  doit  généralement  toucher  la  surface  en  m{m — i)  points, 
il  en  résulte  que  la  surface  possède,  sur  cette  sphère,  m{m —  i)  points  où 
le  plan  tangent  est  indéterminé:  c  est-à-dire  m(m —  i)  points  nodaux. 

6.  Toute  surface  symétrique  dont  l'équation  peut  se  mettre  sous 
la  forme: 

•     /•=ff(3f,  N,  X)  +  ^(i)  =  o, 

(f^  désignant  une  fonction  homogène  des  trois  éléments  symétriques,  et 
4p,  une  fonction  de  l'élément  sphérique  dont  le  degré  par  rapport  aux 
coordonnées  soit  inférieur  à  celui  de  ^ ),  jouit  également  de  la  propriété 
de  rencontrer  orthogonalement  un  certain  nombre  de  sphères  centrales. 
En   eflfet,  pour  exprimer  qu'un  plan  tangent: 

xn  +  Yf;  +  Zf;  +  Tf;  ^o 

représenté  par  une  équation  rendue  homogène,  passe  par  l'origine,  il  suffit 
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de  poser  la  condition  /"/  =  o.  Or  cette  condition,  d'après  Thypothèse 
adîiiise,  dépend  uniquement  de  rélénient  sphérique;  elle  détermine  donc 
les  rayons  d'une  ou  de  plusieurs  sphères  orthogonales  à  la  surface  sy- 
métrique. On  voit  en  outre  que,  si  la  surface  a  des  points  nodaux,  ses 
points,  devant  vérifier  la  condition  /*/  =  o,  appartiennent  à  l'une  des  sphères 
orthogonales,  et  par  conséquent  à  Tune  des  lignes  de  courbure  sphériques. 

7.     Lorsqu'une    surface    binaire    contient    une  droite    réelle,  celle-ci 
coupe    les    m   plans   directeurs   en  m  points  réels,  qui  se  trouvent  néces- 


sairement sur  les  sphères  directrices.     Il  faut  donc  que  —  sphères  direc- 

tric^es  au  moins  soient  réelles.  Remarquons  de  plus  que  le  plan  mené 
par  la  droite  et  par  l'origine  coupe  ces  sphères  suivant  des  cercles  con- 
centriques, et  les  plans  directeurs  suivant  des  rayons  aboutissant  aux  points 
de  rencontre  de  la  droite  avec  les  cercles.  Les  traces  des  plans  direc* 
teurs  sont  donc  symétriquement  disposées  de  part  et  d'autre  du  rayon 
perpendiculaire  à  la  droite.  Cela  n'est  en  général  possible  que  si  ce 
rayon  est  la  trace  d'un  plan  de  symétrie  perpendiculaire  à  la  droite. 
Donc  les  droites  réelles  de  la  surface  sont  perpendiculaires  aux  plans  de 
symétrie.  Ce  raisonnement  n'est  nullement  applicable  aux  droites  imagi- 
naires, pour  lesquelles  les  considérations  de  symétrie  n  apprennent  plus 
rien.  On  peut  s'en  convaincre  en  remarquant  que,  dans  un  plan,  les 
deux  droites  x^  +  y'^  =  o  forment  un  système  doué  d'une  infinité  d'axes 
de  symétrie,  ce  qui  serait  absurde  pour  des  droites  réelles. 

Réciproquement,  si  on  considère  une  droite  réelle  perpendiculaire  à 
un  plan  de  symétrie,  et  une  surface  binaire  d'ordre  K^  dont  Téquation 
F{Ly  M)  =  o  renferme  un  nombre  n  de  coefficients  arbitraires  supérieur 

K 
à  —,   on   peut   déterminer  ces  coefficients  de  façon  que  la  surface  passe 

par  n  points  de  la  droite,  placés  d'un  même  côté  du  plan  de  symétrie. 
La  surface  passera  alors  par  2n  points  de  la  droite,  et  contiendra  par 
suite  cette  dernière  ainsi  que  toutes  celles  qui  lui  correspondent  par  sy- 
métrie. 

8.  Dès  qu'on  est  en  possession  d'une  surface  pourvue  des  plans  de 
symétrie  d'un  polyèdre  régulier,  on  peut  imaginer  une  infinité  de  trans- 
formations qui  n'altèrent  pas  sa  symétrie.  On  peut,  par  exemple,  enn- 
ployer  la  transformation   par  rayons  vecteurs  réciproques  ou  par  polaires 
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réciproques  relativement  à  une  sphère  centrale.  On  peut  aussi  considérer 
le  lieu  des  points  dont  la  somme  ou  la  différence  des  distances  à  la 
surface  et  à  une  sphère  centrale  est  constant;  on  obtient  ainsi  une  surface 
nouvelle  douée  évidemment  de  la  même  symétrie  que  la  première.  En 
faisant  varier  la  somme  ou  la  différence  considérée,  on  réalise  une  double 
famille  de  surfaces  symétriques  orthogonales.    • 

9.  Les  polyèdres  réguliers  convexes  sont  au  nombre  de  cinq;  mais, 
si  l'on  tient  compte  seulement  de  leur  genre  de  symétrie,  ils  se  ramè- 
nent à  trois  types: 

1°.     Symétrie  tétraédrique  (le  tétraèdre), 
2^.  »         cuboct^édrique  (l'hexaèdre  et  Toctaèdre), 

3®.  »         icosidodécaédrique  *  (le  dodécaèdre  et  Ticosaédre). 

Le  premier  type  dérive  du  second  par  disparition  d'un  centre  de 
syiuétrie  (hémiédrie).  Les  polyèdres  réguliers  non  convexes  appartien- 
nent tous  au  troisième  type. 

Nous  étudierons  successivement  les  surfaces  qui  se  rapportent  aux 
trois  types,  en  supposant  essentiellement  que  les  coefficients  de  leurs  équa- 
tions sont  réels. 


Deuxième  partie.    Surfaces  du  type  tétraédriqtie. 

9.  Le  type  tétraédrique  est  caractérisé  par  six  plans  de  symétrie 
perpendiculaires  deux  à  deux;  ce  sont  les  plans  menés  par  les  six  arêtes 
du  tétraèdre  et  par  le  centre  de  la  sphère  circonscrite.  Leur  existence 
entraine  celle  de  quatre  axes  ternaires  (les  quatre  hauteurs)  et  de  trois 
axes  binaires,  rectangulaires  deux  à  deux,  joignant  les  milieux  des  arêtes 
opposées.     Il  n'y  a  pas  de  centre  de  symétrie. 

Prenons  comme  axes  de  coordonnées  les  trois  axes  binaires,  et,  pour 
fixer  les  idées,  supposons  Taxe  des  z  vertical.  Les  trois  plans  de  coor- 
données, que  nous  appellerons  plans  principaux^  jouissent  alors  de  la  sy- 
métrie du  système,  et,  comme  ils  sont  distincts  des  plans  de  symétrie,  le 

'  Ces  dëDominatioDS  sont  empruotëes  aux  recherches  de  M.  Jordan  sur  les  po- 
lyëdres  (Journal   de  Crelle,  t.  68,   l868). 
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produit  M  =  xyz  des  distances  d'un  point  quelconque  à  ces  trois  plans 
nous  donné  un  élément  symétrique.  Le  produit  N  des  distances  d'un  point 
aux  quatre  plans  menés  par  l'origine  perpendiculairement  aux  axes  ter- 
naires fournit  le  second  élément  dont  nous  avons  besoin.  Ces  quatre 
plans  ont  pour  équations:  x  ±  y  ±,  z  ==  o.  On  peut  donc,  en  négligeant 
un  facteur  constant,  poser: 


N  ^  —{x  +  !/  +  z){x  +  y  —  z){x  —  //  +  z){—  .r  +  y  +  ^) 

=  •^**  +  y*  +  -2^*  —  ^y^^^  —  2^^^;^  —  2x'y/*^ 

et  l'équation  générale  des  surfaces  cherchées  se  trouve  mise  sous  la  forme: 

^r{x'  ^  y'  J^  z'  —  2y'z^  —  2^^c'  —  2x'y\  xyz,  x''  +  y'  +  z^)  =  o. 

En  vertu  de  l'identité: 

x^  +  //*  +  z'^  —  2y'^z^  —  2z^x'^  —  ^x/^y^ 

=  (,,^  +  y\  +  zy  -  4{y'z'  +  Z'^X'  +  XY), 

la  même  équation  peut  s'écrire: 

<p{y'z^^  +  z'x'  +  x''y\  xyz,  x'  +  y' +  z')  =  o 
ou 

x{^'  +  y'  +  ^\  ^^y^.  '^^  +  y"  +  ^")  =  o. 

Les  degrés  des  éléments  sont  m  =  3,  n  =  4,  d'où  m  -{-  n  —  i  =6, 
ce  qui  est  précisément  le  nombre  des  plans  de  symétrie.  Ce  résultat 
concorde  avec  ce  qui  a  été  dit  au  n°  2.  D'ailleurs,  il  est  évident  que 
les  valeurs  des  trois  quantités: 

x^  +  y'^  +  ^^  =  w 

x'^y'^  +  y^z'^  +  ^^^^  =  ^ 

xyz  =  w 

peuvent  servir  à  fixer  la  position  d'un  point  dans  l'espace  avec  Tindé- 
terraination  nécessitée  par  la  symétrie  tétraédrique;  si  Ton  forme  en  effet 
l'équation  en  S 

S'^  _  uS'  +  vS  —  iv'  =  o. 


Digitized  by  VriOOQiC 


I  i 


Sar  les  surfaces  possëdaDt  les  mêmes  plans  de  symétrie  que  Tun  des  polyèdres  réguliers.      215 

les  trois  racines,  rangées  arbitrairement,  donnent  les  valeurs  de  a?^  y^,  z^j 
soit  en  tout  six  solutions.  Si  Ton  choisit  en  outre  les  signes  de  Xy  y,  z 
de  manière  à  vérifier  Téquation  xyz  =  Wy  on  parvient  à  un  groupe  de 
24  points  répondant  à  la  symétrie  tétraédrique. 

10.  La  surface  tétraédrique  la  plus  simple  est,  après  la  sphère, 
la  surface  cubique  qui  a  pour  équation  générale: 

j'!/z  +  A{x'  +  //'  +  z^)  +  B  =  o.  •      • 

Par  chaque  point  de  cette  surface  passe  une  sphérosymétrique  du 
6*"*  ordre,  et  une  seule.  D'ailleurs,  les  deux  plans,  réels  ou  imaginaires 
menés  parallèlement  à  xoy,  à  une  distance  z  de  l'origine  déterminée  par 
la  condition  Az^  +  7?  ==~o,  coupent  chacun  la  surface  suivant  deux  droites 
représentées  par  1  equation 


A{x'-h,f)-hTt,\/-^  = 


Ces  deux  droites  rencontrent  l'axe  des  Zy  et  la  connaissance  d'une  seule 
d'entre  elles  suffit  pour  déterminer  complètement  la  surface.  On  peut 
donc  dire  que: 

La  surface  cubique  symétrique  est  engendrée  par  une  sphérosymétrique 
cl'U  6*"*  ordre  assujettie  à  s^appuyer  constamment  sur  une  droifCy  réelle  ou 
imnginairey  qui  reficontre  orthogonalement  Vun  des  axes  binaires. 

Une  sphérosymétrique  du  6^""*  ordre  a  pour  équations: 


On     "tire  de  là: 


^^  +  y^  +  ^'  =  Const,, 
xyz  =  Const. 

dx  dy  dz 


^(y'  —  ^*)    '  y{z' -  x^)      zix'  —  y^) 


Cetf  €?!•     courbe  rencontre  orthogonalement  une  surface  définie  par  l'équation 
dift"(é«— «ntielle:  ^ 

xdx{y'  —  z')  +  ydy{z'  —  x')  +  zdz(;x'  —  y')  =  o 

dont       X  intégrale  peut  s  écrire: 

(v)  ax'  +  ßy'  +  j-z'  =  0 
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oLj  ß,  Y  étant  trois  constantes  dont  la  somme  est  nulle.  On  déduit  de 
là  que: 

Les  sphérosymétriqties  du  6^"*^  ordre  sont,  les  trajectoires  orthogonales 
des  cones  du  second  ordre  passant  par  les  quatre  axes  ternaires;  par  consé- 
quent^ celles  qui  sont  tracées  sur  une  même  sphère  sont  les  trajectoires  miho- 
gonales  de  coniques  sphériques  passant  par  qtcatre  points  fixes  d'un  même 
hémisphère.^ 

On  sait  ^  que  les  coniques  sphériques  circonscrites  ^  un  quadrilatère 
rectiligne  imaginaire  de  la  sphère  sont  des  courbes  telles  que,  pour  chacune 
d'elles,  il  y  a  un  rapport  constant  entre  les  distances  de  ses  points  à  deux 
diamètres  fixes  D,  A,  et  que  cette  famille  de  courbes  a  pour  trajectoires 
orthogonales  les  courbes,  lieux  des  points  ilf  pour  lesquels  les  grands 
cercles  MD,  MA  font  un  angle  constant.  Ces  trajectoires  orthogonales 
sont  des  cycliques,  transformées  par  rayons  vecteurs  réciproques  d  ellipses 
de  Cassini.  Si,  dans  le  cas  des  sphérosymétriques  qui  nous  occupent,  on 
remplace  y  par  — /^,  l'on  a  ^  =  a  -f  yj,  et  la  relation  (i)  devient: 

oi{x'  +  ^^)  +  ß(y'  +  z')  --=  o. 

Elle  exprime  alors  que  le  rapport  des  distances  de  la  conique  sphé- 
rique  aux  deux  axes  ox,  ot/  est  constant,  et  Von  rentre  ainsi  dans  le 
cas  précédent.  On  parvient  au  même  résultat  en  remplaçant  z  prir  iz, 
sans  changer  ;-;  de  là  un  rapprochement  intéressant  entre  les  sphérosymé- 
triques et  une  classe  de  cycliques  sphériques. 

La  surface  cubique  contenant  en  chacun  de  ses  points  une  sphéro- 
sy métrique,  on  voit  que: 

La  surface  cubique  symétrique  rencontre  orthogonalement  tous  les  cones 
du  second  ordre  circonscrits  aux  axes  ternaires. 

Cette  propriété  subsiste  pour  les  surfaces  binaires  d'ordre  supérieur 
dont  réquation  dépend  des  deux  premiers  éléments,  x*^  -^  y'^  +  z^  et  xyz. 
Le  troisième  élément  convient,  comme  on  le  verra,  aux  surfaces  du  type 
cuboctaédrique  aussi  bien  'îju'à  celles*  du  type  tétraédrique.  On  peut 
donc  dire  que  son  absence  caractérise  une  surface  appartenant  purement 
au  type  tétraédrique,  et  énoncer  alors  ce  théorème: 

'   Voir  Touvrage:    Sur  une  classe  remarquable  de  courbes  et  de  surfaces  algébriques 
(Mém.    de   la    société   des   sciences  de  Bordeaux,    1870 — 1873)  par  M.  Darboux. 
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Toute  surface  appartenant  purement  au  type  tétraédrique  est  trajectoire 
orthogonale  des  cones  du  second  ordre  circonscrits  aux  axes  ternaires. 

On  achève  de  déterminer  la  surface  en  se  donnant  une  courbe,  par 
exemple  une  section  horizontale.  La  surface  est  cubique,  comme  on  l'a  vu 
précédemment^  si  elle  contient  une  droite  rencontrant  à  angle  droit  Tun 
àes  axes  binaires. 

11.      Les   équations   différentielles   d'une  sphérosymétrique  peuvent 


s'écrire: 


xdx  4-  ydy  +  zde  =  o, 

dx    ,    dy    ,    dz 
—  +  -?^  +  -  =  O. 
X  y         z 

La  tangente  en  un  point  est  donc  perpendiculaire  à  la  fois  au  rayon 
vecteur  issu  de  l'origine,  et  à  la  droite,  lieu  des  points  dont  les  coor- 
données sont  proportionnelles  à  -,  -,  -.     Cette  droite  peut  être  appelée 

l'inverse  dé  celle  qui  coïncide  avec  lé  rayon  vecteur.  En  outre,  les  sphé- 
rosymétriques  rencontrant  la  droite  inverse  ont  également,  à  leurs  points 
de  rencontre,  des  tangentes  perpendiculaires  au  plan  des  deux  droites. 
Tout  plan  mené  par  l'origine  contient,  comme  il  est  aisé  de  le  voir, 
deux  droites  inverses  l'une  de  lautre  et  deux  seulement.  Chacune  d'elles 
rencontre  une  surface  cubique  symétrique  en  trois  points,  et,  en  chacun 
de  ces  points,  le  plan  tangent  est  normal  au  plan  considéré.  Par  con- 
séquent: 

Tout  plan  mené  par  Vorigine  est  normal  à  une  cubique  Sfymétrique  en 
six  points^  situés  sur  deux  droites  inverses. 

12.  La  sphère,  réelle  ou  imaginaire,  dont  le  rayon  a  vérifie  la 
relation  Aa^  +  ^  =  o>  coupe  la  surface  suivant  trois  grands  cercles  situés 
dans  les  plans  principaux.  On  peut  distinguer  deux  genres  de  surfaces 
cubiques  symétriques,  suivant  que  cette  sphère  est  réelle  ou  imaginaire. 
Comme  cas  intermédiaire  il  y  a  celui  d'une  sphère  directrice  évanouis- 
sante; la  surface  possède  alors  un  point  isotrope  à  l'origine.  En  mettant 
en  évidence  le  rayon  de  la  sphère  directrice,  nous  écrirons  Téquation  sous 
la  forme; 

2xyz  —  h{x^  +  y^  +  z^  —  a*)  =  o. 

Acta  mathematiea,     10.     Imprimé  le  U  Juillet  1987.  28 
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Comme  on  est  maltre  de  ForientatioTi  deg  axes,  on  peut  toujours  supposer 
que  h  est  positif. 

13.  L'équation  précédente  dépendant  seulement  de  deux  constantes, 
il  est  évident  que  toute  équation  représentant  une  surface  cubique  douée 
de  la  même  symétrie  que  le  tétraèdre  régulier,  et  contenant  deux  con- 
stantes arbitraires,  doit  conduire  à  des  résultats  identiques.  Chacune  de 
ces  formes  d'équation  correspond  à  un  mode  de  génération  des  surfaces 
cubiques  symétriques.  Par  exemple,  si  on  appelle  t^u^v,  w  les  distances 
d'un  point  aux  quatre  faces  d'un  tétraèdre  régulier  de  hauteur  A,  comp- 
tées toutes  positivement  lorsque  le  point  est  à  l'intérieur  du  tétraèdre,  et 
si  l'on  écrit,  en  appelant  m  une  constante: 


<8   +  ,^8   ^   t;8   +   M;8   =   m^ 


avec  la  condition  évidente: 

t^u  +  v  +  w  —  hj 

la  surface  ainsi  représentée  en  coordonnées  tétraédriques  ne  peut  différer 
de  la  cubique  symétrique;  car  son  équation  dépend  des  deux  constantes 
w  et  Ä.     Un  calcul  facile  conduit  en  effet  de  l'équation  cartésienne: 

2xyz  —  h{x^  +  y*  +  «2?^  —  0^)  =  o 

à  l'équation  tétraédrique: 

sJzX  3      / 

pourvu  que  la  hauteur  h  du  tétraèdre  soit  prise  égale  à  ^. 

Il  résulte  de  là  que: 

La  cuhique  symétrique  est  le  Jieu  des  points  tels  que  la  somme  des  cubes 
de  leurs  distances  aux  quatre  faces  d'un  tétraèdre  soit  constante. 

Le  tétraèdre  ainsi  déterminé  mérite  spécialement  le  nom  de  tétraèdre 
de  référence.  Il  y  a  lieu  d'observer  que  la  hauteur  h  du  tétraèdre,  et 
par  conséquent  toutes  ses  dimensions,  sont  indépendantes  du  rayon  a  de 
la  sphère  directrice.  On  peut  donc  dire  qu'une  surface  cubique  symétrique 
est  déterminée  par  les  dimensions  de  sa  sphère  directrice  et  de  son  té- 
traèdre  de   référence.     Le    paramètre   b  est  égal  à  la  distance  des  arêtes 
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du  tétraèdre  au  centre  de  la  sphère,  ou,  si  Ton  veut,  à  la  moitié  de  la 
plus  courte  distance  de  deux  arêtes  opposées. 

On  doit  à  Sylvester  là  forme  canonique  de  Téquation  générale  des 
surfaces  du  3*"**  degré: 

orf'  +  ßa^  +  r^'  +  dw^  +  eco'  =  o 

équation  dans  laquelle  tj  u^  Vy  Wy  to  sont  les  distances  d'un  point  de  la 
surface  à  cinq  plans,  et  a,  y9,  y^  d,  s  sont  des  coefficients  arbitraires. 
Sylvester  a  en  outre  annoncé,  et  Clebsch  a  démontré  que,  pour  une 
surface  donnée,  la  réduction  ne  peut  se  faire  que  d'une  seule  manière. 
Ce  qui  précède  montre  que,  dans  le  cas  des  cubiques  symétriques,  le 
pentaèdre  de  référence  se  compose  d'un  tétraèdre  régulier  et  du  plan  de 
l'infini. 

14.  On  peut  toujours,  en  partant  de  la  forme  réduite  de  Syl- 
vester, supposer  que  les  cinq  variables  satisfont  à  la  relation: 

Il  suffit  pour  cela  de  substituer  à  chacune  d'elles  son  produit  par  un 
facteur  constant,  convenablement  choisi.  L'équation  du  hessien  est  alors 
(voir  Salmon,  Géométrie  à  trois  dimensions): 

1,1,1,1,1 

— I ^ —  J 1 =  o 

ai       ßu    *    p)       d^o       €0) 

Dans  le  cas  de  la  surface  symétrique,  la  relation  identique  est: 
f  +  M  +  v  +  u;  —  A=o.  Il  suffit  donc  de  prendre  h  =  — w  pour  ren- 
trer dans  le  cas  précédent,  et  Téquation  du  hessien  est  par  conséquence: 

1+1  +  1+1=1. 

t       u       V       w       eh 

C'est  une  surface  symétrique  du  4*"*"  degré.  En  vertu  d'un  théorème  de 
Sylvester,  les  10  sommets  du  pentaèdre  de  référence  sont  des  points 
doubles  du  hessien,  et  ses  dix  arêtes  sont  situées  sur  la  même  surface. 
Donc,  dans  le  cas  actuel: 

Le    hessien    de   la   surface  cubique  symétrique  est  une  surface  du  4*"'* 
degré  circonscrite  au  tétraèdre  de  référence  et  coupant  en  outre  chacune  des 
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faces  suivant   une  droite  à  l'infini.     Les  quatre  sommets  du  tétraèdre^  et  les 
points  à  V infini  sur  chaque  arête,  sont  des  points  doubles  de  la  même  surface. 
Si  Ton  pofee:  .      . 

Tt  =  Uu  =  rv=  Wio  =  X, 

T,    U,   V,   W  étant  de  nouvelles  variables,  et  A,  une  constante,  1  equation 
du  hessien  prend  la  forme: 


avec  la  condition: 


T+t/+F+W^=;^^ 


T^ ü^  y^ w     À 


En  prenant  A  ^  £^^  on  retrouve  les  équations  entre  t,  w,  v,  w  qui  ca- 
ractérisent le  hessien.  Par  conséquent,  les  points  du  hessien  se  correspon- 
dent deux  par  deux  de  telle  façon  que  leurs  coordonnées  tétraédriques  soiefit 
inversement  proportionnelles, 

1  5.     Lorsque  la  sphère  directrice  est  imaginaire,  et  que  le  carré  de 

son  rayon  est  égal  à i^  Téquation  tétraédrique  se  réduit  à: 

e  +  u""  '\'  v^  +  tv^  =  o. 

Elle  rentre  alors  dans  le  type  général: 

(«-)  +[-ß)  +U  +U)  =^ 

où  m  est  un  nombre  rationnel  et  a,  ß^y^  à  sont  des  coefficients  arbi- 
traires, le  tétraèdre  de  référence  ayant  d'ailleurs  une  forme  quelconque. 
C  est  l'équation  générale  des  surfaces  que  M.  de  la  Gournerie  a  étudiées 
sous  la  dénomination  de  »surfaces  tétraédrales  symétriques  simples»  (Paris, 
1867).  Quel  que  soit  m,  il  est  évident  qu'en  supposant  les  coefficients 
égaux  et  prenant  pour  tétraèdre  de  référence  un  tétraèdre  régulier  on 
obtient  des  surfaces  possédant  la  même  symétrie  que  ce  dernier.  Mais 
ce    ne    sont    pas,    au    point   de    vue  de  la  symétrie,  les  surfaces  les  plus 

générales  de  leur  degré.    Pour  ??«  =-,  on  a  la  surface  de  Steiner;  pour 

m  =  —  I,   on   a   la  surface   réciproque  de  celle  de  Steinee.     Cette   der- 
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nière  est  une  forme  limite  de  la  surface  hessienae,  déjà  envisagée;  il 
suffit  de  supposer  que  le  coefficient  e  augmente  indéfiniment,,  et  par 
conséquent  que  la  cubique  symétrique  s'éloigne  tout  entière  à  Tinfini^ 
par  suite  de  lagrandissement  de  sa  sphère  directrice. 

16.  Nous  devons  maintenant  déterminer,  dans  le  cas  de  la  surface 
cubique  symétrique,  la  position  des  27  droites  qui  existent,  comme  Ton 
sait,  sur  toute  surface  cubique,  et  faire  connaître  leurs  conditions  de 
réalité.  '  D'abord,  la  surface  possède  à  l'infini  trois  droites  réelles,  situées 
dans  les  plans  principaux.  Toute  autre  droite,  D,  de  la  surface  coupe 
le  plan  de  l'infini  en  un  point  qui  appartient  à  la  section  de  la  surface 
par  ce  plan,  et  par  conséquent  à  un  plan  principal.  Supposons-la  pa- 
rallèle au  plan  xop.  Si  l'on  mène  par  la  droite  D  un  plan  parallèle  à 
xoy,  il  coupe  la  surface  suivant  une  courbe  du  s*"^*"  degré  comprenant 
la  droite  D  et  une  droite  à  Tinfini.  Lé  reste  de  l'intersection  est  donc 
formé  d'une  autre  droite  D',  à  distance  finie,  et  tout  revient  à  chercher, 
parmi  les  sections  parallèles  aux  plans  principaux,  celles  qui  se  décom- 
posent  en  deux  droites. 

Ceci  posé,  une  discussion  bien  facile  montre  qu'il  existe  deux  cubes, 
admettant  l'un  et  Tautre  les  plans  principaux  pour  plans  de  symétrie, 
dont  les  faces  coupent  chacune  la  surface  suivant  deux  droites.  Le  pre- 
mier est  circonscrit  au  tétraèdre  de  référence;  c'est  à  dire  que  son  arête 
est  égale  à  J,  et  qu'il  est  toujours  réel.  Chacune  de  ses  faces  rencontre 
la  surface  suivant  deux  droites  parallèles  entre  elles  et  à  une  arête  du 
tétraèdre  (diagonale  d'une  face  du  cube).  Ces  droites  ne  sont  réelles  que 
si  a'  est  positif  et  supérieur  à  i^  par  conséquent  si  la  sphère  directrice 
rencontre  réellement  les  arêtes  du  tétraèdre.  Les  droites  se  groupent 
trois  par  trois  autour  de  quatre  sommets  du  cube,  de  manière  à  con- 
stituer quatre  facettes  parallèles  aux  faces  du  tétraèdre.  Dans  le  langage 
cristallographique,  on  dirait  que  ces  facettes  sont  obtenues  par  une  mo- 
dification hemiédrique  du  cube,  "^duè  à  des  plans  tangents  sur  quatre 
sommets  (Fig.  2).  Nous  appellerons  droites  du  premier  système  les -douze 
droites  ainsi  obtenues.  Le  second  cube  est  circonscrit  à  la 
sphère  directrice.  Chacune  de  ses  faces  coupe  la  surface  sui- 
vant deux  droites  passant  par  le  point  de  contact  avec  la 
sphère.  De  là  douze  droites,  que  nous  appellerons  les  droites 
du  second  système,  et  qui  sont  réelles  ou  imaginaires  en  même 
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temps  que  celles  du  premier.  On  peut,  de  deux  manières  différentes,  les 
grouper  en  trois  quadrilatères  gauches.  Si  elles  sont  réelles,  le  cube  qui 
les  contient  est  extérieur  à  celui  qui  contient  les  douze  premières  droites. 
Si  elles  sont  imaginaires,  leur  cube  est  également  imaginaire,  et  il  est 
impossible  de  faire  passer  par  Tune  d'elles  un  plan  réeL  Si  Ton  con- 
sidère quatre  droites  du  premier  système  non  situées  dans  le  même  plan, 
il  existe  deux  droites  qui  rencontrent  les  quatre  droites  à  la  fois,  et  qui 
par  conséquent  appartiennent  à  la  surface  cubique;  ce  sont  nécessaire- 
ment des  droites  du  second  système. 

En  résumé,  les  27  droites  de  la  surface  sont:  les  3  droites  de  Tinfini, 
les  1 2  droites  du  premier  système,  les  1 2  droites  du  second.  Les  droites 
de  l'infini  sont  toujours  réelles;  les  autres  sont,  toutes  ensemble,  réelles 
ou  imaginaires.  On  sait  que  chaque  droite  d'une  cubique  est  rencontrée 
par  dix  autres.  Ici,  en  appelant  couple  de  droites  deux  droites  symé- 
triques par  rapport  à  Tun  des  plans  de  symétrie,  on  trouve  qu'une  droite 
du  premier  système  est  rencontrée  par 

I   droite  à  l'infini i 

1  droite  parallèle,  du   1"  système   ......  i 

2  couples  de  droites  du   1®'  système 4 

2  7>  du  2**         »  4 

10. 

Une  droite  du  second  système  est  rencontrée  par: 

I   droite  à  l'infini i 

4  droites  du   1"  système 4 

I   droite  du  2''  système  (au  centre  d'une  face  du  cube),     i 
4  droites  j>  (sur  les  arêtes  du  cube)    ...     4 

10. 

Enfin,  une  droite  à  l'infini  est  rencontrée  par: 

2  droites  à  l'infini 2 

2  couples  de  droites  du   i"  système 4 

2        D  D  du  2*  »         .     ,     .     .     .     4 

10. 
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On  sait  encore  qu'une  surface  cubique  a  45  plans  tritangentSi  con- 
tenant chacun  trois  droites  de  la  surface.     Ici,  nous  avons: 

Le  plan  de  l-infini i 

3  fois:   I   droite  de  Tinfini  et  2  couples  ....     6 

de  droites  du   i"  système 
3  fois:   1   droite  de  Vinfini  et  2  couples  ....     6 

de  droites  du  2*  système 
2  fois:  4  plans,  contenant  chacun  3  droites     .     .     8 

du   i"  système 
2  fois:   12  plans,  contenant  chacun   i   droite    .     .  24 

du   I*'  système  et  2  du  2*"" 

45- 

Le  cube  qui  contient  les  droites  du  i"  système  étant  toujours  réel, 
ainsi   que  le   plan  de  Tiniini,  il  y  a  au  moins  7  plans  tritangents  réels. 

Observons  encore  qu'il  y  a  6  plans  tritangents  contenant  chacun  3 
droites  concourantes  (savoir,  une  droite  à  Tinfini  et  deux  droites  con- 
courantes). C'est  une  particularité  qui  se  conserverait  dans  toute  trans- 
formation homographique  de  la  surface,  et,  comme  en  général  une  surface 
du  3*°**  ordre  n'a  pas  3  droites  concourantes  et  situées  dans  un  même 
plan,  il  est  généralement  impossible  de  ramener  homographiquement  une 
surface  cubique  à  la  forme  symétrique.  Du  reste,  si  Ton  se  donne  les 
plans  principaux  d'une  surface  cubique  symétrique,  Téquation  de  celle-ci 
ne  renferme  que  deux  coefficients.  La  transformation  homographique  en 
introduit  15,  ce  qui  fait  en  tout  17,.  tandis  qu'il  en  faudrait  19  pour 
parvenir  à  l'équation  la  plus  générale. 

17.  Toute  section  de  la  cubique  symétrique  par  un  plan  réel  pos- 
sède à  rinfini  3  points  réels.  Si  donc  elle  est  indécomposable,  c'est  une 
hyperbole  redondante  de  Newton.  Il  n'y  a  d'exception  que  si  deux  points 
à  l'infini  sont  confondus,  et  Ton  a  alors  une  hyperbole  paraboliqtie.  Ce 
dernier  cas  se  présente  lorsque  le  plan  de  la  section  est  parallèle  à  l'un 
des  àxes  binaires. 

Per  chaque  point  de  la  surface  passent  27  coniques,  situées  dans 
les  platis  menés  par  les  27  droites.  La  section  complète  déterminée  par 
l'un  de  ces  plans  a  3  points  réels  à  l'infini,  dont  l'un  sur  la  droite. 
La   conique   a   donc   à    l'infini  deux  points  réels,  et  appartient  au  genre 
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hyperbole.  II  n')'  a  d'exception  que  dans  deux  cas:  i°.  Si  les  points  à 
Tinfini  sont  tous  sur  la  droite,  qui  est  par  suite  Tune  des  droites  de 
Tinfini;  alors  le  plan  sécant  est  parallèle  à  un  plan  principal,  et  la  co- 
nique est  d'un  genre  quelconque.  2°.  Sî  les  deux  points  à  Tinfini  de 
la  conique  sont  confondus;  l'hyperbole  dégénère  alors  en  parabole.  Il 
faut  et  il  suffit  pour  cela  que  le  plan  sécant  rencontre  deux  droites  de 
l'infini  au  niéine  point,  autrement  dit  qu'il  passe  par  un  sommet  du  tri- 
angle de  l'infini,  et,  par  conséquent,  quil  soit  parallèle  à  une  direction 
binaire.  Comme  il  contient  déjà  une  droite  de  la  surface,  c'est  à  dire 
une  parallèle  à  l'un  des  plans  principaux,  et  comme  les  directions  bi- 
naires sont  parallèles  ou  perpendiculaires  aux  plans  principaux,  le  plan 
sécant  est  lui-même  parallèle  à  un  plan  principal,  ce  qui  donne  deux 
droites,  ou  perpendiculaire,  ce  qui  donne  une  parabole  proprement  dite. 
Il  y  a  ainsi  24  paraboles,  correspondant  aux  24  droites  à  distance  finie. 

En  discutant  la  forme  des  sections  parallèles  aux  plans  principaux, 
on  s'assure  sans  peine  qu'il  y  a  au  plus  trois  cercles  réels  sur  la  surface, 
à  savoir  ceux  qui  sont  situés  dans  les  plans  principaux.  Ces  cercles  ne 
sont  réels  que  si  la  sphère  directrice  est  elle-même  réelle.  Il  existe  en 
outre  des  cercles  toujours  imaginaires,  au  sujet  desquels  nous  nous  bor- 
nerons à  l'énoncé  suivant: 

Chacune  des  douze  droites  dtf  premier  système  est  associée  à  deux  cercles 
imaginaires,  quelle  rencontre  aux  mêmes  points. 

1 8 .  Les  sections  de  la  surface  faites  par  des  sphères  centrales  sont 
des  sphérosymétriques  du  6*°*  ordre,  dont  l'une,  celle  qui  est  déterminée 
par  la  sphère  directrice,  se  décompose  en  trois  cercles  rectangulaires. 
Si  la  sphérosymétrique  rencontre  les  quatre  axes  ternaires,  elle  se  réduit 
évidemment  aux  8  points  situés  sur  ces  4  axes,  car  elle  est,  comme  on 
l'a  montré,  une  trajectoire  orthogonale  des  coniques  sphérîques  passant 
par  ces  8  points;  c'est  une  sphérosymétrique  évanouissante.     Le  rayon  p 

de  là  sphère  correspondante  s'obtient  en  faisant  x  =  y  =  z  =  ±*-^  dans 
l'équation  de  la  surface,  ce  qui  donne  pour  x: 


2X 


—  b{ix^  —  a^)  =  o. 


L'équation  dérivée  est  x{x  —  6)  =  o,  et  ses  racines,  substituées  dans 
le  premier  membre  de  la  proposée,  donnent  respectivement  ba^  et  b{a^ — 6'). 
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ft* 

Le    quotient    est    i ;.     La    condition    de    réalité  des  trois  racines  de 

Téquation  en  a?,  et  par  suite  des  trois  valeurs  de  /?,  est  que  ce  quotient 
soit  négatif,  d'où  -i>  i.     D'après  cela: 

La  surface  cubique  symétrique  possède  une  ou  trois  sphérosymétriques 
réelles  évanouissantes,  suivant  que  ses  2^  droites  à  distance  finie  smit  imagi- 
naires  ou  réelles. 

19.  Si  Ton  mène  par  l'origine  une  droite  ayant  pour  cosinus  di- 
recteurs oLj  ßy  J'y  elle  rencontre  la  surface  en  trois  points,  et  les  distances 
Pi>  Pi''  P%   ^^  ^^^  txo\^  points  à  l'origine  sont  les  racines  de  l'équation 

2ay9;y?^  —  *(/^'  —  ^^)  =  O. 

La  somme  algébrique  des  trois  distances,  égale  à  — ^,  est  indépendante 

de  a'.     Par  conséquent: 

La  somme  des  longueurs  interceptées  ù  partir  de  VoriginCy  sur  une  droite 
donnée,  par  toutes  les  cubiques  symétriques  qui  ont  mêmes  plans  de  symétrie 
est  proportionnelle  à  V arête  du  tétroMre  de  .  référence  et  indépendante  du 
rayon  de  la  sphère  directrice. 

Si  Ton  prend,  sur  chaque  droite  menée  par  l'origine,  le  centre  de 
gravité  des  trois  points  de  rencontre  avec  une  cubique  symétrique  donnée, 
le  lieu  de  ce  centre  est  la  surface: 

ôxyz  —  h{x^  +  y^  +  z^)  =^  o. 

C'est  une  cubique  symétrique  h  sphère  directrice  évanouissante. 

Faisons  varier  la  direction  ot,  ß,  y  de  fa<,'on  que  l'une  des  racines 
de  l'équation  en  p  ne  change  pas.  Pour  cela,  il  faut  et  il  suffit  que 
le  produit  aßy  soit  constant,  et  par  suite  les  deux  autres  racines  ne 
changent  pas  non  plus.     Il  en  résulte  que: 

Tout  cone  ayant  son  sommet  à  Vorigine  et  passant  par  une  sphérosymé' 
trique  de  la  surface  coupe  celle-ci  suivant  deux  autres  spMrosy  m  étriqués. 

Observons    encore    que    les    deux    racines,  o  et  — z-,  de  Téquation 

dérivée,   substituées  dans   l'équation  primitive,  donnent  respectivement  au 

Aetm  mmtkêmmtUm.    10.    IftpHmé  le  14  JalUct  1887.  29 
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premier  membre  les  valeurs  ha^  et  ha^ Tö«"«'   ^^^*  '^  rapport  est 

I r^r-5  X  -; .     La   condition    nécessaire    et   suffisante  pour  la  réalité 

des    trois    valeurs    de    p    est    que    ce    rapport   soit  négatif,  ou  bien  que 

27«'^^^'  soit  inférieur  à  -5.     Comme  on  a  toujours  «^  +  ^'  +  ^^  =  i, 

la  valeur  maxima  de  2']fx^ß^y^  est  Tunîté.  Par  conséquent,  si  J  est  su- 
périeur à  a  (autrement  dit  si  les  droites  de  la  surface  sont  réelles)  tous 
les  rayons  vecteurs  issus  de  Torigine  rencontrent  la  surface  en  trois  points 
réels.  Dans  le  cas  contraire,  ils  rencontrent  la  surface  en  un  ou  trois 
points,  suivant  qu'il  sont  d'un  côté  ou  de  l'autre  du  cone  circonscrit  ayant 
son  sommet  à  l'origine.  Si  a  est  imaginaire  ce  cone  est  également  imagi- 
naire, et  tous  les  rayons  vecteurs  rencontrent  la  surface  en  un  seul 
point  réel. 

20.  Si  Ton  cherche  la  section  faite  dans  la  surface  par  une  sphère 
de  rayon  B,  ayant  son  centre  sur  Tun  des  axes  binaires,  oz  par  exemple, 
à  une  distance  m  de  l'origine,  on  trouve  que  pour  jB  =  y/m*  +ä*  la 
section  se  décompose  en  un  cercle,  situé  dans  le  plan  principal  xoy^  et  une 
conique  sphérique  projetée  sur  le  même  plan  suivant  l'hyperbole  équilatère 
xy  =  mb.  Par  chaque  point  de  la  surface  passent  ainsi  trois  coniques 
sphériques,  situées  sur  trois  sphères  dont  chacune  contient  l'un  des  trois 
cercles  situés  dans  les  plans  principaux.  Chacune  de  ces  sphères  touche 
la  surface  en  quatre  points  situés  sur  le  cercle  correspondant.  Pouf 
w'  -f  a^  =  o,  le  rayon  B  s'annule,  et  le  centre  de  la  sphère  est  un  foyer. 
Il  y  a  ainsi  six  foyers,  situés  sur  les  axes  binaires,  aux  points  où  ils 
sont  rencontrés  par  une  sphère  orthogonale  et  concentrique  à  la  sphère 
directrice.  Si  la  sphère  directrice  est  réelle,  les  foyers  sont  imaginaires, 
et  inversement.  Pour  les  valeurs  de  m  égales' à  — b  +  y/6«_a',  la 
conique  sphérique  se  décompose  en  deux  cercles  imaginaires;  on  retrouve 
ainsi  les  24  cercles  imaginaires  dont  il  a  déjà  été  parlé.  On  voit  en 
même  temps  qu'il  existe,  en  dehors  de  la  sphère  directrice,  douze  sphères, 
réelles  ou  imaginaires,  rencontrant  chacune  la  surface  suivant  trois  cercles, 
dont  deux  imaginaires. 

21.  Il   est  facile   de   trouver   les   trajectoires  orthogonales   des  cu- 
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biques  symétriques  possédant  le  même  tétraèdre  de  référence.    Les  équa- 
tions différentielles  d'une  telle  courbe  sont: 

dx  dy  dz 


yz  —  bx       zx  —  6y       xy  —  hz^ 

h  désignant  une  constante.     On  les  vérifie  en  posant: 

.a;  ==       hkt  8n(/  +  C) 

\  .  y  =~biktcn{t  +  C) 

\  .z  =  —  Ut  àn{t  +  C). 


Dans  ces  formules,  t  est  une  variable  auxiliaire,  C  est  une  constante 
arbitraire,  et  k  est  le  module,  également  arbitraire,  des  fonctions  ellip- 
tiques qui  figurent  dans  les  seconds  membres.  Les  résultats  sont  réels 
pourvu  que  <  et  A  soient  réels,  que  h  soit  inférieur  à  l'unité,  et  que  C 
floît  égal  à  Ä  -f  fc'i,  h  étant  réel   et  kf  étant  le  module  complémentaire 

Vi  — *•• 

Il  est  également,  aisé  de  trouver  les  trajectoires  orthogonales  des  cu- 
biques symétriques  qui  possèdent  même  sphère  directrice  et  mêmes  plans 
j>rincipaux.     Si   l'on   élimine  le  paramètre  variable  h  entre  les  équations 
différentielles  précédentes  et  celle  de  la  surface  cubique,  il  vient: 

xdx  ydy  zdz 


y*  +  «•  —  «"  —  a'       «*  4-  «'  —  y*  -  a*       x*  -^  y*  —  z*—  a' 
^^  Ton  vérifie  ces  nouvelles  équations  en  posant: 


a 

9 


I^es  constantes  a,  ß,  j-  sont  assujetties  à  la  condition  o  +  y9-j-^  =  o. 
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En  éliminant  t  de  deux  façons  diflférentes,  on  peut  représenter  une  tra- 
jectoire orthogonale  par  les  deux  équations: 

{ß  -  r>'  +  (r  -  «)y*  +  («  -  ßy  =  o, 

(«.r;»  +  ßy^  +  ^,«)(a;»  +  y'  +  z' -  3«')'  =  9(a*  +  ß'  +  f)' 

Lorsque  a,  y9,  y-  varient  en  restant  infinirnent  petits  du  premier  ordre, 
les  trajectoires  restent  infiniment  voisines  de  la  sphère  a:^  +  y^  +  -8i^  =  3a^. 
Il  résulte  d'ailleurs  des  considérations  exposées- dans  la  première  partie 
que  cette  sphère  coupe  orthogonalement  les  surfaces  cubiques  dont  la 
sphère  directrice  a  un  rayon  égal  à  a. 

Le  lieu  des  trajectoires  qui  vérifient  la  condition: 


'{n—p)a  +  {p  —  m)ß  +  (m 


'')r  =  g^ 


m  y  n,  p  désignant  des  constantes  arbitraires,  est  la  surface: 

[{n  -  p)x'  +  (p  -  m)if  +  (m  —  n)z']{x'  +  ,f  +  z' —  j^a')  =  i 

qui   rencontre  par  suite  orthogonalement  la  famille  de  surfaces  cubiques 
considérée. 

22.  La  plus  simple  des  surfaces  cubiques  symétriques  est  la  sur- 
face élémentaire  xijz  =-•  p^,  caractérisée  par  un  tétraèdre  de  référence  in- 
finiment petit  et  une  sphère  directrice  infiniment  grande.  Sa  réciproque, 
relativement  à  une  sphère  centrale,  est  une  surface  de  même  nature;  en 
prenant  le  rayon  de  la  sphère  égal  à  32>,  la  surface  coïncide  avec  sa 
réciproque.  Elle  jouit  donc  à  la  fois  des  propriétés  générales  des  surfaces 
élémentaires  et  de  celles  de  leurs  réciproques.  En  outre,  les  plans  tangents 
communs  à  la  surface  cubique  élémentaire  et  à  une  sphère  centrale 
touchent  la  surface  élémentaire  suivant  une  ligne  le  long  de  laquelle  la 
courbure  totale  est  constante.  Deux  plans  de  symétrie  perpendiculaires 
interceptent  sur  chaque  normale,  à  partir  de  son  pied,  des  longueurs 
égales  et  de  signes  contraires.  La  surface  élémentaire  peut  être  regardée 
comme  lenveloppe  d'un  ellipsoïde  dont  les  trois  plans  principaux  sont 
fixes  et  dont  le  volume  est  constant;  la  surface  élémentaire  et  Tellipsoïde 
ont,  au  point  de  contact,  mêmes  directions  principales,  et  leurs  rayons 
de   courbure   en    ce   point  sont  proportionnels,  mais  tournés  en  sens  con- 
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traires.     Le  rapport  de  proportionnalité  est  constant  et  égal  à  — p.     Les 

lignes  asymptotiques  ont  pour  équations,  en  appellant  o^  et  /9  les  racines 
cubiques  imaginaires  de  l'unité: 

^''+  «y'  +  ß^^'  =  Const.y 
x^  +  ßy""  +  02?'  =  Const. 

Les  lignes  de  courbure,  trouvées  par  M.  Serreï,  se  déduisent  sans  peine 
de  la  connaissance  des  lignes  asymptotiques,  et  sont  déterminées  par 
Féquation: 

(^•'  +  ßü'  +  ^y  ±  (^'  +  ai^'  +  ß^y  =  (^onst. 

La  démonstration  de  toutes  ces  propriétés  ne  présente  aucune  difficulté. 

23.     Une    autre    surface    cubique    symétrique    qui    mérite  de  fixer 

l'attention  est  celle  qui  a  pour  équation,  en   coordonnées  tétraédriques: 

<'+.w' +  v' +  ?^' =  o 

et  dont  il  a  déjà  été  parlé  au  n°  1  5 .     On  va  voir  qu'il  est  possible  de 
déterminer,  sous   forme  finie,  les  équations  de  ses  lignes  asymptotiques. 
JNous  allons   même  résoudre  ce  problème  dans  le  cas  général  de  la  sur- 
:tface  tétraédrale  symétrique  simple  d  ordre  quelconque: 

<70  *"*  +  w"*  +  i;~  +  ti;"*  =  o 

mz^\x  M  est  une  constante  arbitraire.'     Par  differentiation,  on  obtient: 

^  "*  cette  équation  est  satisfaite  pour  tout  déplacement  rff,  rfw,  dv,  dw 
^-3cécuté  dans  le  plan  tangent  au  point  considéré.  Si  ce  déplacement  est 
^^iCectué  suivant  une  direction  asymptotique,  il  se  trouve  également  dans 


^   M.   Dârboux  (Bulletin   des  sciences  mathématiques,  tome  I)  a  ramené  la 
■"^ohcrche   des  lignes  asymptotiques  des  surfaces  Az^  +  By^  +  Cz^  +  Dt^  =  G  à  Tiaté- 

^ »•nation  d'une  équation  de  la  forme:  ; — rz —     ,., r  =*  K- —     ,^, -• 

-■^^    procédé  que  nous  indiquons  ici  ne  nécessite  pour  ainsi  dire  aucune  inti»gratioTi. 
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le   plan   tangent   au   point   t  •{-  dt,  u  +  dUy  v  -{-  dv^  w  •{-  dwy   et  Ton  a 
par  suite: 

{t  +  dt)'^^'dt  +  (w  +  duy-^du  +  (t;  +  dv^-'dv  +  (m;  +  dw^-^dw  =  o, 

d'où  Ton  tire  la  nouvelle  équation: 

(2)  r-Vi'  +  2^"*-«rfw'  +  î;"*-^rfv'  +  w'^^'dw^  =  o. 
On  a  d'ailleurs  la  relation  fondamentale: 

(3)  t  +  u  +  V'\'W  =  h. 

Si  Ton  peut  trouver  un  système  de  valeurs  de  t^  u,  Vy  tu  satisfaisant 
à  la  fois  aux  équations  (i),  (2)  et  (3),  les  lignes  asymptotiques  sont  p^r 
cela  même  déterminées.  Il  suffit  même  d'avoir  deux  relations  homogènes 
entre  t,  Uy  v,  w  vérifiant  les  équations  (i)  et  (2);  ces  relations  donneront 
les  rapports  des  quatre  variables,  et  il  sera  ensuite  aisé  de  trouver  des  va- 
leurs absolues  compatibles  avec  l'équation  (3).  *  Occupons  nous  donc  des 
équations  (i)  et  (2),  et  posons: 

Ces  équations  deviennent: 

(4)  r  +  W  +  v^+  W  =^0 

(5)  rfJ^  +  dU'  +  dV  +  dW  =  o. 
En  mettant  la  seconde  sous  la  forme: 

{dT  +  idU){dT—idU)  =  —  (rfF  +  idW){dV—  idW). 
on  aperçoit  la  solution: 

(6)  T+iU=—Å{V+iW) 

(7)  T-iU=      \{V-iW) 

où  A  est  une  constante  arbitraire.     Ces  deux  équations  entraînent  d'ail- 
leurs l'équation  (4);  ce  sont  donc  les  équations  d'une  ligne  asymptotique 
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de  la  surface.     En  faisant  disparaître  les  imaginaires,  on   parvient  à  la 
suite  de  transformations  faciles  à  la  nouvelle  équation: 

Posant  alors: 

M  =  {Å'  +  I)^     N=  —  {p— 1)^     p  =  4^^ 

et  revenant  aux  variables  t^  w,  v  y  w,  on  voit  que  la  ligne  asymptotique 
est  située  sur  la  surface  auxiliaire: 

(8)  M\v'^r  +  uTtc"^)  +  NXw'^r  +  u'^v'^)  +  P'(i;'»w*»  +  u'H"')  =  o 
avec  la  condition,  imposée  aux  constantes  M,  Nj  P: 

(9)  M+N+P  =  o. 

Par   chaque   point   de   la   surface   symétrique  paèsent  deux  surfaces 

(8),  correspondant  aux  deux  valeurs  de  ^  auxquelles  conduit  Télimina- 

tion  de  P  entre  les  équations  (10)  et  (11),  et  pivotant  autour  des  points 
fixes  communs  aux  trois  surfaces: 

w;"*r  +  U'^V"'  ==  O, 

On  obtient  ainsi  les  deux  lignes  asymptotiques  qui  se  croisent  en  chaque 

M 
point.     Les  deux  valeurs  de  ^  coïncident  lorsque  Ton  a: 

(10)  (r  +  tr  +  î?"*  +  w''')Yrirv'^  —  ^ru'^v'^tv'^  ==  o. 

.  La  surface  repi^ésentée  par  cette  équation  rencontre  la  surface  donnée 
(i)  suivant  4  lignes  planes,  situées  dans  les  faces  du  tétraèdre  de  réfé- 
rence, et  formant  la  courbe  parabolique  de  la  surface  (i).  En  outre, 
elle  peut  être  regardée  comme  le  lieu  des  points  pour  lesquels  les  deux 

valeurs   du   paramètre   -^   qui   figure  dans   Téquation  (8)  sont  égales,  et 

par  conséquent  elle  est  Tenveloppe  des  surfaces  (8). 
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Chaque  fois  que  m  est  commensurable, .  la  surface  tétraédrique  est 
algébrique  et  il  eu  est  de  même  de  ses  lignes  asymptotiques. 

24.  Lorsque  la  surface  cubique  symétrique  contient  les  arêtes  d'un 
tétraèdre,  chacune  de  ces  arêtes  coïncide  avec  deux  droites  du  premier 
système,  et  Véquation  devient  alors: 


(0 


2xyz  —  a{x^  +  y^  +  ^^)  +  ^f'^  =  o. 


Les  droites  du  second  système  coïncident  avec  celles  du  premier.  Chaque 
sommet  du  tétraèdre  inscrit  est  un  noeud  de  la  surface.  Les  sections 
faites  pas  des  plans  parallèles  à  xoy  donnent,  en  projection  sur  ce  plan, 
un  système  de  coniques  inscrites  dant*  un  même  carré.  L'équation  de  la 
surface  en  coordonnées  tétraédriques,  est: 


(2) 


f  8   +  ^«   +   ,;«   +    ^o'  =  - 


avec  la  condition  habituelle: 

t  +  u  +  V  +  w  =  h. 

Le  tétraèdre  de  référence  est  le  symétrique,  pnr  rapport  au  centre, 
de  celui  qui  contient  les  droites  de  la  surface;  on  peut  dire  que  ces  deux 
tétraèdres  sont  complémentaires  l'un  de  l'autre.  Pour  avoir  l'équation  de 
la  surface  rapportée  au  tétraèdre   inscrit,   il   suffit  de  remplacer  chaque 

coordonnée  par  son  complément  à  -,  et  il  vient: 


(3) 


t^  n^  v^  w 


C'est  la  forme  connue  de  1  equation  de  la  surface  réciproque  de  celle  de 
Steiner.  On  en  conclut,  en  vertu  du  paragraphe  précédent,  que  les  lignes 
asymptotiques  se  trouvent  sur  les  quadriques: 

(4)  M\uw  +  vt)  +  N\uv  +  ivt)  +  P\ut  +  v}v)  r=  o 

pourvu  que  M  -^  N  -{•  P  soit  égal  à  zéro.  ^ 

'   Ce  résultat  a  été  obtenu  par  M.  LAorERRE,  dans  ses  belles  recherches  analytiques 
sur    la    surface   réciproque  de  Ja  surface  de  Steiner  (Nouvelles   Annales   de   mathé- 
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L'équation  (4)  se  déduit  de  Téquation  (8)  du  paragraphe  précédent 
en  faisant  «1=1.  On  conclut  de  là^  sans  nouveau  calcul^  que  la  fa- 
mille de  quadriques  a  pour  enveloppe  la  surface: 

(5)  {vt  +  uw){wt  +  uv)  +  (1;/  +  uw){rw  +  ut) 

+  {vw  +  ut){wt  +  uv)  =  o. 

Ce  qui,  en  tenant  compte  de  la  relation  t  +  u  +  v  +  w  =  hy  peut  se 
mettre  sous  la  forme: 

Si  Ton  revient  au  tétraèdre  de  référence  primitif  en  remplaçant  /  par 
- — t,  u  par  -  —  Uj  etc.,  Téq  nation  (6)  ne  change  pas.  Or,  avec  ce  té- 
traèdre la  surface  cubique  a  pour  équation  (2),  et  les  formules  du  §  14 
montrent  alors  que  l'équation  (6)  représente  le  hessien  de  la  surface 
cubique.     Donc: 

L'enveloppe  des  quadriques  coupant  la  surface  cubique  suivant  ses  lignes 
asymptotiques  est  le  hessien  de  cette  surface;  ce  hessien  a  même  équation  par 
rapport  au  tétraèdre  inscrit  et  par  rapport  au  tétraèdre  complémentaire.  Il 
jouit  de  la  symétrie  cuhoctaédrique. 

On  peut  remarquer  aussi  que  si  deux  cubiques  symétriques  sont  cir- 
conscrites à  deux  tétraèdres  complémentaires,  elles  ont  même  hessien,  et  leurs 
lignes  asymptotiques  se  trouvent  sur  les  mêmes  quadriques,  passant  par  les 
somtnets  des  deux  tétraèdres. 

Sans  insister  sur  les  autres  propriétés  de  la  surface  cubique  cir- 
conscrite à  un  tétraèdre,  nous  allons  indiquer  comment  son  équation  peut 
je  mettre  sous  la  forme  de  déterminant,  qui  a  servi  de  point  de  départ 


matiques,  1872),  comme  application  de  la  théorie  des  formes  biquadratiques  simultanées. 
Le  même  auteur  Ta  établi  par  une  autre  voie  dans  sou  article  Sur  la  représentation  sur 
un  plan  de  la  surface  du  3'  ordre  qui  est  la  réciproque  de  la  surface  de  Steiner,  io- 
séré  au  tome  I  du  Bulletin   de   la  société   mathématique   de   France. 

Aetm  tmmihewtmtitm,    10.    ImpHmé  U  16  JallUt  1887.  80 


Digitized  by  VriOOQiC 


234 


L.  Lecorna. 


aux    recherches    de  -M.    Laoüerre.     Oonsidér^ns    les    cinq    fonctions  li- 
néaires: 

b  =  AT+BU-{-CV-\-DW, 
c  =  A'T  +  B'ü  +  C*V  +  D'W, 
d  =  A'T+  B*U  +  G*r  +  D'W, 
e  ==  A*T  +  B*U  +  C*r -h  D*W, 
où  Af  B,  C,  D  sont  quatre  constantes,  et  posons: 

T  =  {B  —  a)\G  —  D)\D  —  Byxt, 

U  =  {A  —  B)\D  —  Gf(G  —  AY  X  «, 

V  =  {A  —  B)*{B—B)\B  —  AfXv, 

TT  =  (^  —  B)\B  —  Cf{C—  A)*  X  w, 

n'  =  {A  —  B)\A  -  C)\A  —  Bf{B  —  C)\B  —  B)\C  —  B)\   ■ 

il  vient: 


tuv. 


a 

b      c 

1 

h     c     d 

=  n 

c     d    e 

L'équation 

est  donc  équivalente  à: 

abc 
bed 

c     d 

e 

=  o. 


25.  La  surface  de  Steiner,  réciproque  de  la  précédente,  a  été  telle- 
ment étudiée  qu'il  serait  superflu  de  revenir  sur  ce  sujet.  Observons 
seulement  qu'en  mettant  son  équation  sous  la  forme: 


y]t  +  v^t*  +  v^V  +  y^w  «=5  O, . 
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les  formules  du  n"^  23  donnent  immédiatement  ses  lignes  asymptotiques. 
Ces  lignes  ont  été  déterminées  par  Clbbsch  (Journal  de  Grelle,  1867) 
en  faisant  intervenir  la  représentation  de  la  surface  sur  un  plan. 

26.  Une  autre  surface  remarquable  du  4*"*  ordre,  pourvue  de  la 
symétrie  tétraédrique,  est  celle  qu'on  déduit  de  la  cubique  symétrique  à 
point  isotrope: 

2XYZ  +  hiX"  +  r  +  z')  =  o 

en  prenant  cette  dernière  surface  comme  lieu  des  centres  d'une  sphère 
mobile  qui  coupe  orthogonalement  une  sphère  centrale  fixe,  et  cherchant 
l'enveloppe  de  la  sphère  mobile.  Si  "R  est  le  rayon  de  la  sphère  fixe, 
les  formules  de  transformation,  données  par  M.  Darboux  dans  son 
ouvrage  déjà  cité  au  §  10,  sont: 

y 2B'ag  .  y  _  2R^y  y  2ß's 

~aî•  +  y•  +  ;^•  +  i^*^  -x'  +  y*  +  z'+R''  ^  =  x' +  y' +  z' +  h'' 

Il  vient  ainsi: 

4R'xyz  —  b{x'  +  y'  +  is'){x' +'y'  +  z' +  R')  =  o. 

Cette  surface,  anallagmatique  par  rapport  à  la  sphère  fixe,  diffère  essen- 
tiellement des  surfaces  anallagmatiques  ordinaires  du  4*"*  ordre,  autre- 
ment dit  des  cyclides.  Au  lieu  d'être  anallagmatique  par  rapport  à  5 
sphères,  elle  jouit  de  cette  propriété  par  rapport  à  6  plans  et  à  une 
sphère.  '.  Au  lieu  d'admettre  le  cercle  de  Tinfini  comme  ligne  double, 
elle  est  tangente  au  plan  de  Tînfini  le  long  de  ce  cercle,  qui  fait  par 
conséquent  partie  de  la  courbe  parabolique  et  constitue  une  ligne  de 
courbure  singulière.     Elle  possède  en  outre  à  l'origine  un  point  isotrope. 

27.  La  plupart  des  surfaces  tétraédriques  dont  nous  avons  parlé 
jusqu'ici  rentrent  dans  le  type  général  xyz  =  f{x^  +  y'  +  ^')-  Ce  sont 
des  surfaces  binaires,  jouissant  comme  telles  des  propriétés  établies  au  n^  5. 
Parmi  les  surfaces  qui  n'appartiennent  pas  à  ce  type  noiiff  mentionnerons 

la  surface: 

y^z^  +  js^x^  +  x^y^  —  2axyz  =  o 

dont  parle  M.  Tlssbrand,  dans  son  Recueil  complémentaire  ctexercicés  sur 
le  calcul  infinitésimcd,  et  qui  est  coupée  suivant  quatre  cercles  par  la 
sphère  x^  +  y*  -f-  z^  =  a\  ' 
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Comme  exemple  de  surface  transcendante,  citons  la  surface  binaire 
xyz  =  e-<''+*'*+''>  dont  Téquation  se  ramène  à  la  forme  XYZ  =  i  en 
posant  X  =  x^\  Y  =  yé»",  Z  =  ze'". 


Troisième  partie.    Surfaces  du  type  cuboctaédrique. 

28.  Le  type  cuboctaédrique  est  caractérisé  par  9  plans  de  symé- 
trie, savoir  les  trois  faces  d*un  triédre  trirectangle  et  les  6  plans  bissec- 
teurs de  ce  triédre.  Les  faces  du  triédre  sont  parallèles  à  celles  du  cube. 
Les  six  autres  plans  contiennent  chacun  deux  arêtes  parallèles  du  même 
polyèdre.  L'existence  de  ces  plans  de  symétrie  entraîne  celle  d'un  centre, 
de  3  axes  quaternaires  (les  arêtes  du  triédre  trirectangle),  de  4  axes 
ternaires  (les  diagonales  du  cube),  de  6  axes  binaires  (joignant  chacun 
les  milieux  de  deux  arêtes  parallèles  du  cube).  Les  faces  de  Toctaèdre 
conjugué  sont  perpendiculaires, aux  axes  ternaires. 

Prenons  comme  axes  de  coordonnées  les  3  axes  quaternaires.  Toute 
équation  ^{x^j  y  S  z^)  =  o  dont  le  premier  membre  est  une  fonction 
symétrique  des  carrés  des  variables  représente  évidemment  une  surface 
cuboctaédrique.  Pour  former  méthodiquement  les  équations  de  ce  genre 
d'après  notre  procédé  général,  nous  devons  remarquer  que  les  trois  plans 
de  coordonnées,  que  nous  appellerons  plans  principaux,  sont  des  plans  de 
symétrie,  ce  qui  nous  empêche  de  prendre  comme  élément  symétrique 
le.  produit  xyz\  mais  nous  pouvons  prendre  le  carré  x^y^z^.  Le  produit 
des  distances  aux  plans  perpendiculaires  aux  axes  quaternaires  (plans  di- 
recteurs) fournit  un  autre  élément.     Nous  prendrons  donc: 

M=x'y'z^ 
N  -=  x^  +  y^  +  z^  —  2y^z^  —  2z^x^—  2x^y^] 

et  l'équation  générale  des  surfaces  cuboctaédriques  ne  diffère  par  suite 
de  celle  des  surfaces  tétraédriques  que  par  Fabsence  des  puissances  im- 
paires de  xyz.  On  aurait  pu  énoncer  immédiatement  ce  résultat,  en  se 
rappelant  qu'on  passe  d'un  système  à  l'autre  par  l'addition  d'un  centre 
de  symétrie.     Les  deux  éléments  M  et  N  ont  pour  ordres  w  =  6,  n  =  4, 
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d'où   Ton   tire  m  +  n  —  1=9.'  C'est  le  nombre  des  plans  de  symétrie 
du  cube,  et  Ton  se  trouve  ainsi  dans  le  cas  examiné  au  n^  2. 

La  surface  cuboctaédrique  dififérente  d'une  sphère  est  au  minimum 
du  4*  degré.  En  désignant  par  A,  B\,  C,  A',  B\  (7,  -4",  JB",(7',  une 
suite  de  constantes  et  posant  x^  -{-y^  -{-  z^  =  />^  l'équation  de  la  qiuxr- 
tique  symétrique  peut  se  mettre  indififéremment  sous  l'une  ou  l'autre  des 
formes  suivantes: 

(i)     a;'  +  /  +  /  —  2^^^^  —  2z'x^  —  2x'y'  +  Ap'  +  2Bp^  +  C  =0 

(2)  X*  -{-y*  +z*  +  A'p'  +  2B>»  -(.  C  =  o 

(3)  a;y  +  y'z^  +  z'x'  +  A'p*  +  2B'p*  +  C"  =  o. 

G       C       O* 
Remarquons    que,    pour    une    même    surface,  l'on  a  -=  =  —;  =  —.     Con- 
sidérons la  troisième  forme,  et  supposons  qu'on  coupe  la  surface  par  un 
plan  z  ^=  hy  h  étant  déterminé  au  moyen  de  la  condition: 

Ä*(i  +  4J"')  +  4B"A'  +  4«"'  —  4^"C"'  =  a 

La   section    se   décompose  en  deux   coniques  ayant  des  équations  de   la 

forme: 

xy  ±m{x^  +y'  +  n)  =  0. 

Cîe  sont  deux  coniques  égales,  ayant  en  commun  deux  diamètres  rect- 
«iingulaires  égaux  situés  dans  les  plans  zox,  zoy.  Une  seule  de  ces  co- 
Yiiques  suffit  d'ailleurs  à  déterminer  la  surface,  et,  comme  ses  équations 
dépendent  de  paramètres  (A,  m,  n)  qui  sont  en  même  nombre  que  dans 
X  ^équation  de  la  surface,  la  conique  peut  être  choisie  arbitrairement  parmi 
c^ elles  qui  occupent  la  situation  indiquée.     En  conséquence: 

La  quartique  symétrique  peut  être  engendrée  par  une  sphérosymétrique 
c?«*  8'  ordrey  assujettie  à  s'appuyer  constamment  sur  une  conique  parallèle 
A  Vun  des  plans  principaux  et  symétrique  par  rapport  à  deux' plans  diago- 
"n^iux  du  cube. 

29.  Une  sphérosymétrique  du  8*"*  ordre  a  deux  équations  qu'on 
peut  écrire: 

^^  +  y^  +  ^^  =  Const. 

^*  +  y*  +  «^*  =  Const. 


Digitized  by  VriOOQiC 


238  L.  Lecornu. 

On  vérifie  sans  peine  qu'elle  est  orthogonale  à  tous  les  cones: 

a    ^    b    ^    c  " 

pourvu  que  la  somme  a  +  é  +  c  soit  nulle. 

Ces  cones  passent  par  les  diagonales  du  cube  et  admettent  les  axes 
quaternaires  comme  lignes  doubles.  Suivant  une  expression  déjà  employée, 
ce  sont  les  cones  inverses  de  ceux  qui  sont  normaux  aux  sphérosymé- 
triques  du  ô*""*  ordre.  Toute  surface  cuboctaédrique  binaire,  c  est  à  dire 
ayant  une  équation  indépendante  de  l'élément  x^y^z^y  est  une  trajectoire 
orthogonale  de  cette  farhille  de  cones. 

30.  L'équation  de  la  quartique  symétrique  peut  s  écrire,  comme 
on  Ta  vu: 

N  +  Ap'  +  2Bp^  +  C=  o. 

Soient  a',  ô'  legi  racine»  (positives  ou  négatives)  du  trinôme  J/>*+2B/)*-j- C 
On  peut  encore  écrire: 

{x  +  y  +  z){x^y  —  z){x  —  y  4-  z){—  x  +  y  +  z)^  A{p'  -^a'){p'  —  b"), 

et  la  surface  est  par  conséquent  le  lieu  de  l'intersection  des  deux  qua- 
driques: 

{x+y  +  z){      x+y  —  z)  =  AX{p'  —  a') 
{x-y  +  z){-x  +  y  +  z]==     \{p' -  b"), 

Å  étant  un  paramètre  arbitraire.  On  remarque  que  les  sections  cycliques 
centrales  de  ces  deux  faisceaux  de  quadriques  sont  invariables,  et  que' 
les  plans  cycliques  de  l'un  des  faisceaux  sont  symétriques  de  ceux  de 
l'autre  par  rapport  au  plan  zox.  Toutes  ces  quadriques  ont  mêmes 
plans  principaux.  La  correspondance  peut  être  définie  géométriquement 
par  la  condition  que  la  courbe  d'intersection  s'appuie  sur  la  conique 
trouvée  au  n""  28. 

L'intersection  de  deux  surfaces  du  second  ordre  concentriques  ap- 
partient à  trois  cylindres;  c'est  la  courbe  à  laquelle  Frezier  et  de  la 
GouRNERlE    ont    donné    lo    nom    d'dli^psimbre.     Si   les   deux   surfaces  ont 
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mêmes  plans  principaux,  Tellipsimbre  admet  ces  plans  comme  plans  de 
symétrie,  et  peut  être  appelée  ettipsimbre  symétrique.  On  voit,  par  ce  qui 
précède,  que: 

Toute  quartique  symétrique  est  le  lieu  d'une  eäipsimbre  symétrie  assu- 
jettie: i"^  à  s  appuyer  sur  quatre  cercles  fixes,  concentriques,  et  égaux  deux 
à  deux,  symétriquement  placés  par  rapport  aux  plans  principaux  de  Vet- 
lipsimbre;  2^  à  rencontrer  en  même  temps  une  conique  parallèle  à  Vun  de 
ces  plans  et  symétrique  par  rapport  aux  deux  autres. 

L'ellipsimbre  (i)  rapportée  à  ses  plans  principaux,  a  pour  équations: 

2x'  —  z'  =  AX{x'  +  y'  +  z'  —  a% 

2y'-z'=      'j{x'  +  y^  +  z'-h^. 

Elle  est  située  sur  le  cone: 

[2b'  +  AÅ{a'  —  b')]x'  +  AÅ[a'  —  b'—  2Xa']y' 
+  [AXW—  AÅ{a'  +  ft»)  —  b']z'  =  o 

qui  coupe  la  surface  suivant  une  seconde  ellipsimbre.  Pour  les  valeurs 
de  Å  qui  annulent  Tun  des  coefficients,  lé  cone  se  décompose  en  deux  plans, 
et  les  deux  ellipsimbres  se  décomposent  chacune  en  deux  coniques  situées 
sur  la  surface.  Abstraction  faite  des  valeurs  o  et  co  de  A,  qui  cor- 
respondent aux  sections  circulaires,  la  décomposition  a  lieu  en  posant 
Tune  des  conditions: 

^=3(6^'       .^=^'        ^AV-JA(a'  +  0-*'  =  o. 

On  trouve  ainsi  8  plans  rencontrant  chacun  la  surface  suivant  deux 
coniques.  Les  quatre  premiers  passent  chacun  par  un  axe  binaire,  les 
quatre  derniers,  par  un  axe  quaternaire.  Chacun  de  ces  plans  touche  la 
surface  aux  quatre  points  de  rencontre  des  deux  coniques  qu'il  renferme. 
Par  chaque  axe  binaire,  on  peut  ainsi  faire  passer  deux  plans  quadri- 
tangents;  par  chaque  axe  quaternaire,  on  peut  en  faire  passer  quatre. 
Il  y  a  par  suite  24  plans  quadritangents  déterminant  48  coniques  dela 
surface. 
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Il  ne  peut  exister  d'autres  plans  passant  par  le  centre  et  coupant 
la  surface  suivant  deux  coniques.  En  effet,  si  on  rend  Téquation  de  la 
surface  homogène  par  Tintroduction  d'une  variable  auxiliaire  <,  le  lieu 
des  points  pour  lesquels  le  plan  tangent  passe  par  Torigine  s^obtient  en 
égalant  à  zéro  la  dérivée  par  rapport  à  t.  L'équation  (i)  du  n®  28 
donne  ainsi  Bp^  +  C  =^  o.  Le  cone  central  circonscrit  à  la  surface  la 
touche  donc  suivant  une  courbe  sphérique  (sphérosy métrique).  Ce  cone 
est  du  quatrième  ordre,  et  sa  trace  sur  un  plan  quelconque  est  une 
quartique  plane.  Tout  plan  quadritangent  passant  par  le  centre  a  pour 
trace,  sur  le  même  plan,  une  bîtangente  de  cette  quartique.  Comme 
une  quartique  a  28  bitangentes,  il  y  a  28  plans  quad  ri  tangents.  Or 
nous  connaissons  précisément  28  plans  de  cette  nature,  à  savoir  les  24 
plans  dont  il  a  été  question  ci  dessus,  et  les  quatre  plans  perpendicu- 
laires aux  axes  ternaires  (ceux-ci,  coupant  chacun  la  surface  suivant  2 
cercles  concentriques,  sont  bitangents  en  deux  points  du  cercle  de  Tinfini). 

31.  Tout  plan  central  coupe  le  cone  central  circonscrit  suivant  4 
droites,  bitangentes  à  la  section  de  la  surface  par  le  môme  plan.  Si 
a  =  o,  ^  =  0,  Y  ^=  Oj  d  =  O'  sont  les  équations  des  4  droites  rapportées 
à  deux  axes  rectangulaires  menés  par  l'origine  dans  le  plan  sécant,  et  si 
B  est  le  rayon  de  la  sphérosymétrique  de  contact,.  1  equation  de  la 
section  est  de  la  forme: 

^ßrd^{p'~Ry 

qui  rentre  xjans  la  fornpie  canonique  donnée  par  PlCcker  pour  Téquation 
des  quartiques  en  général,  savoir: 

aßra  =  F^ 

F  étant  une  conique,  et  a,  yî,  ;-,  ^,  quatre  droites  généralement  non 
concourantes.  On  remarque  que  les  sections  centrales  jouissent  d'une  pro- 
priété projective,  consistant  en  ce  qu'elles  ont  quatre  bitangentes  con- 
courantes. En  partant  de  la  formé  canonique,  il  est  facile  de  trouver 
les  autres  bitangentes  d'une  quartique.     Il  suffit  d'écrire  l'identité: 

oißira  +  2pr  +  p'aß)  =  {V  +  paßy, 
et  de  déterminer  /i  de  manière  que  la  conique: 

j-â  +  2pV  +  p^aß  =  o 
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se  décompose  en  deux  droites  pj  q.     L'équation   prend   alors  la  forme: 

aßpq  =  [y + ßoißy 

et  par  conséquent  ^  et  g'  sont  deux  bitangentes. 

D'une  manière  générale,  lorsque  C,,  6\,  C,  sont  trois  coniques  quel- 
conques, l'équation  en  [x  exprimant  que  C^  +  2/iCj  +  ß^C^  se  décompose 
en  deux  facteurs  linéaires  est  du  6*°'  degré.  Maïs  ici,  il  y  a  une  racine 
nulle  et  une  infinie,  correspondant  aux  deux  couples  aß  et  yd.  On  n'a 
donc  en  réalité  à  résoudre  qu'une  équation  du  4*"*  degré,  déterminant  8 
couples  de  bitangentes.  Chaque  couple  se  compose  évidemment  de  deux 
droites  symétriques  par  rapport  au  centre.  Les  4  droites  a,  y9,  /*,  ^ 
pouvant  se  grouper  en  deux  couples  de  3  manières  différentes,  on  peut, 
de  3  manières,  trouver  8  couples  de  bitangentes,  soit  en  tout  24,  qui, 
avec  les  4  droites  a,  ßy  fj  d  complètent  le  nombre  total.  Toute  bitan- 
gente  de  la  quartique  symétrique  étant  bitangente  à  une  section  centrale, 
la  méthode  précédente  conduit  à  la  détermination  complète  des  bitangentes 
de  la  surface. 

33.  L'équation  de  la  quartique  symétrique  ne  renfermant  que  des 
puissances  paires  des   coordonnées,   on  est  naturellement  amené  à  poser: 

x'  =  X,         y'=  r,         z'  =  Z, 

ce  qui  établit  une  correspondance  entre  les  points  de  cette  surface  et  ceux 
d'une  surface  de  révolution  du  second  degré.  A  chaque  point  de  celle-ci 
correspondent,  sur  la  quartique,  les  8  sommets  d'un  cube.  La  surface 
du  second  ordre  est  de  révolution  autour  de  Taxe  ternaire  X=  Y^=^Z. 
A  ses  parallèles  correspondent  les  sphérosymétriques;  à  ses  plans  tangents 
correspondent  des  surfaces  du  second  degré  coupant  la  quartique  suivant 
deux  ellipsimbres;  à  ses  deux  systèmes  de  génératrices  rectîlignes  corres- 
pondent deux  systèmes  d'ellipsîmbres,  et  ainsi  de  suite.  Les  ellipsimbres 
que  nous  rencontrons  ici  ont  leurs  plans  principaux  parallèles  aux  faces 
du  cube;  elles  diffèrent  donc  de  celles  que  nous  avons,  déterminées  pré- 
cédemment, et  qui  avaient  deux  plans  de  symétrie  passant  par  les  arêtes 
du  cube. 

33.  Toute  surface  douée  de  la  symétrie  tétraédrique  est  repré- 
sentée,  en   coordonnées  tétraédrales,  par  une  équation  y{t,  w,  r,  w?)  =  o 
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symétrique  par  rapport  aux  coordonnées.  Pour  que  la  même  surface 
jouisse  de  la  symétrie  cuboctaédrique,  il  faut  et  il  suffit  qu'elle  possède 
un   centre,  et  par  suite  que  Téquation  reste  vérifiée  quand  on  remplace 

Jy  Uy  V,  w  par t  y  etc.,  h  étant  la  hauteur  du  tétraèdre  de  référence. 

Posons  ! t  =  Ty u  =  TJj    etc.,     d'où    HT  —  o.      Les   quantités 

4  4 

Ty  Uy  Vy  W  changcut  de  signe  sans  changer  de  valeur  absolue  par  la 

substitution  dont  il  s'agit.     La  condition  pour  que  la  surface  soit  cuboc- 

taédrique    est    donc    que    le    premier   membre   de  son  équation  soit  une 

fonction  paire  ou  impaire  de  T,   Z7,  F,   TT,  symétrique  par  rapport  à  ces 

variables.     Le  produit  TfJFTT  n'est  autre  chose  que  l'élément  symétrique 

du  4®''  ordre.  On  a  d'ailleurs  x^  +  ?/'  +  z^  =-^T^.  L'équation  géné- 
rale de  la  quartique  symétrique  est  donc 

Tuvw  +  A{XTy  + 2B{j:r)  +  C  ^- o 

avec  la  condition  HT  =  o. 

On  peut  aussi  introduire  les  trois  fonctions: 

tu  +  vw  —  A,         tv  +  W'«^  =  /«>         '^^'  +  uv  =  V, 
rencontréeSs  déjà  au  n-°  24.     En  vertu  de  l'identité: 

A  =  tu  +  vtv  =  TU+  FTr+  I* 

X  est  une  fonction  paire  de  T,  Î7,  F,  TF.  Il  en  est  de  môme  de  jj,  et 
V.  D'après  cela,  toute  équation  ^(A,  ^,  v)  =  o  dont  le  premier  membre 
est  une  fonction  symétrique,  entière  et  de  degré  n,  par  rapport  à  A, /i,  v , 
représente  une  surffice  cuboctaédrique  de  degré  2».  L'expression  de  A 
en  coordonnées  cartésiennes  est: 

Tj&  surface  A  =^  o  est  un  liyperboloïde  à  une  nappe,  de  révolution  autour 
de    Taxe   cle^   x,  et  dont  les  génératrices  se  coupent  à  angle  droit  sur  le 
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cercle   de   gorge.     Cette   surface   contient   les   diagonales  de  quatre  faces 
d'un  cube.     Sa  méridienne  est  une  hyperbole  équilatère,  et  on  peut  l'ap- 
peler hyperholcïde  équilatère. 
Posons: 

F  =  ^(^'  +  y'  +  ^')-p'. 

Nous  avons  Tidentité: 

(i)  ^  +  /i  +  P  +  9^=lh'  —  p\  ' 

Nous  pouvons  considérer  Åj  /i/y,  p  comme  des  coordonnées  quadratiques 
égales  aux  puissances  d'un  point  par  rapport  à  une  sphère  centrale  et  à 
trois  hyperboloïdes  équilatères.     Dans  ce  système,  l'équation: 

(2)  A'  +  ;U'  +  V'=^', 

où  Q  est  une  constante  arbitraire,  est  l'équation  générale  des  quartiques 
symétriques;  car  elle  dépend  de  trois  constantes  arbitraires,  savoir  la 
hauteur  h  du  tétraèdre  de  référence,  le  rayon  de  la  sphère  centrale  (ou, 
ce  qui  revient  au  même,  là  constante  p)^  enfin  le  coefficient  Q.  L'intérêt 
principal  de  cette  forme  d  equation  consiste  dans  le  rapprochement  qu'elle 
établit  entre  les  quartiques  symétriques  et  les  anallagmatiques  du  4*"' 
ordre.  Celles-ci  en  effet,  comme  Ta  montré  M.  Dakboux,  peuvent  se 
représenter  par  une  équation  de  la  forme: 

AS^  +  AS'''  +  A'S"""  +  ^'"Ä""  =  o, 

où  S^  S'y  S",  iS"'  sont  les  puissances  par  rapport  à  4  sphères.  Ici,  3 
des 'sphères  sont  remplacées  par  des  hyperboloïdes  équilatères,  genre  de 
surfaces  qui  ne  diffère  de  la  sphère  que  par  le  signe  du  carré  de  l'un 
des  axes.  Seulement  il  convient  de  remarquer  qu'en  remplaçant  les  trois 
hyperboloïdes  par  les  sphères  conjuguées,  on  aurait  ici  quatre  sphères 
concentriques,  et  1  equation  obtenue  représenterait  deux  sphères  égale- 
ment concentriques. 

L  equation  d'une  surface  étant  mise  sous  la  forme  précédente,  on 
peut  remplacer  A,  /i,  /  par  X  +  ol^  [i  +  olj  v  +  a  i^i  ^  par  ^  +  ßy  puis 
chercher  quelles  valeurs  il  faut  attribuer  aux  constantes  a  et  yî  pour  que 
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la  forme  d*équation  soit  conservée.  En  posant  pour  abréger  F  =  ^ä' — p^^ 
on  trouve: 

Q  2P  2FQ 

Si    donc    Q   est   différent   de  -,   la  forme  réduite   peut  être  obtenue  de 

deux  manières  différentes. 

Par  la  combinaison  des  équations  (i)  et  (2),  il  vient: 

2(^i  +  h^+llv)  =  P'—  2Pip  +  (i  —  Q)ip\ 

Le  premier  membre,  égalé  à  zéro,  représente  (voir  n**  24)  le  hessien  de  la 
surface  cubique  symétrique  circonscrite  au  tétraèdre  de  référence.  La 
surface    se    réduit    à    ce    hessien    si    l'on    a   à  la  fois  P  =  o  et  Ç  =  i. 

P  =  o  revient  à  dire   que   la  sphère  centrale  a   pour  rayon  -Ä,  c'est  à 

dire  qu'elle  est  circonscrite  au  tétraèdre  de  référence.  Cette  condition 
étant  supposée  remplie,  le  hessien  a  pour  équation  quadratique: 

X'  +,!'  +  ,'  =  <p\ 

34.  On  arrive  à  une  forme  d'équation  encore  plus  simple  en  sub- 
stituant aux  3  hyperboloïdes  équilatéres  les  trois  surfaces  de  révolution 
obtenues  en  égalant  à  zéro  les  trois  fonctions: 

our' +  y9(/ +  ^*)  +  ;- =  A, 
(i)  ay'  +  ß{z'  +  a;»)  +  r  =  /t, 

L'équation: 

}}  +  Ii'  +  v'  =  k 

dépend  des  trois  constantes  i>  z>  f  ^t  représente  par  suite  la  quartîque 

symétrique  la  plus  générale.  En  cherchant  à  Fidentificr  avec  réquation 
ordinaire: 

N+Ap*-]-  2Bp'  +  C=o, 

on   trouve  que  la  réduction   peut  se  faire  de  deux  manières  différentes, 
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Les  deux  transformations  sont  ensemble  réelles  ou  imaginaires,  suivant 
que  le  cone  asymptotique  est  imaginaire  ou  réel.  Les  deux  transforma- 
tions se  réduisent  à  une  seule  pour  A  =  -;  mais  alors  le  coefficient  y  est 
infini  ou  indéterminé.  Lorsque  les  deux  transformations  sont  réelles,  A 
est   supérieur  à  - .     S'il   est  compris  entre    i   et  3,  l'un  des  systèmes  de 

quadriques  (i)  se  compose  d'ellipsoïdes,  et  l'autre  d*hyperboloïdes.  Dans 
le  cas  contraire,  les  deux  systèmes  se  composent  d'ellipsoïdes.  Les  ellip- 
soïdes ne  sont  réels  que  si  B  est  négatif. 

36.  Cherchons  maintenant  les  droites  réelles  qui  peuvent  appar- 
tenir à  la  quartique  symétrique.  D'après  ce  qui  a  été  dit  au  n*^  7,  ces 
droites  sont  perpendiculaires  aux  plans  de  symétrie.  On  peut  le  voir 
aussi  au  moyen  des  résultp^ts  établis  au  n''  30.  En  effet,  la  droite  D', 
symétrique  d'une  droite  D  par  rapport  au  centre,  appartient  en  même 
temps  qu'elle  à  la  surface,  et  les  deux  droites  déterminent  un  plan  central 
P  qui  coupe  la  surface  suivant  deux  coniques  (dont  Tune  formée  par 
les  deux  droites).  Ce  plan  contient  donc  soit  un  axe  binaire,  soit  un 
axe  quaternaire,  ce  qui  exige  qu'il  soit  normal  à  un  plan  de  symétrie 
//.  Il  coupe  par  suite  les  plans  directeurs  suivant  des  droites  symétri- 
quement placées  par  rapport  à  la  trace  du  plan  de.  symétrie;  la  droite 
Z),  étant  assujettie  à  couper  ces  mêmes  droites  en  des  points  situés  sur 
les  circonférences  déterminées  par  le  plan  P  dans  les  sphères  directrices, 
est  évidemment  perpendiculaire  au  plan  de  symétrie  //. 

Considérons  d'abord  une  droite  perpendiculaire  à  Tun  des  plans  prin- 
cipaux, et  parallèle  pur  conséquent  à  l'un  des  axes  quaternaires,  oz  par 
exemple.  Soient  a?  =  a,  y  =  yî  ses  équations.  Portant  ces  valeurs  de  x 
et  de  y  dans  l'équation  de  ta  surface  mise  sous  la  forme  (i)  du  n°  28, 
et  annulant  les  coefficients  des  différentes  puissances  de  Zy  nous  avons 
les  conditions: 

A  =  -i, 

B'  +  V  =  4aT- 
La    condition  A  =  —  i   réduit  l'équation ,  du  cone  asymptotique  à 
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ce  cone  n'admet  donc  pas  d'autres  génératrices  réelles  que  les  axes  qua- 
ternaires. Les  deux  autres  conditions  montrent  que,  pour  la  réalité  de  a 
et  /î,  on  doit  avoir: 

B>o, 

SB'  +  4C<o. 

Soient  Pj  et  P,  les  carrés  des  rayons  des  sphères  directrices.     On  a: 

C 


P^+P.= 


2B 

A 


et     PJ\=^ 


Faisant  Ä  ==  —  i,   et   tenant  compte   de  ces  relations,  les  inégalités  pré- 
cédentes deviennent: 

i\  + 1\  >  p, 

(^-^)G-^)<°- 

P  .  I 

D'après  cela,  le  rapport  -j^  doit  être  positif  et  compris  entre  3  et  -  ;  P^ 

et  P^  doivent  être  tous  les  deux  positifs.     De  cette  discussion  on  conclut, 
eu  égard  à  la  symétrie  de  la  surface,  que: 

La  quartique  symétrique  contient  24  droites  parallèles  aux  axes  qua- 
ternaires lorsque  son  cone  asymptotique  se  réduit  à  ces  axes.  Les  24  droites 
sont  réelles  si  les  sphères  directrices  sont  réelles^  et  si  le  carré  du  plus  grand 
rayon  est  inférieur  à  trois  fois  le  carré  du  plus  petit;  autrement  dit^  si  les 
faces  du  cube  inscrit  dans  la  plus  grande  sphère  rencontrent  réellement  la 
plus  petite. 

Il  est  évident  que  les  24  droites  sont  disposées  suivant 

6   carrés,   placés   sur   les  faces   d'un  cube,  comme  l'indique 

la  lig.    3.     Par  chaque   droite,   on    peut  faire  passer,  outre 

deux    plans    parallèles    aux  faces  du   cube,  cinq  plans  qui 

contiennent  chacun  une  seconde  droite  et  déterminent  autant 

de  coniques  de  la  surface;  ce  sont  des  plans  quatritangents. 

Il  existe   60   plans  de   cette  nature,  qui  font  connaître  60 

coniques.     Parmi   les   5    plans,  qui   passent  par   Tune  des  droites,  il  y  a 

un    plan   central     On   a  ainsi    12  plans  centraux  quatritangents;  ce  sont 

les  1 2  plans,  contenant  chacun  un  axe  quaternaire,  trouvés  déjà  au  n°  30. 


Fig.  3. 


//l 


m 


Vj 
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Il  y  a  deux  cubes  passant  par  les  24  droites;  les  demies  longueurs 
de  leurs  arêtes  sont  les  quantités  a  et  ß.  Ces  deux  cubes  se  confondent 
quand  on  prend  ßP,  =  ^i>  ce  qui  exprime  que  le  cube  circonscrit  à 
l'une  des  sphères  directrices  est  inscrit  à  l'autre.  Les  24  droites  se  ré- 
duisent alors  aux  12  arêtes  d'un  cube,  et  celles-ci  sont  tangentes  à  la 
plus  petite  sphère  directrice.  La  surface  possède  dans  ce  cas  8  points 
coniques  (les  sommets  du  cube).     Son  équation  peut  s'écrire: 

xY  +  y'z'  +  ^'^'  —  ^A^'  +  y'  +  ^')  +  sa*  =  o. 

36.  Considérons  actuellement  une  droite  perpendiculaire  à  l'un  des- 
plans diagonaux  du  cube,  et  parallèle  par  conséquent  à  un  axe  binaire. 
Ses  équations  sont,  par  exemple: 

2/  =  ^  +  «,         z  =  ß. 

Portant  dans  l'équation  de  la  surface,  et  écrivant  que  l'équation  en  x  est 
identiquement  satisfaite,  il  vient: 

-4  =  0, 

«    --^-4^' 


ß' is  +  ÎB- 


4B   *   4^ 

Remarquons  qu'en  vertu  de  la  condition  ^  ==  o,  Tune  des  sphères 
directrices  disparaît  à  l'infini  et  le  rayon  R  de  l'autre  sphère  satisfait  à 
la  relation: 

2B7î'  +  C=-o 

d'où 

«'  -  ^'      3ß 

^  "-T+4' 
a^+zß'=2B\ 
Il    faut  donc,   pour  la   réalité   de   la  droite  considérée,  que  la  splière  di- 
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Pig.  4- 


Fig.  5. 


rectrice   unique  soit  réelle.     Il   faut  en   outre   que  B  soit  compris  entre 

—  2Bi^  et    — .     Si  ces  conditions  sont  remplies,   la  surface  possède  24 

droites    réelles,    disposées    en    facettes    triangulaires   sur   les 
sommets    d'un    cube  (fig.   4).     La   demie   arête    de    ce    cube 

est   égale   à  ;9,  et  l'on  a^*< f""^"'  ^^  ^"^  "r~  '  ^^  ^^^ 

\^  A/  veut  dire  que  les  côtés  des  carrés  inscrits  dans  les  faces  du 
cube  rencontrent  réellement  la  sphère  directrice.  On  peut 
également  placer  les  24  droites  sur  les  faces  d'un  octaèdre 
régulier  (fig.   5). 

Les  24  droites  se  réduisent  aux  12  arêtes  de  l'oc- 
taèdre régulier  lorsqu'elles  rencontrent  les  axes  quaternaires, 
ce  qui  a  lieu  pour  ß  =  Oy  d'où  B  =  —  2i^^  L'équation 
de  la  surface   circonscrite  à  un  octaèdre  régulier  est  donc: 

2x^y^  —  2y^z'  —  2z^x''  —  ^n\x^  +  ?/'  +  z^)  +  4R'  =  o. 

Cette  surface  possède  6  points  coniques.  Sa  sphère  directrice,  de  rayon 
By  touche  les  12  droites,  arêtes  de  l'octaèdre;  résultat  facile  à  prévoir, 
car  les  milieux  de  ces  arêtes  se  trouvent  sur  les  plans  directeurs. 

2ß' 

Lorsque  B  atteint  sa  limite  supérieure  — ,  Ton  a  a  =  o  et  la  sur- 
face contient  les  diagonales  des  faces  d'un  cube,  c'est  à  dire  les  arêtes 
de  deux  tétraèdres  complémentaires.  Nous  l'appellerons  surface  hitétra- 
édrique.     Cette  surface  a  8  points  coniques.     Son  équation  est: 

x'^y'  +  z'  —  2rr V  —  2?/'^'  —  2^^r^  +^R\x^  +  ?/'  +  z^) —^ R'  r^  o. 

27?. 

La   demie  arête  de  chaque  tétraèdre  est  égale  à  -=.     Si  Ton  considère 

une  sphère  interceptant  sur  chaque  arête  du  tétraèdre  une  longueur  égale 
à  la  moitié  de  cette  arête,  son  rayon  est 


^'+U'  +  ^' 


V 


f+?=-^ 


c'est  donc  la  sphère  directrice,  résultat  qu'on  obtiendrait  immédiatement 
en  se  rappelant  que  la  sphère  directrice  passe  par  les  intersections  des 
droites  de  la  surfuce  avec  les  plans  directeurs. 
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La  hauteur  h  de   chaque  tétraèdre  est  égale  à  son  arête  multipliée 

par  y-j   ou   bien  à  l—ï—.     L'équation  de  la  surface  peut  donc  s'écrire: 

rr^  +  y^  +  ^^  —  ^x^Jf^  —  2y'^'  —  2z^x^ 
+  6g)V  +  2/'  +  0-27(^y=o. 
En  prenant  Tun  des  tétraèdres  comme  tétraèdre  de  référence,  il  vient: 

t~u-^v~w       h 

On  reconnaît  le  heasien  de  la  surface  cubique  symétrique  circonscrite  au 
tétraèdre  (voir  n°  24). 

Donc:  la  hitétraédrique  est  la  surface  hessienne  de  la  cubique  symé- 
trique circonscrite  à  Vun  ou  Vautre  de  sea^  tétraèdres  inscrits. 

Il  est  facile  de  voir  que  chaque  face  du  cube  touche  la  surface 
tout  le  long  des  deux  diagonales.  .  D'après  cela,  toute  section  plane  de 
la  surface  admet  pour  bitangentes .  les  traces  des  6  faces  du  cufee;  ces 
bitangentes  sont  parallèles  deux  à  deux.  D'après  ce  qui  a  été  dit  au 
n°  24,  la  môme  surface  peut  être  régardée  comme  l'enveloppe  du  faisceau 
de  quadriques: 

M\uw  +  vt)  +  N\uv  +  wt)  +  P\ut  4-  vw)  =  o,  .  (3f  +  JV^  +  P  =  o) 

ou  bien: 

(^r  —  N'  —  p')x'  +  (—  M'  +  N"  —  pyf 

+  (_  Jlf ^  _  A^  +  py^  +  ^A'(iV/'  +  iV'  +  P')  =  o. 

Ce  sont  des  hyperboloïdes  rectangles. 

L'équation  de  la  surface  hitétraédrique  peut  encore  s'écrire: 


^a;*  —  a*  +  yjy^  —  a*  +  yjz^  —  a«  ==  O, 

a  représentant  la  demie  arête  (üi/-j  du  cube  circonscrit  aux  deux  té- 
traèdres. 

Acta  mathematiea.    10.    Imprimé  le  3  Août  1887.  32 
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•  37.  Une  surface  du  4*"°  degré,  sans  points  singuliers,  possède 
3200  plans  tritangents,  dont  nous  allons  chercher  la  disposition  sur  la 
quartîque  symétrique.  Les  plans  tangents  perpendiculaires  à  un  plan 
de  symétrie  peuvent  se  déterminer  en  prenant  ce  plan  comme  plan  des 
xy  et  joignant  à  l'équation  f{Xy  y  y  z^)  =  o  de  la  surface  l'équation 

r{z)  =  20f;,{x,  y,  z")  =  o. 

Si  on  laisse  de  côté  la  solution  z  =  o^  qui  donne  des  points  de  contact 
situés  dans  le  plan  de  symétrie,  le  cylindre  enveloppé  par  les  plans 
tangents  considérés  a  pour  trace  la  courbe  obtenue  en  éliminant  z^  entrç 
les  deux  équations  /!=  o,  f^^  =  o;  c'est  une  courbe  du  4*°*®  degré.  Cha- 
que tangente  à  cette  courbe  est  la  trace  d'un  plan  tangent  qui  touche 
la  surface  en  deux  points  symétriques  par  rapport  au  plan  des  xy^  c'est 
à  dire  d'un  plan  bitangent.  Chaque  bitangente  est  la  trace  d'un  plan 
quatritangent;  aux  28  bi tangentes  de  la  courbe  correspondent  ainsi  28 
plans  q uatri tangents  de  la  surface.  Les  9  plans  de  symétrie  déterminent 
d'après  cela  9X28  =  252  plans  quatritangents,  mais  ces  plans  ne  sont 
pas  tous  distincts.  D'abord,  il  y  a  4  plans  quatritangents  perpendicu- 
laires a  chaque  axe  quaternaire,  car  on  obtient  par  exemple  les  plans 
de  ce  genre  perpendiculaires  à  oz  en  éliminant  x^  et  y^  entre  l'équation 
de  la  surface  et  ses  deux  dérivées  partielles  relatives  à  o;  et  y,  débar- 
rassées des  solutions  x  =  y  =  o^  et  il  vient  ainsi  une  équation  bicarrée 
en  z.  Chaque  plan  perpendiculaire  à  o^,  étant  perpendiculaire  à  4  plans 
de  symétrie,  compte  pour  4  dans  l'énumération  précédente,  et  il  y  a  de 
ce  chef  48  plans  quatritangents  qui  se  réduisent  à  12.  Chaque  axe  bi- 
naire est  également  perpendiculaire  à  4  plans  quatritangents;  ceux  là, 
étant  perpendiculaires  chacun  à  2  plans  de  symétrie,  comptent  pour  2, 
et  il  en  résulte  qu'il  y  a  4  plans  quatritangents  se  réduisant  à  12  di- 
stincte. Enfin,  chaque  plan  directeur,  coupant  la  surface  suivant  deux 
cercles  concentriques,  est  un  plan  quatritangent  à  l'infini,  perpendiculaire 
à  trois  plans  de  symétrie,  et  compte  par  conséquent  pour  trois.  On  a 
ainsi: 

1 2  plans  comptant  pour  48 

12      j)  i>  D      24 

4      D  »  D      12 

28      »  D  »      84. 
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11  reste  252  —  84  =  168  plans  quatritangents  perpendiculaires  à  un  .seul 
plan  de  symétrie,  et  Ton  a  au  total  168  +  28  =  196  plans  quatri- 
tangents distincts,  équivalant  à  196  X  4  =  784  plans  quatritangents. 
En  dehors  de  ceux-ci,  on  doit  avoir  encore  3200 —  784  =  2416  plans 
tritangents,  déterminant  autant  de  quartiques  unicursales.  Il  est  aisé  de 
voir  que  chaque  axe  ternaire  est  perpendiculaire  à  4  plans  tritangents, 
ce  qui  en  donne  16.  Les  autres  sont  au  nombre  de  2400,  Le  polyèdre 
général  qui  jouit  de  la  symétrie  cubique  ayant  48  faces  (hexoctaèdre), 
on  voit  en  définitive  qu'il  doit  y  avoir  50  hexoctaèdres  symétriques  dont 
toutes  les  faces  sont  des  plans  tritangents. 

38.  Les  points  nodaux  de  la  quartique  symétrique  s  obtiennent 
en  partant  de  Téquaticm  rendue  homogène: 

^^  +  y^  +  ^^  _  2fz'  —2z^x'  —  2x'if  +  Ap'  +  2lip''e  +  a'  =  o 

et  égalant  à  zéro  les  quatre  dérivées  partielles,  ce  qui  donne: 

X{       X^  —  y^  —  z'  +  Ap^  +  TU')  =  o, 

y(-  ^'  +  y'-  z'  +  Ap'  +  Bt')  =  o, 

z{—  x'  —  i/  +  z'  +  Ap'  +  ni')  '=  o, 

t{Iip''  +  et")  =  0. 

La  dernière  équation  montre  que  les  points  cherchés  se  trouvent 
soit  sur  le  plan  de  l'infini,  soit  sur  la  sphère  Bp'  +  C  =  o,  orthogonale 
à  la  surface.  Considérons  d'abord  les  points  à  distance  finie.  On  peut 
faire  les  hypothèses  suivantes: 

1°.  X  —  y  =  z  ==  o,  d'où  p  =  o  et  par  suite  C  =0.  On  a  un 
point  isotrope  à  lorigine.  C'est  le  cas  où  l'une  des  sphères  directrices 
est  évanouissante. 

2^     X  =^  y  =  Of  z  =  p.     Il  vient  alors: 

(i  +  A)p'  +  iî  =  o, 

Bp'  +  C=o 

d'où  B'  —  AC  =  C.  La  surface  possède  6  noeuds  (sommets  d'un  oc- 
taèdre  régulier).     En  chacun  d'eux,  le  cone  des  tangentes,  étant  assujetti 
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k  la  symétrie  quaternaire,  est  un  cone  de  révolution.  Si  Ton  a  en  même 
temps  A  =  o,  d*on  C  =  J5^,  la  surface  contient  les  arêtes  d'un  octaèdre. 

3^     rc  =  o,  y  et  ^  différents  de  zéro.    On  a  alors  y^=^0^=  -^\  d'oii: 

Ap'  +  B  =  o,         Bp""  +  C=o 

et  par  suite  B^  —  AG  =  o.  La  surface  possède  1 2  noeuds,  placés  au 
milieu  des  arêtes  d'un  cube.  Les  deux  sphères  directrices  sont  confondues 
en  une  seule,  passant  par  les  1 2  noeuds;  chacun  des  plans  directeurs 
touche  la  surface  suivant  un  cercle.  Cette  surface  ne  peut  contenir  les 
droites  (parallèles  aux  arêtes  de  l'octaèdre)  joignant  deux  à  deux  les 
points  singuliers,  que  si  Ton  sl  A  =  o.  Mais  alors,  p  étant  supposé  fini, 
il  vient  B  =  o  et  C  =  o;  la  surface  se  réduit  aux  plans  directeurs.  Il 
ne  pouvait  en  être  autrement  car  chaque  plan  directeur  contient  six  des 
droites  dont  il  s'agit. 

4^     Xy  y  et  z  différents  de  zéro.     Il  vient: 

x'  =  y'  =  z'  =  Ap'  +  B,     doii     ^•^  =  3(V  +  5). 

On  a  aussi  Bp^  +  C  =  o.     Par  suite: 

B^  —  AC=:-  a. 
3 

La  surface  possède  comme  noeuds  les  8  sommets  d'un  cube;  en  chacun 
de   ces  noeuds,   le  cone  des  tangentes,   en  vertu  de  la  symétrie  ternaire, 

est  de  révolution.     Pour  -4  =  —  i,  d'où  B^  =  — -C,  la  surface  contient 

3 

les  arêtes  d'un  cube;  pour  A  =  o,  d'où  B^  = C,  elle  contient  celles 

de  deux  tétraèdres;  c'est  la  surface  tétraédrique. 

Les  conditions  de  réalisation  de  ces  quatre  cas  montrent  que  deux 
d'entre  eux  ne  peuvent  se  présenter  en  même  temps,  à  moins  qu'on  n'ait 
ß  =  C  =  o.  Mais  alors  la  surface  se  réduit  à  un  cone,  rentrant  dans 
l'une  des  catégories  suivantes: 

Pour  A  =  —  I,  cono  s'évanouissant  autour  des  3  axes  quaternaires. 

Pour  A=      -,  cone  s'évanouissant  autour  des  4  axes  ternaires. 

Pour  A=  o,  cone  décomposé  en  six  plans  (plans  directeurs)  et 
possédant  6  arêtes  doubles  (axes  binaires) 
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Etudions  maintenant  les  points  singuliers  à  Vinfinî.  En  faisant  <  =  o, 
l'on  a  les  3  équations: 

x{      x'  —  y'  —  z'  +  Ap')==o, 

y{-x'  +  i/-z'  +  Ap')  =  o, 

z{-x'-if  +  ï'  +  Ap')  =  o, 

ou    bien,    en    introduisant   les   cosinus  directeurs  a,  y9,  ^^  de  la  direction 
aboutissant  à  un  noeud: 

«(      a'-ß'-f  +  A)^o, 

ß{-a'  +  ß'-r'  +  A)  =  o, 

y{-a'-ß^  +  f  +  A)  =  o. 

Ici  encore,  on  peut  faire  diverses  hypothèses: 

1°.  a  =  y9  =  o,         r  =  '>     ^'^^     -^  +  I  =  o- 

A   cette  hypothèse  correspondent  3  points  singuliers  sur  les  3  axes  qua- 
ternaires. 

2^         a  =  o,         ß'  —  f  +  A  =  o,         —ß^  +  f  +  A  =  o, 

d'où   -4  =  o,  ß'^  =  y'^j  ce   qui  donne   6   points  singuliers  sur   les  axes  bi- 
naires. 

3^-     a»  ßy  T  différents  de  zéro,  d'où  a*  =  /3^  =  ;-^  =  -  et  -4=-,  ce 

qui  donne  4  points  singuliers  sut*  les  axes  ternaires. 

Voyons  comment  les  divers  cas  de  points  singuliers  à  l'infini  peuvent 
se  combiner  avec  les  hypothèses  qui  donnent  des  points  singuliers  à  di- 
stance finie.     Si  Ton  prend  -4  =  —  1,  on  peut  avoir  en  outre: 

l^  C=o  (point  isotrope  à  l'origine).  La  surface  a  4  noeuds,  dom 
3  à  rinfini. 

2°.    B  =  C  =  o.     Cone  imaginaire  à  3  arêtes  doubles. 

3**.  B^  -\'  C  =  o.  Les  sphères  directrices  sont  confondues.  La  sur- 
face a  12  noeuds  à  distance  finie,  sur  les.  axes  binaires,  et  3  à  l'infini. 
C'est  une  surface  à   1 5   noeuds.     Son  équation  est: 

4(^y  +  y'^'  +  ^'x')  -2B{x'  +  y'  +  z')  +  B'^o 
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OU  bien: 

N—{p'—By  =  o, 

4^    B^  =  —  -C.     La   surface  a   8   noeuds  aux   sommets  d'un  cube, 

3 

et  3  à  l'infini  soit  au  total  1 1  noeuds.  C'est  la  surface  circonscrite  à 
un  cube^ 

Passons  k  l'hypothèse  Ä  =  o, 

i^  C=o  (point  isotrope  à  lorigine).  Il  y  a  7  noeuds  dont  6  à 
l'infini. 

2°.  i?'  =  (7.  Il  y  a  1 2  noeuds,  dont  6  à  Tin  fini,  et  la  surface  est 
circonscrite  à  l'octaèdre  des  6  lîoeuds  à  distance  finie. 

3°.    jB  =  C  =  o.     La  surface  se  décompose  en  4  plans. 

4^    B*^  = C.     La  surface  a   14  noeuds  dont  6  à  l'infini;  c'est  la 

surface  bitétraédrique. 

Soit  enfin  A  =  -- 
3 

1°.    C  =  o.      5  noeuds,  dont  4  à  Tinfini. 

2^    B^  =-G.      10  noeuds,  dont  4  à  Tinfini. 
3  ' 

3"^.    B^  =  -C.      16  noeuds,  dont  4  à  l'infini.     En  posant 

l'équation  de  cette  surface,  qui  présente  le  nombre  maximum  de  noeuds, 
peut  s'écrire: 

{^'  —  yy  +  (y'  —  ^y  +  {z'  —  xj  —  2b' {x'  +  if  +  z')  +  2b'  =  o. 

Les  noeuds  a  distance  finie  sont  sur  la  sphère  qui  a  pour  rayon  b^2> 

4°.    J9  =  C  =  o.     Cone  évanouissant. 

En  résumé,  laissant  de  côté  les  cones  à  arêtes  doubles,  on  voit 
qu'on  peut  avoir: 

1-3-4-6-8-  I  o-  1 1  -  12-  14-  15-  16  noeuds, 

dont 

1-6-8-  12  à  distance  finie 
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et 

3-4-6  à  distance  infinie. 

On  sait  que  si  une  surface  du  4*"**  degré  a  16  noeuds,  le  cone 
circonscrit  à  la  surface,  à  partir  de  l'un  des  noeuds,  se  décompose  en  6 
plans,  que,  si  elle  a  15  noeuds,  le  même  cone  se  décompose  en  4  plans 
et  un  cone  du  second  ordre;  que,  si  elle  a  14  noeuds,  il  se  décompose 
en  3  plans  et  un  cone  cubique,  ou  2  plans  et  2  cones  quadriques.  Dans 
ce  dernier  cas,  il  y  a  8  noeuds,  donnant  lieu  au  premier  mode  de  dé- 
composition, et  6,  au  second.  Il  en  résulte  évidemment  que,  pour  la 
quartique  symétrique  à  14  noeuds  (bitétraèdrique)  le  deuxième  mode  de 
décomposition  correspond  aux  6  noeuds  à  l'infini  (c'est  à  dire  aux  di- 
rections des  axes  binaires).  Les  deux  plans  qui  font  alors  partie  du 
cylindre  circonscrit  sont  deux  faces  du  cube  inscrit,  parallèles  à  l'axe 
binaire  considéré,  et  tangentes  en  tous  les  points  de  deux  droites  per- 
pendiculaires à  cet  axe  binaire.  Les  deux  cones  du  second  ordre  sont 
remplacés  par  deux  cylindres  infiniment  déliés  (droites  de  la  surface), 
parallèles  à  Taxe  binaire. 

39.  La  recherche  des  noeuds  peut  également  s'effectuer  en  con- 
sidérant la  quadrique  de  révolution  dont  il  a  été  question  au  n°  32.  Si 
^(a?*,  y^,  ^ ^  <*)  =  o  est  la  quartique,  et  si  l'on  pose  x^  =  X,  y'  =  T, 
etc.,  lequation  prend  la  forme  0(X,  T,  Z,  T)  =  o  et  représente  la 
quadrique.     On  a  identiquement: 

•^^-  2x-^j   etc. 

Les  point  nodaux   de  la  quartique  correspondent  donc  aux  points  de  la 
quadrique  qui  vérifient  à  la  fois  les  4  équations: 

>/^  ^  =="  V  >^^'  =  v>^  ^  -  V  '/'  ^  -  o. 

Les  quatre  dérivées  qui  figurent  ici  ne  peuvent  sannuler  simultané- 
ment que  si  la  quadrique  possède  un  point  singulier,  et  se  réduit  par 
conséquent  à  un  cone.  Le  sommet  de  ce  cone  étant  nécessairement  sur 
la  droite  X  =  Y  =  Zy  les  points  singuliers  correspondants  de  la  quar- 
tique sont  sur  les  axes  ternairej?,  et  au  nombre  de  8.     Dans  tous  les  cas. 
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les  points  nodaux  à  distance  finie  sont  sur  la  sphere  correspondant  au 
plan  —  =  o,  c'est  ^à  dire  sur  la  sphère  ^  =  o.  On  peut  faire  les  hy- 
pothèses suivantes: 

1°.     .  X=o,         ^,=  0,         ^  =  0. 

La  quadrique  touche  le  plîin  FoZ,  et  par  conséquent  les  3  plans  de 
coordonnées.  Il  est  évident,  par  raison  de  symétrie,  que  le  contact  a  lieu 
sur  les  bissectrices  des  axes,  correspondant  aux  axes  binaires  de  la  quar- 
tique,  ce  qui  donne   12  noeuds  de  cette  dernière. 

La  quadrique  touche  l'axe  oZ,  et  par  conséquent  les  3  axes  de  coordon- 
nées, correspondant  aux  axes  quaternaires  de  la  surface,  ce  qui  donne  6 
noeuds  de  cette  dernière. 

3^  X  =  y  =.  Z  =  o.  La  quadrique  passe  par  l'origine,  ce  qui 
donne  un  point  isotrope  de  la  quartique. 

Les  noeuds  à  l'infini  se  produisent  quand  la  quadrique  touche  à 
l'infini  soit  les  plans,  soit  les  axes  de  coordonnées.  Ils  se  produisent 
aussi  quand  la  quadrique  a  un  point  à  Tinfinî  dans  la  direction  de  son 
axe;  ce  qui  réduit  son  cone  asymptotique  h  cet  axe.  La  quadrique  est 
alors  un  paraboloïde.  C'est  ainsi  que  la  surface  à  16  noeuds  dérive 
d'un  paraboloïde,  de  révolution  autour  de  la  droite  X=F=Z,  tangent 
aux  trois  plans  de  coordonnées.  La  surface  à  15  noeuds  correspond  h 
une  quadrique  touchant  à  l'infini  les  3  axes  de  coordonnées  et  à  distance 
.finie  les  trois  pUns  de  coordonnées.  Chacun  de  ces  plans  rencontre  la 
quadrique  suivant  deux  droites  parallèles  aux  deux  axes  contenus  dans 
son  plan;  c'est  un  hyperboloïde  rectangle,  engendré  par  la  révolution  d'une 
arête  d'un  cube  autour  d'une  diagonale. 

Les  surfaces  qui  possèdent  8  noeuds  à  distance  finie  sur  les  axes 
ternaires,  c'est  à  dire  les  surfaces  à  8,  11  et  14  noeuds,  jouissent  d'une 
propriété  remarquable.  Chacune  d'elles  dérive  d'un  cone  droit;  par  con- 
séquent les  deux  systèmes  d'ellipsimbres  correspondant  aux  génératrices 
rectilignes  sont  confondus  et,  le  long  de  chaque  ellipsimbre,  la  quartique 


Digitized  by  VriOOQiC 


i 


\ 


Sur  les  surfaces  possédant  les  mêmes  plans  de  symétrie  que  l'an  des  polyèdres  réguliers.     257 

est  touchée  par  là  quadrique  correspondant  au  plan  tangent  du  cone. 
Cette  quadrique  passe  évidemment  par  les  8  noeuds  dérivant  du  sommet 
du  cone;  en  chacun  de  ces  noeuds,  elle  fait,  comme  on  peut  le  constater 
facilement,  un  angle  constant  avec  Taxe  ternaire.  De  plus,  l'ellipsimbre 
de  contact  se  trouve  sur  un  cone  du  second  ordrç,  correspondant  au  plan 
méridien  du  cone  de  révolution,  et  passant  conséquemment  par  les  axes 
ternaires.     Ainsi: 

Toute  quartique  symétrique  possédant  8  noeuds  à  distance  finie  sur  les 
aoces  ternaires  est  rencontrée  suivant  deux  dlipsimbres  par  les  cones  du 
second  ordre  passant  par  ces  axes,  et  touchée^  le  long  de  chacune  de  ces 
courbes  par  une  quadrique  contenant  les  8  noeuds  et  coupant  les  aj^s  ter- 
naires sous  un  angle  constant. 

On  voit  en  même  temps  que  la  quartique  symétrique  dont  il  s'agit 
est  l'enveloppe  de  la  quadrique: 

XX'  +  /iP  +  pZ»  =  Const. 

lorsque  ^,  /£,  v,  varient  de  telle  façon  que  A  +  /*  +  J^  et  A'  +  //  +  v* 
aient  des  valeurs  constantes. 

40.  La  classe  d'une  quartique  est  en  général  égale  à  36,  mais 
chaque  noeud  l'abaisse  de  2  unités.  La  quartique  à  1 6  noeuds  est  donc 
de  quatrième  classe.  Par  conséquent,  sa  réciproque  relative  à  une  sphère 
centrale  est  du  4*°**  ordre,  et  comme  cette  réciproque  jouît  de  la  même 
symétrie, •  son  équation  doit  rentrer  dans  le  type  général: 

N+  Ap'  +  2Bp^  +  C=o. 

Pour    déterminer    les   constantes,   remarquons   qua  chaque  noeud  à 

distance  finie  de  la  première  surface  (placé,  comme  nous  Tavons  vu,  sur 

tin  axe  binaire)   correspond   un  plan   perpendiculaire  à  l'axe   binaire,  et 

tiouchant    la   réciproque  suivant  une  conique.     Cherchons  donc  à  quelle 

<3ondition   un   plan  tel  que  z  ^^  y  +  p  peut  toucher  une  quartique  symé- 

brique   suivant   une   conique.     Cette  conique  étant  nécessairement  symé- 

^«rique  par  rapport  à  Taxe  des  x^  ses  équations  peuvent  s'écrire: 

^^  +  oLy'  +  /5'/  +  r  ^  O 

Acta  mathematiea,    10.    Tmprivé  le  4  Août  1887.  38 
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et,  si  Ton  coupe  la  surface  par  le  plan  ^  =  y  +  Jo,  l'équation  de  la  pro- 
jection doit  se  réduire  à  {(x?  +  ay'  +  y5^  +  ff  =  o.  En  partant  de  cette 
remarque,  on  trouve  sans  peine: 

3  3^   '  3^ 

ot  =  — 'I,         ß=—p,  Y^~p\ 

p  reste  seul  arbitraire.    L'équation  de  la  surface  cherchée  se  réduit  ainsi  à: 

{^'  -  yy.  +  (y^  -  Zy  +  {Z'  -  Xy  ~  2p'{x'  +  f  +  /)  +  2J>*  =  o. 

Il  résulte  de  là  que: 

La  réciproque  d'une  quartique  symétrique  rf  i6  noeuds  est  une  surface 
de  même  nature. 

Ceci  nous  permet  de  compléter  les  propriétés  de  la  surface  à  i6 
noeuds.  Elle  est  touchée  suivant  une  conique  par  chacun  des  1 2  plans 
tels  que  z  =  y  +  p^  et  les  équations  de  la  conique  de  contact  sont: 

z  ^y  +  P, 
oc^  "—y^  —  py  —  p^  =  o. 

C'est  une  hyperbole  rencontrant  le  plan  zoy  en  deux  points  imaginaires, 
et  chacun  des  plans  zoxy  xoy  en  des  points  réels  qui  sont  bien,  comme 
cela  est  nécessaire,  des  noeuds  de  la  surface  (par  exemple,  le  point  ;8r  =  o, 
X  =  y  =  p).     Chacun  des  plans  touchant  la  surface  suivant  une  conique 
passe   par   4   noeuds,  et  est  perpendiculaire  à  un  axe  binaire.     La  sur- 
face, n'ayant  que   16  noeuds,  ne  possède  que  16  plans  bitangents  distincts: 
à  savoir  les  4  plans  directeurs  et  les  1 2  plans  qui  la  touchent  suivant 
des    coniques.     Si    Ton    considère    les    sections    perpendiculaires    à   Taxe 
quaternaire    oz,    on    remarque    que,    pour    z  =  Oj    il   n'y  a  pas  d'autre 
points  réels  que   les  4  noeuds  situés  dans  le  plan  sécant,  et  que,  pour 
z^+Pj    la   section    se   décompose   en  deux  coniques.     On  en  conclut: 
i^    que    le    cylindre    circonscrit   parallèlement    à   un  axe  quaternaire    se 
réduit  à  4  plans;     2^  qu'il  y  a  sur  chaque  axe  quaternaire  deux  points 
dont  chacun  est  le  sommet  de  deux  cones  de  second  ordre  circonscrits  à 
la  surface. 
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Aux  quatre  cercles  directeurs  correspondent  4  cylindres  de  révolution 
circonscrit'S  parallèlement  aux  axes  ternaires.  Observons  enfin  que  la  ré- 
ciprocité dont  jouit  cette  surface  permet  de  déduire  des  divers  modes  de 
génération  indiqués  précédemment  une  série  de  modes  nouveaux.  Ainsi, 
aux  diverses  'séries  d'ellipsîmbres  qu*on  peut  tracer  sur  la  surffice  cor- 
respondent diverses  séries  de  déve!oppables,  circonscrites  à  la  fois  à  la 
surface  et  à  un  couple  de  quadriques;  etc. 

La  surface  réciproque  de  la  quartique  symétrique  à  14  noeuds  (ou 
bitétraédrique)  est  une  surface  symétrique  du  S*"**  ordre,  qui  possède  un 
mode  de  génération  remarquable.  La  bitétraédrique  étaût  Tenveloppe 
d'une  série  de  quadriques  qui  passent  par  8  points  fixes,  et  dont  chacune 
la  touche  suivant  une  ellipsimbre  (intersection  de  deux  quadriques  infini- 
ment voisines),  on  en  conclut  que  la  surface  réciproque  est  l'enveloppe 
d'une  série  de  quadriques  qui  touchent  8  plans  fixes,  parallèles  aux  faces 
de  l'octaèdre.  Le  lieu  des  points  de  contact  des  quadriques  avec  chacun 
des  plans  fixes  est  une  circonférence  ayant  son  centre  sur  Taxe  ternaire 
perpendiculaire.  La  surface  réciproque  possède  12  droites,  correspondant 
à  celles  de  la  surface  bitétraédrique  et  formant  comme  celles-ci  les  diago- 
nales des  faces  d*un  cube. 

41.  Parmi  les  cas  particuliers  de  quartîques  symétriques,  il  con- 
vient de  citer  celui  où  le  coefficient  B  est  égal  à  zéro.  Alors  la  somme 
des  carrés  des  rayons  des  sphères  directrices  est  nulle,  et  celles-ci  se 
coupent  orthogonalement  Le  conc  asymptotique  n'a  pas  de  points  de 
rencontre  à  distance  finie  avec  la  surface.  La  quadrique  correspondant 
à  ce  genre  de  surfaces  a  évidemment  son  centre  à  Torîgine.  Considérons 
spécialement  la  surface: 

x'  +  y'  +z'  =1 

qui  dérive  de  la  sphère  -X'  +  T*  -f  Z'  =  i,  et  qu'on  peut  appeler  pour 
cette  raison  surface  pseudosphérique.  En  mettant  son  équation  sous  la 
forme  ordinaire,  on  trouve: 

N  +  {p'-  v/J)(/>'  +  v/^  ^  o. 

La  surface  pseudosphérique  est  l'enveloppe  de  la  quadrique 

AX'  +  BY'  ^  CZ'^  I, 
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lorsque  Ä^  +  B^  +  C^  est  constant.  En  posant  x^  =  X,  y-  =  F,  a^.  =  Z, 
et  suivant  le  procédé  indiqué  au  n^  23,  pour  le  cas  des  surfaces  tétraédrales 
symétriques  simples  (qui  comprend  celui  de  la  surface  pseudosphérique), 
on  reconnaît  que  la  détermination  des  lignes  asymptotiques  revient  à 
rintégration  de  1  equation  dX^  +  rfr^  +  dZ^  =  o.  Le  problème  se  réduit 
donc  à  trouver  les  génératrices  rectilignes  de  la  sphère. 

La  surface  pseudosphérique  contient  les  i6  droites  suivant  lesquelles 
les  4  plans  z^  —  i  =  o  coupent  les  4  plans  x^  +  y*  =  o.  Par  permu- 
tation des  variables^  on  obtient  48  droites  de  la  surface^  toutes  imagi- 
naires, au  sujet  desquelles  il  y  a  lieu  de  se  reporter  à  la  remarque  pré- 
cédemment faite  (n°  ?)• 

La  réciproque  de  la  surface  pseudosphérique  par  rapport  à  une  sphère 

centrale  est: 

444 

ip*  +  y*  +  -8^*  =  Oonst.f 

surface  du  36*"*  ordre,  possédant  48  droites  triples 

Sa  transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques  issus  du  centre  a 
une  équation  de  la  forme: 

^'  +  îf'  +  z*  —  k{x'  +  7/  +  zy  =  o. 

L  equation,  plus  générale: 
(i)  x'  +  i/  +  z'  —  k{x'  ^,f  +  z'  +  H')'  -=  o 

est  homogène  par  rapport  aux  4  quantités  a?,  y,  Zy  a;'  -f  y'  -f  ^'^  +  iî^, 
qui  peuvent  être  regardées  comme  les  puissances  du  point  {x,yjz)  rela- 
tives à  4  sphères,  dont  3  infinies  et  une  imaginaire.     La  sphère 

(2)  x^  +  y^  +  z^-'-B^'^o 

est  orthogonale  à  ces  quatre  sphères,  et  par  conséquent  la  surface  (i), 
en  vertu  d'une  remarque  de  M.  Darboux,  est  anallagmatique  par  rapport 
à  la  sphère  (2).  C'est  une  surface  anallagmatique  douée  de  toutes  les  pro- 
priétés établies  précédemment  pour  les  surfaces  binaires  à  symétrie  cuboc- 
taédrique. 

42.     Parmi  les  surfaces  cuboctaédriques  du  6*""®  ordre,  mentionnons 
seulement  la  suivante,  à  cause  de  la  simplicité  de  son  mode  de  génération* 
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Un  plan  mabile,  tangent  à  une  sphère  fixe  de  rayon  ~ ,  coupe  trois 

diauiètres    rectangulaires   de    cette  sphère  en   trois  points  Aj  JB,  C.     Le 
lieu  du  centre  de  gravité  du  triangle  AB(J  est  la  surface: 

1+1+1=1 

OU 

Cest  une  surface  tétraédrale  symétrique  simple,  dont  on  sait  par 
suite  trouver  les  lignes  asymptotiques.  La  droite  qui  joint  l'origine  à 
un  point  de  la  surface  est  inverse  de  la  perpendiculaire  abaissée  sur  le 
plan  tangent.  La  même  surface  peut  être  engendrée  par  le  foyer  d'un 
paraboloïde  de  révolution,  qui  se  déplace  en  restant  tangent  aux  trois 
plans  de  coordonnées. 


QH€ttrlème  jmHle.    Surfaces  du  tyi>e  ico»idodécaêdrtque. 

43.  Le  type  icosidodécaédrique  est  caractérisé  par  15  plans  de 
symétrie,  contenant  chacun  deux  arêtes  parallèles  du  dodécaèdre.  Ces 
quinze  plans  forment  cinq  systèmes  de  trièdres  trirectangles.  Leur  exi- 
stence entraîne  celle  d'un  centre  de  symétrie,  de  6  axes  quinaires  (per- 
pendiculaires aux  faces  et  passant  chacun  par  les  centres  de  deux  faces 
parallèles)  —  de  10  axes  ternaires  (les  diagonales  du  dodécaèdre)  —  de 
15  axes  binaires  (les  perpendiculaires  aux  plans  de  symétrie,  joignant 
chacune  les  milieux  de  deux  faces  parallèles.  Les  faces  de  l'icosaèdre 
conjugué  sont  perpendiculaires  aux  axes  ternaires,  c'est  à  dire  aux  diago- 
nales du  dodécaèdre. 

Prenons  comme  plans  de  coordonnées  trois  plans  de  symétrie  rect- 
angulaires, et  commençons  par  chercher  les  équations  qui  déterminent  les 
principales  données  du  système.  Pour  fixer  les  idées,  nous  supposons 
qu'il  s'agisse  d'étudier  le  dodécaèdre  régulier.  Chaque  axe  binaire  ren- 
contre  à  angle  droit  deux  arêtes  contenues  dans  un  même  plan  de  sy- 
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Fig.  6. 


^ R 


métrie.  ox^  par  exemple  (fig.  6)  rencontre  une  arete 
AR  que  nous  pouvons  supposer  située  dans  le  plan 
xoy.  En  prenant  sur  oy  une  longueur  oB=  o-4=a, 
nous  avons  en  B  une  arête  BP,  normale  à  oy,  et  la 
symétrie  ternaire  autour  de  la  droite  a;  =  y  =  j8f  exige 
que  cette  arête  soit  dans  le  plan  zoy.  De  même 
à  la  distance  oC  =  a,  Taxe  oz  est  rencontré  par 
une  arête  GQ  située  dans  le  plan  xoz. 
^  Par  Tarête  AR  passent  deux  faces  du  dodécaèdre. 

Soit  ARMQ  la  face  contenue  dans  le  trîèdre  positif, 
et  soit  X  +  Xz  =  o  l'équation  du  plan  central  parallèle  a  cette  face.  On 
a  de  même  les  deux  plans  y  +  /-^  =  05  ^  +  Xy  =  o^  correspondant  aux 
deux  autres  faces  BPMRy  CQMP,  déduites  de  la  première  par  la  sy- 
métrie ternaire.  La  droite  MP  est  une  arête,  et  le  dièdre  des  deux  faces 
qui  se  coupent  suivant  MP  est  double  de  celui  que  forme  la  face  MQAR 
avec  le  plan  xoy.  Cette  condition  détermine  X.  En  effet,  la  normale 
à  la  face  BPMR,  dirigée  extérieurement  au  dodécaèdre,  a  pour  cosinus 
directeurs: 


V  I  +  A* 


vi  +  /" 


De  même  la  normale  extérieure  à  CQMP  a  pour  cosinus: 


o. 


yi  +^^' 


V'i  +  ^* 


Le  cosinus  de  Tangle  dièdre  MP^  supplémentaire  de  Tangle  des  normales 


extérieures,  est  donc 


1  +  Å' 


Cet  angle  est  double  de  Tangle  t  d'in- 


-    clinaison  d'une  face  sur  le  plan  de  symétrie  adjacent.    D'ailleurs  tg i  =  t. 
On  a  donc: 


I  +;. 


-  ==  C0&21 


^'+  I 


d'où: 


A'  +  A  —  1  =  0. 
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Il  faut  évidemment  prendre  pour  X  la  racine  positive  de  cette  équation: 

;i     -  vi-' 
^-       2       ' 

Si  fi  est  l'autre  racine,  on  a: 

ÅfiL  =  —  I,         A  +  /i  =  —  I,     d'où     X^  +  /j?  =  3. 

Chaque  plan  de  symétrie  est  perpendiculaire  à  une  arête.  L'arête 
MP  étant  parallèle  à  l'intersection  des  deux  plans  y  +  Xx^=^OyZ  +  Åy  =  Oj 
le  plan  de  symétrie  qui  lui  est  perpendiculaire  a  pour  équation: 

'X  —  }/  +  ÅZ  ^  o 

ou  bien: 

/JLT  +  y  —  Xz  =  o. 

Par  permutation,  on  trouve  alors  que  les   15  plans  de  symétrie  sont: 

X  =  Oy        y  =  o,        ^  =  o, 

^  +  ^y  +  A^  =  o> 

+  /tr  +   y  +  ^  =  o, 

+  PwT  +  /ly  +  ^  =  o. 

Les  plans  centraux  parallèles  aux  faces  sont  au  nombre  de  6,  ayant 
pour  équations: 

y  ±  Xx  =  o, 

^  +  ^y  =  o, 

X  ±  Xz  =  o. 

Ces  six  plans,  perpendiculaires  aux  axes  quinaires,  peuvent,  d'une  manière 
abrégée,  être  appelés  plans  quinaires.  Les  plans  centraux  perpendiculaires 
aux  rayons  passant  par  les  sommets,  c'est  à  dii*e  aux  axes  ternaires,  sont 
au  nombre  de  dix  et  peuvent  être  appelés  pians  ternaires.  Pour  les  dé- 
terminer,   remarquons  que  le   sommet   P  (fig.   6)   est  à  Tintersection  des 
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trois  plans  x  =  o^  y  =  a,  z  —  a  +  Ay  =  o.  Le  pion  ternaire  correspondant 
est  donc  y  =  —  (i  —  ))z^  ou  bien  y  =  —  )^z.  On  a  ainsi  un  premier 
groupe  de  six  plans: 

y  +  A''^  =-  o, 

z  ±  A  V  -=  o, 

^  ±  AV  =  o. 

Le  sommet  Jd  est  sur  la  droite  x  =^  y  =  Zy  perpendiculaire  au  plan 
X  -\'  y  +  z  =  o,  et  l'on  en  déduit  un  second  groupe  de  quatre  plans: 

^  ±  y  ±  ^  ==  o. 

44.  Nous  pouvons  prendre  comme  éléments  non  sphériques  les 
deux  produits: 

iif  =  (/  _  xy){x^  —  x'z')(if'  —  x'x'), 

N=  (y'  —  X'z'){z'  —  X'x'){x^  —  lUf){x'+y'  +  z'—  2xhf  —  2fz'  —  2:?x?) 

qui  représentent,  à  des  facteurs  numériques  près,  les  produits  des  distances 
d'un  point  aux  six  plans  quinaires  et  aux  dix  plans  ternaires.  L'équa- 
tion générale  des  surfaces  icosidodécaédriques  est  donc: 

^((y^  _  i^z^z''  —  a'x'Xx'  —  l'y'){x'  J^y'  +  z'—  2xhf  —  2y'z'  —  2z'x\ 
iy'  -  A'^^(^'  -  k'^y'){x'  -  X'z'\  {x'  +  y'  +  z'))  =  o 

X  étant  égal  à  ^^  ~  '   et  ^  désignant  une  fonction  arbitraire. 

Le  produit  des  degrés  des  éléments  i,  Jtf",  N  est  égal  à  120,  ce 
qui  est  précisément  le  nombre  minimum  de  points  formant  un  groupe 
doué  de  la  symétrie  icosidodécaédrique.  Les  éléments  M  ^t  N  sont  donc 
bien  les  éléments  simples  dont  nous  avons  besoin.  On  remarque  en  même 
temps  que,  conformément  à  la  théorie  générale  exposée  au  n^  2,  la  somme 
de  leurs  degrés,  diminuée  d'une  unité  est  égale  à  1 5,  c'est  à  dire  au 
nombre  des  plans  de  symétrie. 
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Pour  exprimer  efifectivement  .r,  y,  z  en  fonction  des  éléments  L,  M^  Nj 
on  peut  poser: 

^'y'  +  .V  V  +  z'x'  =  r, 

.r V*  +  y'^z'  -y  z'x'  =  ?  , 
d'où  j[)  +  g  =  iî;  —  3îr.     En  développant  les  valeurs  de  M  et  A'^,  il  vient: 

N -  {V  —  ^v)[w{i  —  ?:')  —  X'p  +  A'gl 
d'où: 

A'(/-  -i)q^-.M  +  j^  +  «-(A"  +  /"  -  2), 

Tirons  do  là  p  ^  q  et  pq.     D'autre  part,  nous  avons: 

j)q  -^  ^x^'ïf'  4-  îr5r.r^'  +  3^''  "-^  ''^  —  CyLvw  +  qw'^  +  ^rL^ 
Egalant  les  doux  valeurs  de  pq^  on  obtient: 

;i«(A«  —  ,)^(r^  _  6Lviv  +  </?r-  +  ivV) 

De  même,  en  ('galant  les  deux  valeurs  de  ])  ■\-  q,  on  trouve: 

Cette  dernière  équation,  linéaire  en  iVj  donne  une  valeur  de  xv  qui,  portée 
dan.^  réquation  précédente,  conduit  à  une  équation  du  5''™*"  degré  en  v. 
On  aura  donc  5  valeurs  de  î;,  c'est  à  dire  de  .r^f/^  +  xfz'^  +  z^x'^j  cor- 
respondant aux  5  trièdres  trîreotanglcs  formés  par  les  plans  de  symétrie. 

Acta  mathematiea,    10.    Imprimé  le  10  Août  1887.  S4 
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V  et  tv  étant  connus,  et  L  étant  supposé  donné,  les  inconnues  x^,  y^y  js 
se  présentent  comme  racines  d'une  équation  du  3*°'''  degré.  Mais  ces 
racines  ne  peuvent  être  rangées  arbitrairement.  Quand  on  a,  par  exemple, 
choisi  Tune  d'elles  pour  valeur  de  a?^  Téquation  x^y^  -\- y^z^  +  z^x^  =py 
dans  laquelle  p  est  connu,  et  qui  est  dissymétrique  par  rapport  à  y^  et 
z^y  empêche  la  permutation  de  ces  deux  coordonnées.  L'équation  du  3* 
degré  ne  donne  donc  que  trois  groupes  de  valeurs  de  x^,  y^,  z^,  cor- 
respondant à  24  groupes  de  valeurs  de  x,  y,  z.  Les  5  racines  de  lequa- 
tîon  en  v  conduisent  donc  à  un  ensemble  de  5  X  24  =  120  points,  comme 
on  devait  le  prévoir.  En  résumé,  le  problème  dépend  d'une  équation  du 
gème  (legré. 

45.  Le  degré  minimum  de  la  surface  icosidodécaédrique  non  dé- 
composable  en  sphères  est  évidemment  le  sixième,  et  dans  ce  cas,  l'équa- 
tion peut  s'écrire: 

{z'  —  X'y'){x'  —  X'z'){y'  —  Px')  +  Ap'  +  ^Bp'  +  ^Cp'  +  J)  =  o. 

Ay  By  C  y  D  ét^ut  quH-trc  constantes  arbitraires,  et  /?,  la  distance  à  Tori- 
gine.  Pour  abréger,  nous  appellerons  cette  surface  sextique  symétrique. 
Son  intersection  par  une  sphère  centrale  est  une  sphérosymétrique  du 
1 2*"®  ordre.  Son  intersection  par  un  plan  perpendiculaire  à  un  axe 
quinaire  est  une  sextique  plane  ayant  5  axes  de  symétrie.  Par  consé- 
quent, la  surface  peut  être  engendrée  au  moyen  d'une  sphérosymétrique 
du  12*"®  ordre  s'appuyant  sur  une  sextique  plane  qui  a  5  axes  de  sy- 
métrie. 

La  sextique  symétrique,  étant  une  surface  binaire,  possède  trois  sphères 
directrices,  dont  les  rayons  jB^,  B^,  B^  vérifient  l'équation  en  p: 

Ap' +  3Bp' +  3(y  +  B  =  o. 

Si  Ton  désigne  par  plans  directeurs  les  6  plans  quinaires,  on  peut  dire  que: 
La  sextique  symétrique  est  le  lieu  des  points  dont  le  produit  des  di- 
stances à  6  plans  directeurSy  parallèles  aux  faces  d^un  dodécaèdre  régulier, 
est  proportionnel  au  produit  des  puissances  par  rapport  à  3  sphères  direc- 
trices, concentriques  au  dodécaèdre. 

Chacun  des  plans  directeurs  coupe  la  surface  suivant  3  cercles  con- 
centriques,   ce    qui    fait    connaître    18   cercles  de  la  surface.     D'après  la 
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théorie  générale  la  surface  coupe  orthogonalement  deux  sphères  qui  font 
connaître    deux    lignes    de   courbure   sphérosyinétrique,   et  dont  le  rayon 
dépend  uniquement  de  celui  des  sphères  directrices. 
Si  Ton  met  l'équation  sous  la  forme: 

(1)    {,*-xY){^'-^'^W-^'-^")  +  ^{p'-Rl){fi'-s^){p'-iQ'-o, 

on  voit  qu'on  obtient  8  points  de  la  surface  en  prenant  les  points  d'in- 
tersection des  trois   quadriques,  à  sections  cycliques  centrales  invariables: 

(2)  a;*  — r -?'  =  «(/>*  — -B^), 

t  y  Uj  V  étant  trois  paramètres  liés  par  la  seule  condition: 

Uw  +  A   -  o. 
IjCs  8  points  sont  sur  la  sphère:  ^ 

p\i  —X')-{t  +  u-{-  v)p'  —  {fRI  +  uRl  +  vRiy 

IL*or6qu'on  a  à  la  fois: 

tuv  =  —  Ay 

t     +     U     +    V    =     I     Å^    =    Xy 

tR\  +  uRl  +  vR\  =  o, 

les  3  quadriques  ont  en  commun  une  ellipsimbre,  qui  appartient  par 
suite  à  la  surface.  On  peut  satisfaire  de  trois  manières  à  ces  conditions, 
et  on  trouve  ainsi,  en  chaque  point,  3  ellipsimbres  symétriques  par  rap- 
port aux  plans  de  coordonnées.  Comme  on  peut  d'ailleurs,  de  6  ma- 
nières différentes,  combiner  les  facteurs  de  l'équation  (i)  sous  une  forme 
telle  que  (2),  on  en  conclut  l'existence  de  18  ellipsimbres  situées  sur  la 
surface,  et  ayant  pour  plans  de  symétrie  les  trois  plans  de  coordonnées. 
Chaque  système  de  plans  de  symétrie  trirectangulaires  correspond  donc 
à  18  ellipsimbres;  comme  il  y  en  a  5,  on  parvient  à  un  total  de  90  el- 
lipsimbres   passant    par    chaque    point    de   la   surface.     On  voit  en  même 
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temps   que   la   sextique  symétrique  peut  être  engendrée  au  moyen  <i'une 
gphérosymétrique  du  12^'"®  ordre  qui  s'appuie  sur  une  ellipsimbre. 

46.  Si  Ton  pose  j^  =  ^,  2/^  =  ^^  ^  =  ^y  ^^  6S*  amené  à  con- 
sidérer la  sextique  symétrique  comme  dérivant  d'une  surface  cubique,  à 
chaque  point  de  laquelle  correspondent  8  points  de  la  sextique.  A  chaque 
droite  de  la  cubique  Correspond  une  ellipsimbre  de  la  sextique,  et  Von 
a  ainsi  27  ellipsimbres.  Celles-ci  se  composent:  1°  des  9  couples  de 
cercles  interceptés  par  les  couples  de  plans  directeurs  symétriques  rela- 
tivement aux  plans  de  coordonnées;  2°  des  18  ellipsimbres,  symétriques 
relativement  aux  mômes  plans,  déjà  rencontrées  à  Tarticle  précédent.  A 
chaque  plan  tritangent  de  la  cubique  correspond  une  quadrique  coupant 
la  surface  suivant  3  ellipsimbres  et  tou^chant  cette  surface  en  24  points./ 
Il  y  a  donc  45  quadriques  jouissant  de  cette  propriété  et  possédant 
comme  plans  de  symétrie  trois  plans  de  symétrie  rectangulaires  de  la 
sextique.  Parmi  ces  quadriques,  se  trouvent  comptées  les  3  sphères  di- 
rectrices, ainsi  que  3  couples  de  plans  directeurs;  il  reste  donc  39  qua- 
driques proprement  dites.  Les  5  groupes  de  plans  de  symétrie  tri- 
rectangulaires  entraînent  par  suite  Texistence  de  5  X  39  =  195  quadriques, 
coupant  chacune  la  sextique  suivant  3  ellipsimbres,  et  la  touchant  en 
24  points.  Deux  ellipsimbres  d'un  même  groupe,  c'est-à-dire  ayant  les 
mém.es  plans  de  symétrie,  se  rencontrent  ou  ne  se  rencontrent  pas  suivant 
que  les  droites  correspondantes  de  la  cubique  sont  ou  non  dans  le  même 
plan.  On  peut  ainsi  étendre  à  la  sextique  les  théorèmes  concernant  la 
disposition  des  droites  d'une  cubique.     Par  exemple: 

Par  chaque  ellipsimbre  passent  5  quadriques  coupant  chacune  la  sur- 
face suivant  deux  autres  ellipsimbres  du  même  groupe; 

Chaque  ellipsimbre  est  rencontrée  par  dix  autres  du  même  groupe; 
savoir  3  couples  de  cercles  et  6  ellipsimbres  proprement  dites. 

On  pourrait  aussi  considérer  les  ellipsimbres  comme  disposées  en 
doubles-six  d'après  l'arrangement  imaginé  par  Schläfli;  mais  il  paraît 
inutile  d'insister  davantage  sur  ce  sujet. 

47.  Si  Ton  pose: 

Z  —  X'Y=  U+V, 

X—X'Z^  V+  T, 
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et 

X+  Y+Z=oy, 

d'où  : 

co{i  —  X')  =  Xa>  =  2{T  +  U  +  V),  .     • 

1  equation    de    la   surface    cubique    considérée    à   Tarticle  précédent  peut 
s'écrire: 

[U  +  F)(F  +  T){T  +  U)  +  Aoj'  +  3Bœ'  +  36'cei  +  D  =  o, 

ou  bien,  en  modifiant  les  constantes: 

T'  +  ï/«  +  F^  =  AUo'  +  sB'o}'  +  iCo)  +  I)\ 

On   peut  en  outre  déterminer   4  constantes  a,  by  a\  h\  telles  qu'on  ait 
identiquement: 

A(ù'  +  iBoi'  +  3C'co  +  !>'  =  (rtû>  +  hY  +  (a'û>  +  hy. 

Posant  enfin 

a  ö>  +  f^  =  —  <^, 

a'co  +  i'  =  —  y, 
lequation  de  la  surface  cubique  se  trouve  mise  sous  la  forme  canonique: 
'p  +  LT^  +  V  +  (P'  +  r  =  o. 
Les  conditions  imposées  à  a,  ô,  a',  ft'  sont: 

a^ft  +  a''^ft'=  ii', 
aft^  +  a'ft'^  =  C^ 

Pour  résoudre  ce  système,  an  peut  supposer  qu'on  ait  d'abord  fait  dispa- 
raître D'  par  le  changement  de  tt>  en  û>  +  5,  5  étant  une  racine  de: 

As^  +  3ßV  +  iVs  +  D'  =  o. 
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D*  étant  ainsi  annulé,  l'on  a:  h'  =  —  h,  d'où: 

(a  +a')6»=C, 
et  par  suite:    . 

(g'  —  g")'  _  li'    • 
a  +  a'  C  ' 

Soit  a  -{•  a'  =  u,  a  —  a'  =  v,  il  vient: 


D'ailleurs: 
d'où: 


4(^3  +  a'=^)  =  u'  +  3wt;'  =  4^', 


_f,X.-3^,  -V/^. 


La  réduction  n'est  réellement   possible  par  cette  méthode  que  si  Cu  est 
positif,  ou  bien: 

^A'C  —  3B'^  >  o. 

Revenant  à  la  sextique,  on  voit  que  son  équation  peut  s'écrire,  dans 
les  mêmes  conditions: 

T'  +  U'  +  V  +  0'  +  fF'  =  o, 

d>  —  o  et   W  =  0  étant  deux  sphères  centrales,  et  r=o,   C/=o,  F=o 
étant  les  trois  cones: 

h^'  +  ii  +AW-^')  =  o, 

y"  +(1  +;^)(.r^_y^)  =  o. 

48.  Cherchons  maintenant  les  droites  réelles  qui  peuvent  appar- 
tenir à  la  sextique  symétrique.  D'après  ce  qui  a  été  dit  précédemment, 
ces  droites  sont  perpendiculaires  aux  plans  de  symétrie,  et  parallèles  par 
suite  aux  axes  binaires.  Réciproquement,  si  une  droite  est  perpendicu- 
laire à  un   plan   de  symétrie,  on   peut  déterminer  les  quatre  coefficient« 
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de  la  sextique  symétrique  de  façon  qu'elle  rencontre  la  droite  en  quatre 
points  dissymétriques,  et  par  conséquent  en  8  points.  La  droite  appar- 
tient alors  à  la  surface,  ainsi  que  le  groupe  de  60  droites  dont  elle 
fait  partie. 

.  Si  la  sextique  symétrique  contient  des  perpendiculaires  aux  plans 
de  symétrie,  son  cone  asymptotique  passe  par  les  axes  binaires,  et  en 
particulier  par  les  axes  de  coordonnées.  La  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  cela  est  que  le  coefficient  A  soit  nul,  c'est  à  dire  qu'une  des 
sphères  directrices  soit  infinie.     Prenons  donc  la  surface: 

(/  —  XY){^'  —  X'z'){f  —  X'x')  +  zB{x'  +  ?/  +  zj 

+  zCix'  +  ?/  +  /)  +  D  =  o, 

et  écrivons  qu'elle  contient  la  droite  x  =  a,  y  =  ß.     Nous  trouvons: 


/  a   — -jT' 


à? 


Pi* 

SBaY  +  3B{a'  +  jT-y  +  3C{a'  +  jT)  +  I)  =  o. 

L'élimination  de  a^  et  ^  conduit  à  une  équation  de  condition  compliquée, 
mais  linéaire  en  D.  Il  en  résulte  que  parmi  les  sextiques  formant  une 
famille  asymptotique,  c  est  à  dire  n'ayant  de  points  communs  qu  a  l'infini, 
il  y  en  a  une,  et  une  seule,  qui  contient  60  droites  à  distance  finie.    Si 

^  CD 

les  deux  sphères  directrices  sont  données,  on  connaît  les  rapports  ^  ^t  «•  • 

En  posant  C  =  uB,  D  ==  vB,  on  a,  pour  déterminer  B,  une  équation  du 
3**"*  degré,  sans  terme  indépendant.  Laissant  de  côté  la  racine  nulle, 
qui  réduit  la  surface  aux  plans  directeurs,  on  voit  que  parmi  les  sextiques 
qui  possèdetit  dsux  sphères  directrices  données  {la  troisième  étant  rejetée  ù 
l'infini),  il  y  en  a  deux  qui  contiennent  60  droites.  Enfin,  si  Ton  veut  dé- 
terminer une  sextique  passant  par  une  droite  donnée,  perpendiculaire  à 
un  plan  de  symétrie,  on  obtient,  au  moyen  des  équations  précédemment 
écrites,  des  valeurs,  toujours  finies  et  déterminées,  des  coefficients  B^  C,  /). 
D'après  cela,  il  y  a  toujotirs  une  sextique  syméfriquey  et  une  seule,  passant 
par  une  droite  perpeiuliculaire  à  un  plan  de  symétrie.     La  disposition  des 
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60  droites  est  bien  facile  à  imaginer,  on  peut  les  regarder 
comme  placées  sur  les  faces  d'un  dodécaèdre  régulier,  pa- 
rallèlement aux  arêtes  (fig.  7).  On  peut  également  les 
disposer  sur  les  faces  d'un  icosaèdre  (fig.  8). 

49.  Proposons  nous  de  déterminer  une  surface  con- 
tenant les  arêtes  d'un  dodécaèdre  régulier.  Soient  x  =  o, 
y  =  ß  les  équations  d'une  de  ces  arêtes.  En  faisant  a  =  o 
dans  les  équations  générales,  on  trouve,  pour  la  surface 
cherchée : 

{^'  —  >^'yW  —  ^'^W  —  ><'^) 

Cette  surface  possède  30  droites  à  distance  finie,  et 
6  à  l'infihi.  Le  long  de  chaque  droite  à  distance  finie, 
le  plan  tangent  est  fixe  (perpendiculaire  à  un  plan  de  symétrie).  Il  y 
a  20  noeuds  à  distance  finie  (sommets  du  dodécaèdre)  et  15  à  Tinfini 
correspondant  aux  directions  des  arêtes  du  dodécaèdre.  En  chaque  sommet 
du  dodécaèdre,  le  cone  des  tangentes,  possédant  la  symétrie  ternaire,  est 
de  révolution.  L'une  des  sphères  directrices  (/>^  =  [P)  est  tangente  aux 
arêtes  du  dodécaèdre.  L'autre  sphère  directrice  passe  par  le  point  de 
rencontre  de  l'arête  a;  =  o,  y  =  ß  avec  le  plan  directeur  z  -^  Åy  =  o. 
On  peut  former  de  même  l'équation  d'une  surface  contenant  les 
arêtes  d'un  icosaèdre.  Une  arête  de  ce  genre  a  pour  équations  x  =  a, 
y  =  o.  Il  suffit  donc  de  faire  ß  =  o  dans  les  équations  générales,  et 
l'on  obtient: 

(^'  —  Xy){x:'  —  X'z'){y'  —  /^r^)  —  X'ri\p'  —  o?)[)?p'  —  i\i  +  >')]  =  o. 

Cette  surface  possède,  comme  la  précédente,  30  droites  a  distance  finie, 
dans  les  plans  de  symétrie,  et  6  à  l'infini.  Elle  a  12  noeuds  à  distance 
finie  (sommets  de  l'icosaèdre),  et  1 5  à  Tinfini,  dans  la  direction  des  arêtes. 
En  chaque  iTroeud  à  distance  finie,  le  cone  des  tangentes,  possédant  la  sy- 
métrie quinaire,  est  de  révolution.  L'une  des  sphères  directrices  (/>'=^a') 
est  tangente  aux  arêtes.  L'autre  sphère  passe  par  le  point  de  ^^encontre 
de  l'arête  x  =^  ol.  y  -^  o  avec  le  plan  directeur  À?  +  .r  =^  o. 
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Une  sextique  symétrique  proprement  dite  ne  peut  contenir  les  côtés 
des  pentagones  réguliers  convexes  placés  sur  les  faces  du  dodécaèdre  ré- 
gulier de  telle  façon  que  leurs  sommets  coïncident  avec  les  milieux  des 
arêtes  du  dodécaèdre;  car,  en  pareil  cas,  chaque  plan  directeur  rencon- 
trerait la  surface  suivant  dix  droites.  Mais  il  existe  une  sextique  con- 
tenant les  côtés  des  pentagones  étoiles  correspondant  aux  pentagones  con- 
vexes formés  par  les  faces  du  même  polyèdre*  Il  suffit,  pour  obtenir 
son  équation,  de  faire  a  =  ß  dans  les  formules  générales,  et  il  vient: 

(^^  _  x'y-){x'  —  A'z'Xv'  —  X't")  +  X'a'ip'  —  joi'p'  +  1 3«')  =  o. 

60.  Pour,  étudier  les  points  nodaux  de  la  sextique  symétrique, 
posons: 

z'  —  )?if  =  w  ,  ^ 


c3'où: 


%f  —  /^r'  ---  Wj 


fr{\  —  )?)  —  ^/>^  ----  w  +  t;  +  ^' 

L'équation,  rendue  homogène: 

f{u,  V,  IV,  f)  —  innv  +  Ap'  +  ^BpU'  +  ^cyt'  +  Dl'  ^  o 

donne: 

^£   -  2ux{w  —  À'v)  +  6x{Aft'  +  2lip'i'  +  67*), 


^11 


9.'/ 

•  ?^  -  2WZ{V  —  )?u)  +  6z{Ap'  +  2  V'  +  f''*)> 

Pour  un  point  nodal,  ces  quatre  dérivées  s'annulent  en  même  temps. 
Cherchons  d*abord  les  noeuds  a  distance  finie.  /  étant  différent  de  zéro, 
on  a  ^  faisant  /  ^-^  i  : 

Bp'  +  26y  +  /)  =  o 

Acta  mathematiea,    10.    Imprimé  le  11  Août  1887.  35 
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exprime  que  tous  les  poiuts  nodaux  à  distance  finie  sont,  confor- 
t  à  la  théorie  générale,  sur  les  deux  sphères  centrales  orthogonales 
urface,  airtrcment  dit  sur  les  deux  lignes  de  courbure  sphériques. 
3sé,  on  peut  faire  les  hypothèses  suivantes: 

"   hypothèse,     x  ^=y  =  z  =  Oy  d'où  />  =  o,  ce   qui  exige  que  D 
\.     On  a  alors  un  point  isotrope  à  l'origine. 
"®  hypothèse,     x  =  y  =  o^  -sf^o;  alors  w  =  o.    On  a  donc  à  la  fois: 

Ap'  +  2  V  +  C'  =  o, 
Bp'  +  26^  +  7)  =  o, 

4(7î-  —  A('){(r-  —  BD)  =  {BC  —  ADy. 

,  condition  pour  que  deux  sphères  directrices  coïncident.  D'après  cela: 
ïaque  fois  que  deux  des  sphères  directrices  sont  confondues,  la  surface 

30  noeuds,  placés  à  la  rencontre  de  cette  sphère  avec  les  axes  binaires. 
îs  30  noeuds  sont  les  milieux  des  arêtes  d'un  dodécaèdre  régulier; 
Face    ne    peut,   sans   se    réduire    aux    plans  directeurs,   contenir   les 

qui  joignent  ces  points  deux  à  deux, 
uand   les  trois  sphères   directrices  sont  confondues,   ce   qui   a   lieu 

[        B        C 

r  =  ^,  =  yr ,  chaquc  axe  binaire  rencontre  la  surface  en  6  points, 

lus  trois  par  trois  en  deux  noeuds.  Cet  axe  est  donc,  en  chaque 
une    génératrice    du    cone    des   tangentes,    et  la  symétrie  binaire 

par  suite  que  le  cone  des  tangentes  se  décompose  en  deux  plans 
par  Taxe   binaire.     Chaque   noeud   est  alors  biplanàire,  et  il  est 

ie   trouver   ses  deux  plans  tangents.     Car  l'équation  de  la  surface 

écrire: 

y  —  >'yW  —'^'^W  —  >'^')  -^  A{x'  +  y'  +  z'  —  hy  =  o. 

z  =  h,  pour  avoir  la  section  par  un  plan  tangent  à  la  sphère 
ce  en  l'un  des  noeuds,  il  vient: 

(A^  _  x'y'){x'  —  X'h'){y'  —  X'x')  +  A{x'  +  y')' =  o 

tangentes    à    la    section    en    son    point   double    sont  données  par 
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y'  —  jl^o;*  =  o;  ce  sont  les  traces  des  plans  directeurs  passant  par  ce 
point.     En  résumé: 

Quand  les  trois  sphères  directrices  sont  confondues^  chaque  axe  binaire 
rencontre  la  surface  en  deux  noeuds  biplanaires,  et  les  deux  plans  tangents 
en  chaque  noeud  sont  les  plans  directeurs  qui  se  coupent  suivant  faxe  binaire. 

3<^ine  hypothèse,     x  =  o^  y  et  z  différent«  de  zéro.     Dans  ce  cas,  en 

écrivant  que  —  et  -^  sont  nuls,  il  vient: 

v{u  —  )Jw)==  w{v  —  Å^u). 

Mais: 

u  =  z^  —  /^y%         t;  =  —  A'^%         w  =  y. 

Portant  ces  valeurs  dans  1  equation  précédente,  il  vient: 

AV-2(i  +A')i^V  +  ^^  =  o,^ 

d'où: 

-,  =  I  +  ^'  ±  v'i  +  >l*  +  ^"*  ==  I  +  A»  ±  2A. 
y 

On  a  donc  les  deux  solutiong: 

^  =  ±  z/(i  —  ^)  =  ±  ^y 

Le  premier  genre  de  solution  correspond  aux  axes  ternaires,  et  le  second, 
aux  axes  quinaires  situés  dans  le  plan  zoy.  Prenons  d'abord  Taxe  ter- 
naire z  =  )?y.     Nous  avons: 

v=.—)?z'  =  —  X'y\ 

w  =  y^. 
Donc: 

et  comme  w  +  ^  +  ^^  =  V%  ^^  obtient: 
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On  en  déduit  aisément: 


en  posant 


v{u  —  XUv)  =  -p*  =  3pp\ 


'-Tf 


Pour  qu'il   existe   un  noeud  de  cette  nature,  il  faut  et  il  suffit  que 
les  deux  équations  eu  p': 

{A+p)p'  +  2/y +  c'  =  o, 

lip'  +   2Cy  +  I>  =  O, 

aient  une  racine  commune,  d'où: 

p'iJ'  +  2p{2C'  —  sliCl)  +  AD')  ~  4(0'  —  ^(W  —  BD)  +  {BC—  AD)', 

Si  (îette  condition  est  remplie,  la  surface  a  20  noeuds  sur  les  axes  ter- 
naires.    On  peut  la  vérifier  en  posant: 

{BC  —  Any  ^  4  (ß^  —  AC){C'  —  BD)  =  o, 
pU'  +  2  {2C'  —  iBCD  +  AD')  ■-:  o. 

Si  ces  deux  conditions  sont  remplies,  la  surface  possède  à  la  fois  30 
noeuds  sur  les  axes  binaires  et  20  noeuds  sur  les  axes  ternaires.  Les 
premiers  sont  sur  la  sphère  orthogonale  qui  coïncide  avec  une  sphère 
directrice,  les  seconds  sont  sur  l'autre  sphère  orthogonale. 

Considérons   maintenant   Taxe  quinaire  y  =  Xz.     On  a  dans  ce  cas: 

u  =  z'{i  —X% 


W  =  À^Z' 


d'où: 


u  +  v  +  w^  z'{i  —  Å')  =  Åp\ 


Z' 


,2 


I  —À 


7  > 


v{h  —  Å^w)  =  sqp*, 
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en  posant 

Pour  qu'il  y  ait  des  noeuds  de  cette  nature,  il  faut  et  il  suffit  que 
les  deux  équations: 

{A  +  g)p'  +  2np'  +  C=o, 

Bp'  +  2Cy  +  D  =  o 

aient  une  racine  commune,  doii: 

q'D'  +  2q{2C'  —  zBCD  +  AD')  —  /^{B'  —  AC){C'—  BD)  +  {BC—AUf  =  o. 

Cette    condition    entraine    Texistence  de.  12  noeuds,  qui  peuvent  co-   , 
exister  avec  les   30  noeuds  dçs  axes  binaires  ou  avec  les  20  noeuds  des 
axes   ternaires.     Mais   les   trois   systèmes   de   noeuds   ne   peuvent  se  pré- 
senter en  même  temps  [q  étant  différent  de  p)  si  l'on  n'a  pas: 

[BC  —  AD)'  —  4{B'  —  AC){C'  —  BD)  -  o, 

2C'  —  iBCD  +  AD^  -=  o, 

D'  -  o, 

d'où  (7  =  o,  D  =  o.  Dans  ce  cas,  les  deux  sphères  qui  contiennent  les 
noeuds  sont  évanouissantes,  et  ceux-ci  se  confondent  en  un  seul,  à  moins 
qu'on  n'ait  B  =  Oy  et  alors  la  surface  se  réduit  aux  plans  directeurs. 

4*"*  hypothèse.     :r,  y  et  ^  différents  de  zéro.    I^es  équations  de  con- 
dition donnent: 

u{w  —  X^v)  -^  v{u  —  X'w)  =  w{v  —  Å^u), 

ce  qu'on  peut  écrire: 

w{u  +  ^^v)  ^  uv{i  +  ^*0> 

w{u  —  î;  -f  X'u)  =  uvX^f 
d'où: 

w[X'{u  +  X'v)  —  (i  +  X'){u  —  v  +  X'u)]  =  o, 
ou  encore,  en  supprimant  le  facteur  A*  +  A'  +  ï>  qui  n'est  pas  nul: 

w{v  —  m)  =  o. 
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u{w  —  v)  =  o, 
v{u  —  w)  =  o, 

ord  u  =  o.  Il  reste  simplement  vw  =  o.  Il  faut  donc 
îux  facteurs,  Vj  par  exemple,  soit  nul.     On  a  ainsi: 

z^  —  X'y'  =  o,         x'  —  X^z"  =  o. 

lonc  à  l'intersection  de  deux  plans  directeurs,  c'est-à-dire 
inaire,  ce  qui  ramène  au  cas  étudié  dans  la  deuxième 
jposons  maintenant  que  w,  v,  w;  soients  diflFérents  de  zéro. 
^ji  =  V  =  w  ou  bien: 

z'  —  p/  =  ^^  —  X^z"  =  y'  —  X^x\ 

x^  =  'if  =  z^j  et  Ton  retrouve   les  noeuds  situés  sur  les 

irae  hypothèse  ne  conduit  donc  à  aucun  cas  nouveau, 
este  à  chercher  les  noeuds  à  l'infini  (génératrices  doubles 
3totique).     Si  a,  y9,  ;*  sont   les  cosinus  directeurs  d'une  di- 
et si  Ton  pose: 

f  —X'[?  =  u\ 

u'  +  V'  +  w'  =  i  —  X"  =  k, 

2au'(;w'  —  X'v')  +  6Aa  =  o, 
2ßv'{u'  —  A'w;')  +  6Aß  =  o, 
2'i^w\v'  —  )?u')  +  6Ay  =  o, 

hypothèses  suivantes: 
lièse.  ß  =z  j-  =z  o,         a  =  I 
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d'où 

uXw'  —  X^v')  +  3-4  =  0. 

On  a  en  même  temps: 

U'     =     Oj  V'     —      l,  W'     =     X^y 

donc  ^  =  o. 

Si  donc  A  est  nul,  les  15  directions  binaires  sont  nodales;  il  y  a 
15  noeuds  à  l'infini.  Le  cone  asymptotique  est  réduit  aux  plans  di- 
recteurs.    Ces  15  directions  nodales  coexistent: 

1°  avec  un  noeud  à  l'origine,  si  D  =  o; 

2®  avec    30   noeuds   à  distance  finie  sur  les  axes  binaires,  si  l'on  a: 

^B\C^  —  BD)  =  B^C\ 

ou    bien    3(7*  —  /^BD  =  o.     L'hypothèse  B  =  o  rejetterait  ces  noeuds  à 
l'infini; 

3**  avec  20  noeuds  sur  les  axes  ternaires,  si  Ton  a: 

4  {B'  —  pC){C'  —  BD)  =  {BC  —  pD)'] 

4°  avec   12  noeuds  sur  les  axes  quinaires,  si  l'on  a: 

4(^  _  qqiC'  _  BD)  =  {BC  —  qD)\ 

On  peut  avoir  en  même  temps  les  15  noeuds  binaires  à  l'infini,  les 
30  noeuds  binaires  à  distance  finie  et  les  20  noeuds  ternaires,  soit  en 
tout  65  noeuds. 

2ènie  hypothèse,     a  =  o,  y9  et  ^^  différents  de  zéro.     Alors: 

u'  =  f  —  ^Y^         ^''  ^  —  ^'f^         w'  =  ß" 
e^ 

v\u'  —  k^w')  =  tvXv'  —  k'u') 
ou  bien: 

ß'{)?l?  -  2f)  +  fif  -  îA'/î»)  =  o. 
On  tire  de  là,  comme  précédemment: 

y=^)?ß     et     ^  =  ±  ^r- 


Digitized  by  VriOOQiC 


)  L.  Lecornu. 

l'on  prend  y  =  A^/9,  il  vient: 

u'  =  X'I?{Å'  —  i),         V'  =  —  k'ß\         w'  =  ß\ 
tire  de  là,  p  ayant  la  môme  signification  qu  à  Tarticle  précédent: 

7/(i/'  —  X'w')  =  2>p 

la  condition  i/(w'  —  a^îv')  +  3^4  —-  o  devient  A  -{•  j^  =  o. 

Quand  il  en  est  ainsi,  les  dix  directions  ternaires  sont  nodales,  et  le 
le  asymptotique  est  coupé  par  un  plan  quelconque  suivant  une  courbe 
icursale. 

Prenant  maintenant  ß  =  Xy,  et  raisonnant  de  la  même  façon,  on  est 
iduit  à  l'équation  ^  +  ?  —  o  pour  caractériser  les  surfaces  admettant 

6  axes  quinaires  comme  directions  nodales. 
3ème  hypothèse,     a^  ßy  y  différents  de  zéro.     On  trouve,  comme  dans 
cas  des  noeuds   à  distance   finie,   que   cette   hypothèse  se  ramène  aux 
icédentes. 

En  résumé,  suivant  que  Ton  a  ^  =  o,  ^+/>  =  o  ou  ^  +  (7  =  0, 
nombre   des   directions  nodales  s'élève  à  15,  à   10  ou  à  6.     Ces  trois 

ne  peuvent  évidemment  se  présenter  en  même  temps,  mais  chacun 
ux  peut  se  combiner  avec  30  noeuds  binaires,  avec  20  noeuds  ternaires, 
avec  1 2  noeuds  quinaires  à  distance  finie.  Deux  espèces  de  noeuds  à 
tance  finie  peuvent  même  coïncider  avec  une  espèce  de  noeuds  à  Tin- 
.  Le  tableau  des  singularités  qui  peuvent  se  rencontrer  sans  que  la 
face  se  réduise  à  un  cone  ou  à  des  plans  ne  comprend  pas  moins  de 

cas  distincts,  et  cela  en  excluant  les  cas  particuliers  dans  lesquels 
sieurs  noeuds  viennent  se  réunir  à  l'origine  pour  y  former  un  noeud 
Itiple.  Le  nombre  maximiim  de  noeuds  est  de  65  (30  noeuds  hi- 
res —  20  noeuds  ternaires  —  15  directions  nodales);  nous  avons  déjà 
iqué  dans  quelles  conditions  ce  cas  se  réalise.     La  classe  de  la  surface, 

est  égale  à  150  en  l'absence  de  points  nodaux,  se  trouve  alors  abaissée 
2  X  65  -^  130  unités.     La  surface  est  donc  de  la  20^"*'  classe. 


Correotion. 
Page  240,  dans  les  deux  dernières  ëquatioDS,  mettre  partout  n  au  Heu  de  p. 
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SUR  LES  INTÉGRALES  ALGÉBRIQUES  DE  DIFFÉRENTIELLES 

ALGÉBRIQUES' 

PAB 

G.  HUMBERT 

à  FARIS. 

1.  Soit  f{Xj  y)  =  o  réquation  d'une  courbe  algébrique,  et  soit 
^{xj  y)  une  fonction  rationnelle  quelconque;  le  problème  qu'on  se  pro* 
pose  de  traiter  dans  ce  travail  est  le  auivant: 

Reconnaltre  si  Tintégrale  I  =^f^{x,  y)dx,  où  y  ast  liée  à  x  par  la 
relation  f{x,  y)  =  o,  est  une  fonction  algébrique  de  x. 

'  Les  résultats  obtenus  par  M.  Humbert  out  déjà  été  trouvés  par  M.  Weikbstrass 
bien  des  années  auparavant  et  communiqués  par  lui  dans  son  cours  sur  les  fonctions  abélien- 
nes.     Mais  la  méthode  suivie   par   les   deux   savants   est  tout  à  fait  différente.     Chez  M. 

Weierstrass  les  conditions  pour  qu'une  intégrale  de  la  forme    /  K(^,  y)dx  soit  une  fonction 

algébrique  de  x  découlent,  comme  simple  corollaire,  du  théorème  sur  la  réduction  de  chaque 
intégrale  de  la  forme  considérée  à  une  somme  d'intégrales  normales  de  la  première,  de  la 
seconde  et  de  la  troisième  espèce.  Pour  effectuer  cette  réduction  il  faut  et  il  suffit  de 
connaître  : 

l^    les    coefficients    des    puissances    négatives    de  i  aux  environs  de  tous  les  points 

dxt 
analytiques   pour   lesquels  le   développement  de  R(xt^  y^^'JT  ^^^^^^^^  ^^  général  des  puis- 
sances négatives  de  f] 

2°  la  valeur  de  B  (a?,  y)  pour  p  points  analytiques  réguliers  («j,  b^),  .  .  . ,  (7^,  hp) 
choisis  arbitrairement. 

Le  théorème  de  M.  Weierstrass  est  cité,  quoique  sans  démonstration,  dans  la  thèse 
inaugurale  de  M.   Hbtttner  (Berlin,    1877). 

Le  rédacteur  en  chef. 

Acta  mathematiea.    10.    Imprimé  le  23  Août  1887.  86 
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2.  Abel  a  montré  que  si  l'intégrale  I  est  une  fonction  algébrique 
de  Xy  elle  s'exprime  rationnellement  eu  x  et  yj  mais  il  n'a  pas  fait  con- 
naître les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'il  en  soit  ainsi. 

Ces  conditions  ont  été  données  par  Briot  et  Bouquet  sous  une 
forme  très  simple:  pour  que  l'intégrale  soit  algébrique,  il  faut  et  il  suffit 
1°  qu'elle  n'admette  pas  de  cycle  polaire;  2°  que  ses  périodes  soient  nulles. 

Il  est  malheureusement  impossible  de  vérifier  directement  si  les  con- 
ditions de  la  seconde  catégorie  sont  ou  non  satisfaites:  les  périodes  étant 
en  effet  les  intégrales  prises  le  long  de  certains  contours  finis,  on  obtient, 
en  exprimant  qu'elles  sont  nulles,  des  équations  où  figurent  des  intégrales 
définies  qu'on  ne  peut,  la  plupart  du  temps,  calculer  qu'à  l'aide  de  mé- 
thodes d'approximation;  il  en  résulte  que  le  critérium  tiré  de  la  con- 
sidération des  périodes  n'est  applicable  que  dans  des  cas  simples,  comme 
ceux  qu'ont  indiqués  Briot  et  Bouquet. 

Au  contraire,  les  conditions  de  la  première  catégorie,  qui  expriment 
qu'il  n'y  a  pas  de  cycles  polaires,  peuvent  se  vérifier  sans  difficulté;  il 
suffit  de  calculer,  dans  le  développement  de  chaque  système  de  valeurs 
infinies  de  f{Xy  y),  suivant  les  puissances  croissantes,  (entières  ou  fraction- 
naires)  de  X  —  a,  aux  environs  du  point  x  =  a^  le  coefficient  du  terme 

en   ,   qui   engendre   un   logarithme   dans   l'intégrale,  et  d'écrire  que 

•B  '——  CL 

ce  coefficient  est  nul. 

LiouviLLE,  dans  divers  mémoires,  a  étudié  la  question  à  un  tout 
autre  point  de  vue:  il  suppose  que  l'intégrale  /  est  liée  à  x  par  une 
relation  algébrique  (p{Xj  J)  =  o,  à  coefficients  indéterminés,  et  cherche  à 

déterminer  ces  coefficients  de  manière  que  la  valeur  de  -r-  tirée  de  cette 

relation  soit  égale  à  j^(a;,  y):  il  a  pu  ramener  ainsi  la  question  à  la  ré- 
solution d'un  système  d'équations  linéaires. 

Plus  tard,  M.  Zeuthen,  en  supposant  toujours  l'intégrale  algébrique, 
a  indiqué  un  moyen  sûr  de  trouver  directement  l'ordre  de  la  relation 
^(a;,  J)  =  o;    il    obtient    ainsi    la   forme  de  cette  relation  à  un  nombre 

fini  de  constantes  près,  et,  en  écrivant  que  —  est  égal  k  p{Xy  y),  ri  dé- 
termine ces  constantes,  ou,  si  Qette  détermination  est  impossible,  reconnaît 
que  l'intégrale  cherchée  est  transcendante  (Comptes  rendus,   i88o). 
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M.  Raffy,  dans  sa  thèse  de  doctorat  (Paris,  1883),  a  donné  un  autre 
procédé  pour  déterminer  le  degré  de  la  relation  ^(rc,  /)  =  o,  par  des 
opérations  purement  arithmétiques. 

Ces  méthodes  ont  Tinconvénient  de  ne  pas  fournir  sous  une  forme 
explicite  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  l'intégrale  soit 
algébrique;  la  méthode  que  n«us  allons  développer  nous  semble  remplir 
ce  but,  d*unc  manière  relativement  simple. 

Elle  repose  sur  la  théorie  des  fonctions  fuchsicnnes,  dont  M.  Poincaké 
a  montré  la  liaision  intime  avec  la  •théorie  des  intégrales  abéliennes. 

3.  Soit  p  le  genre  de  la  courbe  f{x^  y)  =  o;  il  résulte  des  recher- 
ches de  M.  PoiNCARÉ  que  les  coordonnées,  x  et  y,  peuvent  être  con- 
sidérées comme  des  fonctions  fuchsicnnes,  de  genre  _p,  d'un  paramètre  t\ 
nous  choisirons  des  fonctions  de  la  première  famille. 

Le  polygone  Jî^,  générateur  de  ces  fonctions,  jouira  des  propriétés 
suivantes:  il  a  4|)  côtés;  les  côtés  opposés  sont  conjuguées  deux  à  deux, 
c.  à.  d.  transforniés  Fun  dans  l'autre  par  une  des  substitutions  du  groupe 
fuchsien  correspondant,  G\  et  la  somme  de  ses  angles  est  égale  à  2;r. 

De  plus,  ah  et  a'V  étant  deux  côtés  opposés,  tels  que  les  points 
a'  et  V  correspondent  respectivement  à  a  et  ô  par  la  substitution  qui 
transforme  ah  en  a*h\  si  Ton  décrit  U^  en  partant  de  a,  dans  le  sens  a&, 
on  parcourt  le  côté  a'V  dans  le  sens  b'a\ 

Cela  posé,  remplaçons  dans  l'intégrale  J,  rr  et  y  par  leurs  valeurs 
en  fonction  fuchsienne  de  <,  et  désignons  par  ^{t)  la  fonction  fr(ic(<),  y(<)), 
il  viendra: 


if{t)  est  une  fonction  fuchsienne  de  t\  —  est  une  fonction  thétafuchsienne 
du  premier  degré,  c.  h,,  d.  telle  qu'on  ait: 

en  désignant  par  U,  — j j   une  des  substitutions  de  G,  et  en  supposant 

o(^  —  ßy  =  I.     Cela   résulte   immédiatement   de   ce   que   la   fonction   x{t) 
ne  change  pas  si  Ton  y  tSpère  la  substitution  précédente. 
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On  aura  donc,  en  posant: 

pour  Texpi'ession  de  /: 

1  =Je{t)dt 

0{t)  étant  également  une  fonction  thétafuchsienne  du  premier  degré, 

4.  L'intégrale  Z,  si  elle  est  algébrique,  sera,  d'après  Abel,  une 
fonction  rationnelle  de  ic  et  y,  c.  à.»  d,  une  fonction  fuchsiennc  de  <,  et 
réciproquement;  la  question  est  ainsi  ramenée  à  la  recherche  des  condi- 
tions nécessaires  et  suffisantes  pour  que  l'intégrale  d'une  fonction  théta- 
fuchsienne du  premier  degré  soit  une  fonction  fuchsienne. 
Soit  donc 

m)  ^Je{t)dt. 

I  devant  être  une  fonction  uniforme  de  t^  dans  l'intérieur  du  cercle 
fondamental,  il  est  tout  d'abord  nécessaire  que  les  résidus  de  S{t\  à  l'in- 
térieur du  polygone  jB^,  soient  nuls. 

Ces    conditions    reviennent    aux    premières    conditions    de    Briot   et 
Bouquet:  le  résidu  de   S{t)  relatif  à  un  infini  a  de  cette  fonction  est  en 

effet  égal  à  la  valeur  de  l'intégrale  — r  f9{t)dt  le  long  d'un  petit  contour 

entourant  le  point  a.  Soient  a,  &  les  coordonnées  du  point  d'argument 
a  sur  la  courbe  f{Xy  y)  =  O]  supposons  d'abord  que  ce  point  ne  soit  pas 
un  point  critique  pour  la  fonction  y^  de  rc,  définie  par  la  relation 
f{^y  y)  =  o.  Quand,  dans  le  plan  des  quantités  t,  le  point  t  décrit  un 
contour  élémentaire  autour  du  point  a,  le  point  x^  dans  le  plan  des  quan- 
tités Xj  décrit  une  seule  fois  un  contour  élémentaire  autour  du  point  a, 
et  comme  on  a 

l'intégrale  J6{t)dt  le  long  du  contour  considéré,  est  égale  à  l'intégrale 
j f{x;  y)dx  le  long  d'un  petit  contour  entourant  le  point  a,  qui  est 
un  infini  de  y{x,  y),  et  de  /,  c.  à.  d.  égale  au  produit  de  2;ri  par  le 
résidu  de  la  fonction  ff{x,  y),  considérée  comme  fonction  de  Xj  pour  k 
point  X  =  a;  ou  encore  à  la  période  polmre  de  I,  pour  le  point  a;  =  «. 


Digitized  by  VriOOQiC 


Sur  les  intégrales  algébriques  de  âiflférentielles  algébriques.  285 

Si  le  point  a  est  un  point  critique  de  la  fonction  y,  on  aura,  aux  en- 
virons de  la  valeur  t  =  a: 

^  et  îy  étant  deux  fonctions  ne  devenant  ni  nulles  ni  infinies  pour  f  =  a; 
g  et  r  désignant  deux  entiers  positifs.  Il  en  résultera  pour  ^{Xjy)  une 
expression  de  la  forme  {t  —  ä^)"';f(0>  ^  étant  un  entier  négatif.  Quand  < 
décrit  un  petit  cercle  autour  du  point  a,  x  décrit  q  fois  un  petit  contour 
autour  du  point  a;  aux  environs  de  ce  point,  on  aura  dailleurs  pour 
f(^>  y)  ^^  développement  de  la  forme: 

ip[x,  y)  =  Ä{x  —  ä)  '^  +  B{x  —  a)^   +  , ..  +  H{x  —  a)-'  +  . . . 

et  la  valeur  de  l'intégrale  ff{x^  y)rf^>  quand  x  décrit  q  fois  un  contour 
élémentaire  autour  du  point  a  sera  égal  à  2qi7rHy  c.  à.  d.  à  la  période 
polaire  de  /,  pour  le  point  x  =  a. 

Il  en  résulte  que,  dans  tous  les  cas,  les  conditions  obtenues  en  écri- 

dz 
vant  que  les   résidus  de  ^{Xy  y)-^  dans  l'intérieur  de  22^,  sont  nuls,  ex- 
priment que  l'intégrale  f^{Xj  y)dx  n'a  pas  de  période  polaire^  ce  qui  revient 
aux  premières  conditions  de  Bkiot  et  Bouquet. 

6.  Supposons  ces  conditions  remplies,  I{t)  sera,  dans  le  cercle  fon- 
damental, fonction  uniforme  de  <.  Si  c'est  une  fonction  fuchsienne,  con- 
sidérons,   ie    long   du    périmètre   de   Ä^,   Tintégrale  J  ^fl{t)â{t)dt,  où 

0{t)    désigne    une   fonction    thétafuchsienne   holomorphe  de  degré  un:  il 
existe   p    de    ces    fonctions,   linéairement  distinctes,  si  p  est  le  genre  des 
fonctions  fuchsiennes  considérées.     Je  dis  que  l'intégrale  J  est  nulle. 
Soient  en  effet  ab  et  a'b'  deux  côtés  opposés  de  B^,  transformés  l'un 

dans  l'autre  par  la  substitution   u,  ^  ,Vj  ©t  posons  t^  =^       |f> 

Les    éléments    de    J,    relatifs   à  deux  points  correspondants  t  et  t^y 
sur  les  côtés  ab  et  a'b'  sont  I{t)â{t)dt  et  —  I{t^)d{t^)dt^. 
Or  OB  a: 

KO  =  m, 
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donc  : 

i{t^)d{t^)dt^  =  i{t)d{t)dt 

et  par  suite  Tintégrale  J  est  nulle  le  long  de  B^.  En  d'autres  termes, 
la  somme  des  résidus  de  la  fonction  I{t)d{t)  est  nulle  dans  Tintérieur 
de  R,, 

d{t)  étant  une  fonction  holomorphe,  les  infinis  de  i(<)/?(i)  sont  ceux 
de  I{t)y  c.  à.  d.  de  ö(0>  ^t  l^s  résidus  correspondants  se  calculent  sans 
difficulté  quand  on  connaît  le  développement  de  S[t)  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  t  —  a,  autour  du  pôle  t  =  a. 

En  donnant  successivement  à  d{t)  les  valeurs  6^{t)y  â^{t),  ..•,  âp{t) 
des  p  fonctions  thétafuchsiennes  holomorphes  de  degré  un,  linéairement 
distinctes,  on  obtient  ainsi  p  équations,  exprimant  que  la  somme  des  ré- 
sidus, dans  rintérieur  de  i?^,  des  fonctions  l{t)d^{t)  est  nulle.  Nous 
désignerons  ces  équations  sous  le  nom  d'équations  (E). 

6.  Les  équations  (E)  sont  elles  suffisantes  pour  que  l'intégrale 
I{t)  soit  une  fonction  fuchsienne?  Il  serait  aisé  de  démontrer  qu'il  n  en 
est  rien;  nous  allons  d'ailleurs  donner  une  interprétation  analytique  de 
ces  équations,  au  point  de  vue  de  la  nature  de  la  fonction  /. 

Si  la  somme  des  résidus  de  chacjine  des  p  fonctions  I{t)âi{t)  dans 
l'intérieur  de  B^  est  nulle,  la  fonction  I{t)  sera  égale  à  une  fonction 
fuchsienne   augmentée  d'une  fonction  linéaire  et  homogène  des  intégrales 

fd,{t)dt,  fd,{t)dt,  ...,  fâ,{t)dt. 

Pour  démontrer  cette  proposition  importante,  nous  supposerons,  dans 
le  but  d'abréger  l'exposition,  qu'on  a  jp  =  2:  la  méthode  est  d'ailleurs 
absolument  générale. 

L'intégrale   I{t)   est,   par  hypothèse,  une  fonction  uniforme  de  t;  or 

on  a,   u,  j  désignant  toujours  une  des  substitutions  du  groupe  G: 

e:-f) = m + ». 


ou: 


Digitized  by  VnOOQ iC 


Sur  les  integrales  algébriques  de  diffërenticlles  algébriques.  287 

m  étant  une  constante.  Le  groupe  G  dérive  des  2p  substitutions  fonda- 
mentales qui  transforment  Tun  dans  l'autre  les  côtés  opposés  de  B^;  si 
p  est  égal  à  2,  on  aura  quatre  substitutions,  et  il  viendra: 

Si  l'on  désigne  par  Gt{t)  Tintégrale    fât{t)dtf  on  aura  de  même: 

''.(^')  -  «.(') + ^- 

Les  quantités  w,   Q^  et  Q^  sont  les  périodes  des  intégrales  /,  G^   et  G^. 
Cela  posé,  je  dis  que  l'on  peut  déterminer  deux  constantes,  ylj  et  yl,, 
telles  que  la  fonction 

m  +  xMt)  +  x,G,{t) 

soit  une  fonction  fuchsienne-  Il  faut  pour  cela  que  cette  fonction  ne 
change  pas  si  Ton  y  remplace  t  par  — j,  c.  à.  d.  qu'on  ait: 

^8    +    ^1^18    +    ^2^28    =0, 
^4    +   ^1^14    +    ^2^24    =   O- 

Il  s*agit  de  montrer  que  ces  quatre  équations  en  A,,  A^  sont  com- 
patibles, si  les  résidus  de  chacune  des  fonctions  l{t)0^{t)  et  I{t)d^{t) 
ont  une  somme  nulle,  c.  à.  d.  si  les  intégrales  fl{t)â^{t)dt  et  fl{t)d^(t)dt 
sont  nulles  le  long  de  B^. 

Or   soient  toujours  a^i^  et  a[b[   deux   côtés  opposés  de  B^y  tels  que 

ab  se  transforme  en  a'b'  par  la  substitution  u,  "'       ^M;  on  a  évidemment, 

pour  la  partie  de  l'intégrale  fl{t)6j^{t)dt  qui  correspond  à  ces  côtés,  la 
valeur: 


(A) 


m. 


jmo'-  (;:;::■•■*) 
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Désignons   l'intégrale   qui   figure   dans  cette  expression  par  a>«;  on  aura 

donc: 

mjuin  +  %a)i,  +  mjûii3  +  w^ûIj^  =  o, 

m^ù>^^  +  Wjûi^  +  W3tt>,3  +  m^ûij,  =  o. 

Si  Ton  écrit  que  l'intégrale  fGjt{t)6i{t)  est  nulle  le  long  de  R^  (la  fonc- 
tion Gi^{t)Oi{t)  est  en  effet  holomorphe  dans  R^),  on  aura  de  même  en 
donnant  k  k  et  l  les  valeurs   i   et  2,  les  quatre  équations: 


(C) 


û„<o„  +  i2i,û>„  +  ßi,<Wj,  +  fl,,<w„  =  o, 
i2„<w„  +  AJ„û>,,  +  A„û»„  +  Û,,<o„  =  o, 


Considérons  maintenaint  la  première  équation  (B)  et  les  deux  premières 
équations  (C);  si  les  déterminants  qu'on  peut  former  en  combinant  3  des 
colonnes  de  la  matrice: 


m. 


♦». 


m. 


m. 


(D) 


1  "'3  ""8 

Q        Q        Q 

•^ll         '^It         *13 


Q        Q        Q        Q 

i»3j  öCj,         döjj  döj^ 


^14 


ne  sont  pas  tous  nuls,  on  tirera  de  ces  équations  les  valeurs  proportion- 
nelles de  ûijj,  ûijj,  (Wjj,  ûij^. 

La  deuxième  équation  (B)  et  les  deux  dernières  équations  (C)  mon- 
trent   alors    qu'on    aura    des    valeurs    proportionnelles    identiques    pour 

<^2V    Û>22»     Û;,3,     Û>,,. 

Il  en  résulte  qu'on  pourra  former  une  fonction  0{t)=ja^â^{t)+fiL^â^{t), 
/ij  et  /ij  étant  des  constantes,  telle  que  les  quantités  cd  correspondantes 
soient  toutes  nulles,  c.  à.  d.  telles  que  l'intégrale  fd{t)dt  soit  nulle  le 
long  de  chacun  des  côtés  du  polygone  R^. 

Je  dis  que,  dans  ce  cas,  l'intégrale  G{t)  =  f0(t)(lt  serait  une  fonc- 
tion fuchsienne  de  t.     Evaluons  en  effet  G(\  ,  VV     On  a: 

Xnt  +  dij 


/      1    ,     a\  rit-^ài 
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Soit  Q^  la  valeur  commune  des  deux  membres;  i2,  est  la  valeur  de 
Jd{t)dt  le  long  d'une  ligne  qui  joint  deux  points  quelconques,  trans- 
formés Tun  de  Tautre  par  la  substitution  u,  ^*       ^f\\  si  Tun  de  ces  points 

est  un  sommet  de  B^^  le  second  sera  également  un  sommet,  et  Tintégrale 
pourra  être  prise  le  long  du  périmètre  du  polygone,  entre  ces  deux 
points.  L'intégrale  i2,  sera  donc  une  somme  d'intégrales  û>,  et  sera  par 
suite  égale  à  zéro.  On  en  conclut  que  G{t)  est  bien  une  fonction  fuch- 
sienne,  résultat  absurde  puisque  G[t)  est  holomorphe  dans  le  polygone  B^. 

Pour  échapper  à  cette  conclusion,  il  faut  nécessairement  admettre 
que  lés  déterminants  formés  avec  3  colonnes  quelconques  de  la  matrice 
(D)  sont  nuls:  c'est  précisément  la  condition  pour  que  les  équations  (A) 
se  réduisent  à  deux  d'entre  elles. 

Ces  équations  d'ailleurs,  donneront  toujours  pour  X^  et  A,  des  va- 
leurs finies;  il  ne  pourrait  en  être  autrement  que  si  les  déterminants 
d'ordre  deux  formés  avec  la  matrice 

ÛU         Û,,         ^U         ^M 


•     û,.      ß„      ii,.      Q, 


34 


étaient  tous  nuls,  ce  qui  est  impossible,  car,  autrement,  on  formerait  une 
fonction 

pour  laquelle  toutes  les  périodes  seraient  nulles. 

Le  théorème  énoncé  plus  haut,  sur  la  signification  des  équations  (E) 
est  donc  démontré. 

7.  Ces  équations  peuvent  se  mettre  sous  une  forme  plus  commode 
au  point  de  vue  des  applications. 

Le  résidu  de  la  fonction  l{t)Oi{t\  relatif  à  un  infini,  /  =  a,  de  J, 
est  en  effet  égal  à  la  valeur  de  l'intégrale 


^fmm<u 


le  long  d'un  contour  infiniment  petit,  enveloppant  le  point  /  =  a;  or  en 

Acta  mathematica,    10.    Imprimé  lé  32  Août  1887.  37 
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désignant  toujours  par  (?,(<)  la  fonction  Jdi{t)cU,  on  a,  en  intégrant 
par  parties: 

fl[t)d,{t)dt  =  I{t)G,{t)  —f»{t)G,{t)dt. 

La  fonction  I{t)Oi{t)  étant  uniforme  a  la  même  valeur  à  l'origine  et  à 
la  fin  du  contour;  le  résidu  de  I{t)âi{t),  pour  le  pôle  <  =  a,  est  donc 
égaly  et  de  signe  contraire,  au  résidu  de  B{t)Gi{t)  pour  le  même  pôle, 
et  les  équations  (E)  exprimeront  que  la  somme  des  résidus  de  cette 
dernière  fonction,  dans  le  polygone  E^,  est  nulle. 

8.  Appliquons  maintenant  ces  résultats  à  l'intégrale  f^{^^  y)^^\ 
a?  et  y  étant  liées  par  la  relation  de  genre  p^  f{x,  y)  =  o. 

On  sait  que  les  fonctions  thétafuchsiennes  holomorphes  de  degré  un, 

^,(0,  ^M  ■■■>  ^.(0. 

ont  .les  expressions  suivantes: 


0^(t)  =  ^^^y^ 


dx  Pi(^  y) 
fy 

X   et  y   étant    remplacées    dans    le    second  membre  par  leurs  valeurs  en 
fonction    fuchsienne    de    ty   et   P,(^,  y)    désignant    le  premier  membre  de 
l'équation    d'une    courbe    de    degré    n — 3    adjointe    à   la  courte  f=o, 
supposée  de  degré  n. 
On  aura  alors 

et  par  suite,  dans  le  plan  des  quantités  x,  il  viendra: 

Gi  sera  donc  une  intégrale  abélienne  de  première  espèce. 

Quant  à  la  valeur  de  l'intégrale  fff{t)Gi{t)dtj  le  long  d'un  contour 
infiniment  petit  enveloppant  un  pôle  de  0{t),  elle  est  égale,  d'après  le 
raisonnement  fait  au  n*^  4,  à  la  période  polaire  de  l'intégrale 

Jjr(.T,  y)G,{x)dx, 

correspondant  à  un  infini,  ir  =  0,  de  la  fonction  I{xy 
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L'intégrale 


^o' 


I  ==fy{Xj  y)dx 

sera  donc  égale  à  une  fonction  rationnelle  de  x  et  y^  augmentée  d'une 
intégrale  abélicnne  de  première  espèce,  si  la  somme  des  périodes  polaires 
de  l'intégrale  Çf{Xy  y)Gi{x)dx,  dans  tout  le  plan,  est  égale  à  zéro.  On 
peut  par  suite  énoncer  le  théorème  suivant. 

Théorème  I.  Soient:  f{Xy  y)  =  o  l'équation  d'une  courbe  algébrique 
de  genre  p;  ^{Xy  y)  une  fonction  rationnelle  quelconque  de  x  et  y; 
G^,  (?3,  .  .  .  ,  Gp  p  intégrales  abéliennes  de  première  espèce  distinctes j 
appartenant  à  la  courbe  /*  =  o. 

Pour  que  V  intégrale  I=f^{Xj  y)dx  se  réduise  à  une  fonction  ra- 
tionnelle de  X,  y^  augmentée  d'une  intégr(de  de  première  espèce,  il  faut 
et  il  suffit: 

1®  que  cette  intégrale  n'admette  aucune  période  polaire; 
2""  que  la  somme  des  périodes  polaires  de  cktcune  des  intégrales 
f^{Xy  y)Gi{x)dx  ^oit  nulle. 

9.  Les  dernières  conditions  s'expriment  aussi  aisément  que  les  pre- 
mières et  évidemment  sans  aucun  signe  d'intégration  si  les  premières  sont 
satisfaites;  il  suffit,  dans  le  développement  de  la  fonction  jr(a7,  y)Gi{x\ 
autour  d'un   point  a;  =  a,  qui  est  un  infini  de  Tintégrale  /,  de  calculer 

le  coefficient  du  terme  en 


X  —  a 


On   ne  doit  pas   perdre   de   vue   que   /  devient  infini  pour  a:  =  co 
si  le  numérateur  de  y{Xy  y)  n'est  pas  d'un  degré  inférieur  de  deux  unités 

au   moins,   au  degré  du  numérateur,  et  l'on  devra  en  posant  ^  ^  ->   c»l- 

culer   également  le  coefficient  de  -  dans  le  développement  de  — -r^ —  > 

aux  environs  du  point  x'  =  o. 

Nous  allons  donner  un  exemple  simple  de  l'application  du  théorème  I. 
10.     Soit 

/      X      Q(^,  y) 
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Ç  et  22  étant  deux  polynômes  entierèi,  tels  que  le  degré  de  Q  soit  in- 
férieur de  deux  unités  à  celui  de  22:  Tintégrale 

I  =J^{x,  y)dx 

ne  devient  infinie  que  pour  des  valeurs  finies  de  x^  et  ces  valeurs  sont 
celles  qui  annulent  simultanément  22 (a;,  y)  et  f{xj  y).  Pour  que  l'inté- 
grale   f(p{Xj  y)dx^  ou,  dans  le  plan  des  <,  pour  que  l'intégrale 


/ 


Q  (-g.  y)  ^^, 


se  réduise  à  une  fonction  rationnelle  de  a;,  i/,  augmentée  d'une  intégrale 
de   première   espèce,   il   faut   tout   d'abord    que   les   pôles   de    la   fonction 

^^'^  ^'  -^  soient  des  pôles  d'ordre  au  moins  égal  à  2  :  cela  résulte  de 
22(05,  y)  dt  '' 

ce  que  les  résidus  correspondant  à  ces  pôles  doivent  être  nuls.  En 
d'autre  termes,  la  courbe  22  =  o  doit  avoir  avec  la  courbe  /*=  o  un 
contact  du  premier  ordre  au  moins,  en  tous  les  pi)int6,  non  situés  sur  la 
courbe  Ç  =  o,  où  elle  la  rencontre;  si,  en  un  de  ces  points,  Ç  =  o  a 
avec  /"=  o  un  contact  d'ordre  yu,  22  =  o  devra  y  avoir  avec  /*=  o  un 
contact  d'ordre  v>,  \f  étant  tel  qu'on  ait  v  >/i  +  2,  ou  u<fi. 

Admettons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  courbe  B  =  o  touche  la 
courbe  /'=Oj  en  un  certain  nombre  de  points,  de  coordonnées  a^,  b^; 
^a?  ft^;  ...  et  que  la  courbe  Q  =  o  passe  par  tous  les  autres  points 
communs  aux  deux  premières;  les  infinis  de  l'intégrale  /seront  les  points 
a^y  a,,  ....  Supposons,  pour  simplifier,  que  ces  points  ne  soient  pas  des 
points  critiques  pour  la  fonction  y  de  x,  qui  vérifie  l'équation  f{x,y)  =  o. 

Nous  devons  écrire  en  premier  lieu  que  la  période  polaire,  pour 
le  point  a;  =  a,  de  l'intégrale  /  est  nulle,  c.  à.  d.  quti  dans  le  dévelop- 
pement de   y{Xy  y)    suivant   les   puissances  croissantes  de  x  —  a=^h^  le 

coefficient  du  terme  7  s'annule. 

h 

Or  on  a: 

Q(x,  y)  Q{n^  b)  +  liQ:(a,  6)  +  .  .  . 


^^(^-'^)        ^Ä>,  t)+^7^'>.,6)  +  . 
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en  posant: 

y',  y",  ij"  étant  leg  valeurs  de  -j-^   -7-?*   -7-?  au  point  a,  6. 

Le  coefficient  de  r  est  égal,  dans  le  développement  de  ^,  à 

on  doit  donc  avoir  la*  première  série  d'équations: 

3Ç'(«,  h)E\a,  b)  —  Q{a,  b)R"{a,  b)  --^  o.  (-.*-|?:?!) 


Les  valeurs  de  y',  y",  y'"  se  calculent  à  Taide  de  la  relation  f{oo,y)  =  o. 
Il  faut   maintenant  calculer   le   terme  en  r  dans  le  développement 

de  ^{x^  y)<?<(^);  comme  il  ny  a  pas  de  terme  en  7  dans  f?(^,  y),  et  que 

le  terme  en  7^  est  égal  à  -^,  on  aura,  pour  le  terme  cherché: 

2Q(a,  b)  da  i 
R"(a,  b)  da' 

-7—*  étant  la  dérivée  pour  a;  =  a,  de  la  fonction 


G,=   f?^dx; 
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cette  dérivée  est  donc 

On  aura  ainsi  la  seconde  série  d'équations: 


La  somme  s'étend  à  toutes  les  valeurs  de  a  et  &  qui  annulent  simul- 
tanément R{xy  y)  et  f{Xy  y),  sans  annuler  Q{x,  y)}  en  mettant  successive- 
ment à  la  place  de  P,  les  fonctions  P^,  P^,  ..  . ,  P;,,  on  obtient  p  équa- 
tions dans  cette  seconde  série;. rappelons  que  les  polynômes 

sont  les  premiers  membres  des  équations  de  p  courbes  d'ordre  n  —  3, 
adjointes  à  la  courbe  /*=  o,  et  linéairement  distinctes. 

Si  les  fonctions  Ç  et  2Î  vérifient  les  deux  séries  d'équations  qui  pré- 
cèdent, l'intégrale  /  *  [dx,  est  nécessairement  égale  à  une  fonction  ra- 
tionnelle de  Xy  yy  augmentée  d'une  intégrale  de  première  espèce,  appar- 
tenant à  la  courbe  f{x,  y)  =  o. 

II  nous  reste  maintenant  afin  de  terminer  Texainen  du  problème  pri- 
mitif, à  chercher  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  les  inté- 
grales de  première  espèce  disparaissent  dans  l'expression  de  l'intégrale 
J(p{(Cj  y)dXy  qui  se  réduira  ainsi  à  une  fonction  rationnelle  de  x,  y. 

11.     Revenons  à  cet  effet  à  l'intégrale 

Si  cette  intégrale  est  uniforme,  et  si  les  équations  que  nous  avons  dé- 
signées par  (E)  sont  vérifiées,  on  aura: 

I{t)  ==  F{t)  +  X,G,{t)  +  X,G,{t)  +  . . .  +  X,G,{t), 

F{t)  étant  une  fonction  fuchsietme  et  G^{t)  désignant  toujours  l'intégrale 
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Jdi{t)dt.  Nous  allons  chercher  à  quelles  conditions  doit  satisfaire  0{t)j 
pour  qu'on  ait 

A.        — —    A« a    •    •     ■•—     yJm 

Soit  à  cet  effet  ^{t)  une  fonction  thétafuchsienne  du  premier  degré, 
n'ayant  dans  R^  qu'un  pôle  double,  t  =  ß.  On  voit  comme  au  n°  5  que 
l'intégrale  Jl{t)C{t)dt  est  nulle  le  long  du  périmètre  de  jB^,  si  I{t)  est 
une  fonction  fuchsienne,  c.  à.  d.  se  réduit  à  F{t). 

En  considérant  successivement  p  fonctions  telles  que  C{t)y  que  nous 
désignerons  par 

admettant  respectivement  pour  infinis  doubles  les  quantités 

Pi>  Pa»   •  •  •  5  /Tr» 

on  obtient  ainsi  p  équations,  auxquelles  satisfait,  l'intégrale  I{t\  dans  le 
cas  où  elle  se  réduit  à  une  fonction  fuchsienne. 

Nous  allons  montrer  maintenant  que  si  ces  équations  sont  vérifiées, 
I  est  nécessairement  une  fonction  fuchsienne. 

On  a  en  effet: 

fimityit  ^jF{t)z{t)dt  +j[x,G,{t)  + . . .  +  x,G^{t)\:,{t)ât. 

Ra  Äj  Äj 

Or  la  premiere  intégrale  du  second  membre  est  nulle,  puisque  F(i)  est 
une  fonction  fuchsienne;  la  deuxième  est  égale  à  27ri  multiplié  par  la 
somme  dés  résidus  dans  B^  de  la  fonction 

Cette  fonction  n'a  pas  d'autre  pôle  que  le  pôle  double  y9/,  d'ailleurs  le 
résidu  de  Ct{i)  par  rapport  à  ce  pôle  est  nul,  car  l'intégrale  fCi{t)dt  est 
nulle  le  long  de  R^^  par  cela  seul  que  Ci{t)  est  une  fonction  théta- 
fuchsienne  de   degré   un.     Soit  A^  le   coefficient,   nécessairement  différent 

de  zéro,  de      _  j\i  ^^^^  1^  développement  de  Ct{t)  suivant  les  puissances 

croissantes  de  /  —  y9<. 
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Le  résidu  de  - 

par  rapport  au  pôle  ß^  sera  ainsi  égal  à  la  valeur,  pour  t  =  /9„  de  la 
fonction 

c.  à.  d.  de 

On  a  donc  les  p  relations: 

\Wd  +  KWi)  +  •  •  •  +  ^pWÔ  =  o.         (i-M „ 

Or  les  quantités  ^^  sont  arbitraires;  si  on  leg  choisit  de  manière  à  ne  pas 
annuler  le  déterminant  des  relations  précédentes,  c.  à.  d.  de  manière  a  ne 
pas  annuler  une  même  fonction  thétafuchsienne  holomorphe  de  degré  un, 
on  tirera  nécessairement  de  ces  relations 

A,  =  A,  =...-=  o. 

12.  On  peut,  comme  au  n®  7  mettre  les  conditions .  précédentes 
sous  une  autre  forme;  soit  en  effet 

Si{t)  est  une  fonction  uniforme  de  <,  dans  le  cercle  fondamental,  puisque 
le  résidu  de  Cî{t)  correspondant  au  pôle  double  ß^^  est  nul.  Il  en  résulte 
qu'au  lieu  d'écrire  que  la  somme  des  résidus  dans  R^j  de  la  fonction 
I{t)Ci{t)  est  nulle,  on  peut  écrire  le  même  résultat  pour  la  fonction 
B{t)H,{t). 

13.  Pour  appliquer  ces  résultats  à  l'intégrale  f^{x,  y)dXy  il  faut 
d'abord  chercher  l'expression  de  J9'i{t)  en  fonction  de  x. 

Hi  étant  une  intégrale  qui  n'a  qu'un  infini,  on  voit  sans  difficulté 
que,  dans  le  plan  des  quantités  Xy  cette  intégrale  est  une  intégrale  abé- 
lienne  de  seconde  espèce,  et  l'on  a  ainsi: 


J  Jyihi^  +  hy  +  iù 
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hiX  +  A:<y  +  /j  =  O  étant  Téquation  d'une  tangente  quelconque  à  la  courbe 
/*=  o;  ßf(ac,  y)  =  o  l'équation  d'une  courbe  de  degré  n —  2,  adjointe  à 
la  précédente  supposée  de  degré  n,  et  la  coupant  aux  points,  autres  que 
le  point  de  contact,  oii  elle  est  rencontrée  par  la  tangente  considérée. 

Il  en  résulte,  comme  au  n®  8,  que  les  conditions  qu'on  vient  de 
trouver,  expriment  que  là  somme  des  périodes  polaires  de  chacune  des 
intégrales 

fp{x,  y)H,{x)dx 


^e* 


est  nulle.     On   peut  donc  énoncer  finalement  la  proposition  suivante  qui 
résume  notre  théorie. 

Théorème  H.  Soient:  f{x,  y)  =  o  l'équation  d'une  courbe  algé- 
brique de  genre  p;  ip{x^  y)  une  fonction  rationnelle  quelconque  de  x  et  y; 
G^j,  G^,  ••.,  Gj.j  p  intégrales  abéliennes  de  première  espèce  distinctes; 
Jl^y  ,..j  Hpy p  intégrales  de  deuxième  espèce  appartenant  à  la  courbe  f=  o. 
Pour  que  l'intégrale  Jy{x^  y)dx  se  réduise  à  une  fonction  ration- 
nelle de  Xj  y,  ü  faut  et  il  suffit: 

i^  que  cette  intégrale  n'ait  pas  de  période  polaire; 
2®  que  la  somme  des  périodes  polaires  de  chacune  des  intégrales 
(f{Xy  y)G^{x)dx  soit  nulle; 

3°   que  la  somme  des  périodes  polaires  de  chacune  des  intégrales 
ff^ip^y  y)^i{^)^^  s^^i  également  nulle? 

La  période  polaire  d'une  intégrale  JF{Xj  y)dXj  pour  un  infini  rr  =  a 
de  cette  intégrale  est  ainsi  définie:  supposons  que  pour  revenir  à  la  même 
valeur  de  F{Xy  y)  il  faille  faire  décrire  à  la  variable  x  q  fois  un  con- 
tour infiniment  petit  autour  du  point  a\  la  période  polaire  sera  la  va- 
leur que  prend  l'intégrale  quand  la  variable  décrit  q  fois  ce  contour. 

Si  a  n'est  pas  un  point  critique  pour  la  fonction  y,  qui  vérifie  la 
relation  f{Xy  y)  =  o,  la  fonction  F{Xy  y)  se  développera  suivant  les  puis- 
sances croissantes  entières  de  x  —  a,  et  la  période  polaire  sera  égale  k  27ri 
fois  le  résidu  correspondant. 

Si  a  est  un  point  critique,  il  sera  nécessaire  de  calculer  les  développe- 
ments de  y  et  F{Xy  y)  suivant  les  puissances  croissantes  et  fractionnaires 

'  Il  faut  toutefois,  pour  quo  les  couditions  3^  soient  suffisantes,  que  les  points  de 
la  courbe  f  =  O  où  les  ^  fonctions  Hi  deviennent  infinies,  ne  soient  pas  sur  une  même 
courbe  de  degré  n  —  3  adjointe  à  la  courbe  /*  =  O  (n°   11). 

Â<tm  mmlhgmtmttfa.    10.    Imprimé  U  1  Septembre  18S7.  38 
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de  a;  le  coefficient  de  dans  le  dernier  développement  fournira  la 

période  polaire.* 

Comme  les  conditions  2®,  les  conditions  3°  ne  renferment  aucun 
signe  d'intégration  si  les  conditions   1°  sont  vérifiées. 

14.  En  appliquant  ces  principes  à  l'exemple  traité  au  n°  9,  on 
trouve  aisément  pour  la  troisième  série  d'équations,  les  p  relations 
suivantes,  où  c<,  rf<  sont  les  coordonnées  du  point  de  la  courbe  /'=o 
où  Hi  devient  infini: 

^  Qjcj,  di)ûi{Ci,  dj)  ^,^,3 ^) 

(t^)  ^*^"*'    ^"    point    Cij  diy    la    valeur    de  -^-7,   déduite  de  Téquation 

f{x,  y)  =  o. 

15.  Remarque.  Les  conditions  données  par  le  théorème  II  ont  une 
signification   simple,   qui  résulte  immédiatement  de  tout  ce   qui  précède. 

Supposons  rîntégrale  f^{Xj  y)dx  décomposée  par  le  procédé  classique 
en   intégrales  abéliennes  de  première,  de  seconde  et  de  troisième  espèce. 

Les  conditions  1°  expriment  que  les  intégrales  de  troisième  espèce 
disparaissent; 

les  conditions  2°,  que  la  somme  des  intégrales  de  seconde  espèce 
se  réduit  à  une  fonction  rationnelle  de  a:,  y; 

les  conditions  3°,  que  les  intégrales  de  première  espèce  disparaissent 
à  leur  tour. 

*  Cf.  Briot  et  Bouquet,  Fonctions  elliptiques,  p.   176—177.. 
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TABLE  DES  VALEURS  DES  SOMMES 
S,  =  in-* 


1 


PAB 


T.  J.  STIELTJES 

4  TOULOUBÄ. 


Dans  le  Traue  des  fonctions  elliptiques  et  des  intégrales  EuUriennes 
(tome  II,  pag.  432),  Legendre  a  donné  avec   16  décimales  les  valeurs  de 

Cette  table  de  Legendre  ne  contient  pas  de  graves  erreurs,  mais  la 
comparaison  avec  nos  résultats  montre  que  dans  6  cas  les  valeurs  de  Le- 
gendre ont  besoin  d'une  correction  d'une  unité  de  la  dernière  (seizième) 
décimale;  ce  sont  les  suivants: 

^5»  ^7>        ^10'         *11»         ^16'         ^^85' 

corrections  —  i,  +  i,  +  i,   +  i,   +  i,   +  i. 
Ce§  nombres  Sj,  figurent  dans  le  développement 

iogr(i  +x)  =  -cx+j;;}^s,x', 

et  la  table  de  Legendre  a  ainsi  servi  de  base  au  calcul  des  coefficients 
du  développement  de  la  fonction  entière  [/X^)]~^  entrepris  par  M.  Bour- 
GUET.     (Acta  Mathe  ma  tica  t.   2,  p.  271   et  suiv.) 

La  disposition  de  la  table  suivante  n'exige  aucune  explication,  mais 
nous  devons  indiquer  l'approximation  des  valeurs  inscrites  dans  le  tableau. 

On  a  donné  le  résultat  brut  d'un  calcul  fait  avec  32  décimales. 
Chaque   nombre  est   la   somme   d'un    certain  nombre  (trente  au  plus)  de 

Jc<«  mathimatica,    10.    Imprimé  le  1  Septembre  1887. 
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és  à  une  demi-unité  de  la  32*°®  décimale  près.     Par  congé- 
d'une  des  valeurs  données  sera  toujours  inférieure  à 

D,oooooooooo     0000000000     0000000000      15. 

is  dire  que  Terreur  sera  presque  toujours  notablement  in- 
e   limite,    d'abord   par  suite   d'une   compensation   d'erreurs 
i  parce  qu'à  partir  de  Ä  =  22   on  a  obtenu  S^  par  Taddi- 
de  30  nombres  partiels. 
:)ns 


i(s„-i)  =  |,     |;(s„,.-i)  =  i 


contrôler  l'ensemble  des  calculs.     La  première  vérification 
eur  de  5   unités,  la  seconde  une  erreur  de  3  unités  de  la 


1,6449340668 

s, 
4822643647 

2415166646 

•03 

1,2020569031 

5959428539 

9738161511- 

46 

1,0823232337 

III38I9I51 

6003696541 

18 

1,0369277551 

4336992633 

1365486457 

03 

1,0173430619 

8444913971 

4517929790 

93 

1,0083492773 

8192283-683 

9797549849 

82 

1,0040773561 

9794433937 

8685238508 

65 

1,0020083928 

2608221441 

7852769232 

40 

ï, 0009945 751 

2781808533 

7145958900 

34 

1,0004941886 

041 1946455 

8702282526 

46 

1,0002460865 

5330804829 

8637998047 

72 

1,0001227133 

4757848914 

6751836526 

37 

1,0000612481 

3505870482 

9258545105 

14 

1,0000305882 

3630702049 

3551728510 

66 

1,0000152822 

5940865187 

1732571487 

66 

1,0000076371 

9763789976 

2273600293 

54 

1,0000038172 

9326499983 

9856461644 

61 

1,0000019082 

1271655393 

8925656957 

80 

1,0000009539 

6203387279 

6113152038 

70 
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S, 


21 

1,0000004769 

3298678780 

6463 II  67 19 

62 

22 

1,0000002384 

5050272773 

2990003648 

18 

23 

1,0000001 192 

1992596531 

1073067788 

73 

24 

1,0000000596 

08 18905 125 

9479612440 

20 

25 

1,0000000298 

0350351465 

2280186063 

69 

26 

1,0000000149 

0155482836 

5041234658 

50 

27 

1,0000000074 

5071 178983 

5429491981 

01 

28 

1,0000000037 

2533402478 

8457054819 

20 

29 

1,0000000018 

6265972351 

3049006403 

90 

30 

1 ,0000000009 

3132743241 

9668182871 

76 

31 

1,0000000004 

6566290650 

3378407298 

92 

32 

1,0000000002 

32831 18336 

7650549200 

16 

33 

1,0000000001 

1641550.172 

7005197759 

30 

34 

1 ,0000000000 

5820772087 

9027008892 

44 

35 

j  ,0000000000 

2910385044 

4970996869 

29 

36 

1 ,0000000000 

1455192189 

1041-984235 

93 

37 

1,0000000000 

0727595983 

5057481014 

52 

38 

1,0000000000 

0363797954 

7378651190 

24 

39 

1,0000000000 

0181898965 

0307065947 

59 

40 

1,0000000000 

0090949478 

4026388928 

25 

41 

1,0000000000 

0045474737 

8304215402 

68 

42 

1,0000000000 

0022737368 

4582465251 

53 

43 

1,0000000000 

001 1368684 

0768022784 

94 

44 

1 ,0000000000 

0005684341 

9876275856 

09 

45 

1 ,0000000000 

0002842 1  70 

9768893018 

55 

46 

1 ,0000000000 

0001421085 

4828031606 

78 

47 

1,0000000000 

0000710542 

7395210852 

72 

48 

1 ,0000000000 

0000355271 

369Ï337ÏÏ3 

67 

49 

1,0000000000 

0000177635 

6843579120 

33 

50 

1 ,0000000000 

0000088817 

8421093081 . 

59 
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k 

S, 

51    ' 

:  ,0000000000 

0000044408 

9210314381 

34 

52    ' 

1,0000000000 

0000022204 

4605079804 

20 

53   ' 

[,0000000000 

00000 n 102 

2302514106 

61 

54  ' 

1,0000000000 

0000005551 

II 51 248454 

81 

55   ' 

:  ,0000000000 

0000002775 

5575621361 

24 

56  ' 

1,0000000000 

0000001387 

7787809725 

24 

57  " 

[,0000000000 

0000000693 

8893904544 

16 

58  ' 

[,0000000000 

0000000346 

9446952165 

92 

59   ' 

1 ,0000000000 

0000000173 

4723476047 

58 

60 

[  ,0000000000 

0000000086 

7361738011 

95> 

61   1 

[  ,0000000000 

0000000043 

3680869002 

06 

62 

,0000000000 

000000002 I 

6840434499 

72 

63   ' 

1 ,0000000000 

0000000010 

8420217249 

42 

64  1 

,0000000000 

0000000005 

4210108624 

57 

65   > 

,0000000000 

0000000002 

7105054312 

24 

66  1 

,0000000000 

0000000001 

3552527156 

10 

67   > 

[,0000000000 

0000000000 

6776263578 

04 

68   1 

1,0000000000 

0000000000 

3388131789 

02 

69   1 

[,0000000000 

0000000000 

1694065894 

5» 

70  1 

[  ,0000000000 

0000000000 

0847032947 

25 

Nous   avons    rais   à   profit   nos   résultats    pour  calculer  la  constante 
Eulérienne  d'après  la  formule 

C_,+lcg.-log3-t§^. 

et  nous  avons  obtenu  la  valeur  suivante  qui  est  exacte  avec  33  déc: 
0=0.5772156649     0153286060     6512090082     402. 
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ZUR  THEORIE  DES  FLACHENPOTENTIALS 


VON 

J.   WEINGARTEN 

In   BBRLIN. 


Im  neunten  Abschnitt  der  allgemeinen  Lehrsätze  in  Beziehung  auf 
die  im  umgekehrten  Verhaitniss  des  Quadrats  der  Entfernung  wirkenden 
AnziehungS'  und  Abstossungskräfte  verweist  Gauss  bei  der  Besprechung  der 
Unstetigkeiten  der  zweiten  DifFerentialquotienten  des  Potentials  einer  in 
einem  endlichen  Raum  stetig  vertheilten  Masse,  auf  ein  in  späteren  Ab- 
schnitten bewiesenes  Theorem,  aus  dem  die  Bestimmung  des  Betrages  dieser 
Unstetigkeiten  hervorgeht.  Der  Beweis  des  Theorems  selbst  erfordert  einen 
gewissen  Aufwand  an  analytischen  Hilfsmitteln  der  Discussion.  Es  scheint 
aber,  dass  die  in  den  ersten  eilf  Abschnitten  der  Lehrsätze  entwickelten 
Mittel  sowohl  für  die  Ermittelung  der  Werthe  der  fraglichen  Unstetig- 
keiten, wie  für  den  Beweis  des  betreffenden  Theorems  selbständig  aus- 
reichen. 

Wir  bestimmen  die  Lage  eines  Punkts  JP  im  unbegrenzt  ausgedehnten 
Raum  durch  die  drei  rech  t  winklichen  Coordinaten  x^,  rr^,  x^.  Bezeichnet 
U  eine  Function  des  Ort«  in  diesem  Räume,  die  in  allen  Theilen  desselben 
als  eindeutig,  endlich  und  stetig  veränderlich  vorausgesetzt  wird,  so  ist 
der  Werth  der  Function  U  in  jedem  bestimmten  Punkte  P  mit  dem 
Grenzwerth  derjenigen  Werthe  vertauschbar  welche  die  Function  U  in 
einem  veränderlichen  Punkte  P  annimmt,  der  dem  Punkte  P  in  will* 
körlicher  Weise  bis  zum  Zusammenfallen  beider  Punkte  angenähert  wird 
Diese  Vertauschbarkeit  findet  nicht  mehr  statt  wenn  die  Eindeutigkeit, 
Endlichkeit  und  Stetigkeit  der  Function  U  nur  in  einzelnen  Theilen  des 
Raums  vorausgesetzt  wird,  welche  durch  bestimmte  Flächen  von  einander 
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geschieden  sind,  insofern  es  sich  um  das  Verhaltniss  in  Punkten  dieser 
Scheidungsflächen  handelt.  Für  das  Folgende  wird  es  nur  erfordert  den 
Fall  in  Betracht  zu  ziehen,  dass  diese  Theile  gebildet  seien  aus  dem  von 
einer  einzelnen  geschlossenen  Flache  S  begrenzten  Raum  und  demjenigen 
Raum  der  ausserhalb  dieser  Flache  liegt.  Ist  eine  Function  U  für  jeden 
irmerhalh  dieser  Theile  liegenden  Punkt  P  eindeutig,  endlich  und  stetig 
bestimmt,  so  wird  bei  der  Annäherung  eines  veränderlichen  Punktes  P 
an  einen  bestimmten  Punkt  P  der  Grenzfläche  S  die  Function  U  des 
Ortes  P  sich  einem  anderen  Grenzwerthe  nähern  können,  wenn  der  Punkt 
P  nur  Punkte  des  inneren  Raums  durchläuft,  als  derjenige  ist,  der  erreicht 
wird,  wenn  der  Punkt  P  nur  auf  einem  Wege  durch  Punkte  des  äus- 
seren Raums  zu  dem  Punkte  P  geführt  wird.  Wir  werden  diese  beiden 
Grenzwerthe  durch  Hinzufügung  der  Indices  i  und  a  als  TP  und  Î7"  von 
einander  unterscheiden,  und  es  wird  unanstössig  sein,  von  diesen  beiden 
Werthen  den  ersteren  als  den  Werth  von  U  auf  der  inneren  Seite  von  8 
im  Punkte  P,  den  zweiten  als  den  Werth  von  U  auf  der  äusseren  Seite 
von  S  im  Punkte  P  zu  bezeichnen. 

Wird  nunmehr  unter  dgr  Function    U  das  Potential   V  einer  inner- 
halb S  mit  der  nach  der  Stetigkeit  veränderlichen   Dichtigkeit  k  vertheil- 
ten  Masse  verstanden,  so   sind  nach  den  Entwickel ungen   der  eilf  ersten 
Abschnitte  der  Lehrsätze  sowohl   V  selbst,  wie  auch  die  drei  ersten  Deri- 
virten  dieser  Function  nach  den  Coordinàten  des  Punktes   P  im  ganzen 
Räume  eindeutige,  endliche  und   stetige  Functionen  des  Orts  P  oder  der 
Coordinaten  x^j  aj^,  x^.     Dagegen   sind  die  sechs  zweiten  Derivirten  von 
V  nur   endlich   stetig   und   bestimmt  in  allen  Punkten  des  inneren  und 
äusseren  Raums  der  Fläche  S,  so  nahe  diese  Punkte  auch  derselben  liegen, 
nicht  aber  in  Punkten  P  dieser  Fläche  selbst.     Aber  auch  die  Bestimmt- 
heit dieser  zweiten  Derivirten  von   V  fällt  fort  für  Punkte  P  sowohl  des 
inneren  als  des  äusseren  Raums  von  8 y  welche  einem  Punkte  P^  dieser 
Fläche,  in   welchem  eine  bestimmte  Normale  oder  Tangentialebene  nicht 
Statt   hat,    über  jede  Grenze  genähert  gedacht  werden.     Dieser  Umstand 
ist  aus   den    Grundlagen    der   von   Gauss   gegebenen    Formeln   für  diese 
Derivirten    ohne   Weiteres  ersichtlich,   wenngleich   ihn   Gauss  an  der  be- 
treffenden Stelle  nicht  besonders  hervorhebt. 

In  Folge  der  Stetigkeit  der  ersten  Derivirten  der  Function  F  in  allen 
Punkten   des    Raums    bestehen    unter   Annahme    der   im   Vorhergehenden 
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angenommenen    Bezeichnungi^weise  die  drei   Gleichungen,  welche  aus  der 
nachstehenden  Gleichung: 


/dVy      /dVy 


durch  Einsetzung  der  Zahlen  i,  2,  3  für  den  Index  ;i  gebildet  werden 
in  jedem  Punkte  (ît^,  rr,,  a;,)  der  Fläche  8.  Setzt  man  in  diese  Gleichung 
anstatt  der  Coordinaten  x^y  x^j  x^  die  Coordinaten 

x^  +  rfrr j ,  x^  +  dx^ ,  x^  +  dx^ 

eines  dem  Punkte  (a:, ,  x^j  x^)  unendlich  nahe  benachbarten  Punktes  dieser 
Flache,  und  subtrahirt  sie  selbst  von  der  so  entstandenen  neuen  Gleichung, 
so  ergiebt  sich  oflFenbar  die  fernere: 

('>    [{Sky -  (i^)] ''^' + [{ß^y  -  (i^ji ^^'^ 

welche  in  jedem  Punkte  P  der  Flache  S  für  alle  Werthe  der  unendlich 
kleinen  Verschiebungen  dx^ ,  dx^ ,  rfa:,  die  zu  einem  unendlich  nahe  be- 
nachbarten Punkte  in  dieser  Fläche  führen,  besteht;  solche  Punkte  P^ 
ausgenommen,  in  denen  eine  bestimmte  Normale  an  die  Flache  S  nicht 
Statt  hat,  in  welchen  Punkten  die  angedeuteten  zweiten  Derivirten  ihre 
Bestimmtheit  verlieren.  Bezeichnet  man  durch  a„  den  Winkel,  welchen 
die  im  Punkte  P  nach  der  äusseren  Seite  von  8  errichtete  Normale  mit 
der  Axe  der  o;^  bildet,  so  folgt  aus  der  Gleichung  (i)  dass  die  Coeffi- 
cienten  der  DiflFerentiale  dx^y  (ir,,  dx^  in  derselben  den  Cosinus  der  be- 
treffenden Winkel  «,,  «,,  a,  proportional  sind,  und  dass  daher 


/  a'F  y  _  /  3'F  y  _ 

\dXf,dXx/  \dXf,dXx)    ""       *  ^ 


wenn  m^  einen  von  dem  ursprCknglich  gewählten  Index  A  und  den  Coor- 
dinaten rr, ,  a?,,  a:,  abhängigen  Factor  bezeichnet.  Für  die  linke  Seite 
vorstehender  Gleichung  findet  die  Vertauschbarkeit  der  Indices  Å  und  /i 
statt,  daher  auch  für  die  rechte,  und  es  wird 

mjtcosa^  =  w^cosa^ 
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gein.     Eâ  stellen  hiernach  die  gleichen  Quotienten 

008  «A  COS  «/x 

einen   von  der  Wahl  der  Indices  Å  oder  fx  unabhängigen  Werth  dar,  der 
mit  p  bezeichnet  sein  möge.     Man  hat  alsdann, 

nix  =*=  pcosax 
und  folglich: 


Die  Bestimmung  der  Grösse  p  selbst  erfolgt  nunmehr  sofort  aus  den 
Differentialgleichungen  denen  die  Function  V  für  alle  Punkte  des  inneren 
und  des  äusseren  Raumes  von  8  bis  in  die  unmittelbare  Nähe  von  S 
genügt.  Aus  der  aus  diesen  Differentialgleichungen  unmittelbar  zu  fol- 
gernden Gleichung 

folgt  unter  Benutzung  der  Gleichung  (2)  für  (^,  /i)  =  (i,  i),  (2,  2),  (3,  3): 

p  ==  4;rÄ:, 

und  hieraus  die  Bestimmung  des  Betrags  der  ünstetigkcit  des  zweiten 
auf  die'  Variablen  x^^  x^  bezüglichen  Differçntialquotienten  von  V  durch 
die  Gleichung 

(3)  (^) "-  (iS;)  =  ^^*  coset,  cos«,. 

Mit  Hilfe  der  bisherigen  Entwickelungen  ist  es  leicht  die  Giltigkeit  des 
von  Gauss  an  der  erwähnten  Stelle  angedeuteten  Theorems  zu  erweisen. 
Bezeichnen  fj,  f,,  f^  die  Coordinaten  eines  Punktes  77  der  in  einem 
gegebenen  endlichen  Flächeristück  S  gelegen  ist,  da  ein  unbestimmtes 
Element   dieses   FUlchenstücks,    ferner   x^^  x^^  x^    die   Coordinaten  irgend 
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eines   Punktes   P  im    Räume   und  schliesslich  r  die  Entfernung  zwischen 
77  und  P.     Alsdann  ist  das  Integral 


=/' 


j.=  '^^'^'^ 


ausgedehnt  über  alle  Elemente  des  Flächenstücks  2',  in  welchem  h  eine 
eindeutige,  endliche  und  stetige  Function  des  Ortes  in  diesem  Flächenstück 
bezeichnet,  eine  im  ganzen  Raum  eindeutige,  endliche  und  stetige  Func- 
tion der  Coordinaten  a:,,  o?,,  x^.  Die  Differentialquotienten  von  J  nach 
diesen  Coordinaten  sind  zwar  für  alle  Punkte  P  ausserhalb  S  eindeutig, 
endlich  und  stetig,  dagegen  unstetig  für  Punkte  //  innerhalb  1\  Es 
handelt  sich  um  den  Nachweis  dieser  ünstetigkeitcn  und  um  die  Bestim- 
mung ihres  Betrages. 

Wir  setzen  zunächst  voraus,  dass  das  Flächenstück  S  keinen  Punkt 
enthalte,  in  welchem  nicht  eine  bestimmte  Normale  an  2'  statt  hat, 
deren  nach  einer  gewählten  Seite  zeigende  Richtung  mit  der  Axe  der  Xx 
wiederum  den  Winkel  ax  bilden  möge,  und  dass  in  keinem  Punkte  dieses 
Flächenstücks  cosa^  verschwinde.  Man  ergänze,  was  stets  in  willkürlicher 
Weise  möglich  ist,  das  Flächenstück  2  durch  Hinzufügung  eines  neuen 
Stücks  2"  zu  einer  geschlossenen  Fläche  S,  deren  äussere  Seite  in  2 
diejenige  sei  nach  welcher  die  Richtung  der  Normalen  gewählt  worden. 
Innerhalb  des  von  S  umschlossenen  Raumes  vertheile  man  eine  Masse 
mit  der  nach  der  Stetigkeit  veränderlichen  Dichtigkeit  ä,  bei  welcher 
Vertheilung  man  ä;  im  Übrigen  als  willkürliche  Function  des  Ortes 
(Zj,  x^,  x^)  innerhalb  S  wählen  kann,  wenn  man  diese  Function  nur  der 
Bedingung  gemäss  bestimmt,  dass  in  allen  Punkten  //  der  inneren  Seite 
des  ursprünglichen  Flächenstücks  2  die  Bedingung 


(4)  k  = 


erfüllt  wird.  Ist  V  das  Potential  der  nunmehr  innerhalb  S  vertheilten 
Masse  in  irgend  einem  Punkte  {x^y  x^y  x^)  des  Raums,  dt  ein  unbestimm- 
tes Element  des  von   S  ei ngcscli lossenen   Raumes,  yj^*,  rj^y  rj^  seine  Coordi- 
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naten,  B  der  Abstand  dieses  Elements  vom  Punkte  (x^,  x^^  x^)j  so  besteht 
bekanntlich  die  Gleichung: 


dV  CkcoBa^da  ^^    Cdk  dt 


in  welcher  sich  das  erste  Integral  über  alle  Flächenelemente  von  Sy  das 
zweite  über  alle  Rauinelemente  des  von  S  eingeschlossenen  Raums  bezieht; 
Das  erste  Integral  selbst  lässt  sich  zerlegen  in  den  über  die  Elemente 
von  2'  zu  erstreckenden  Theil,  der  der  Gleichung  (4)  zufolge  mit  J 
identisch  ist,  und  in  den  über  die  Elemente  von  2"  zu  erstreckenden 
Theil,  welcher  durch  J'  bezeichnet  werde.  Das  über  den  von  S  ein- 
geschlossenen   Raum    erstreckte   Integral,   welches   das  Potential   einer  in 

diesem    Raum    mit    der    Dichtigkeit   —    vertheilten    Masse   darstellt,    sei 

schliesslich  durch  W  bezeichnet.  Die  vorstehende  Gleichung  geht  als- 
dann über  in  die  folgende: 


Aus  ihr  ergiebt  sich 


Bezieht  man  diese  Gleichung  zunächst  auf  einen  Punkt  IJ  der  Flache  2 
welcher  der  äusseren  Seite  von  2  angehört,  alsdann  auf  den  nämlichen 
Punkt  n  der  inneren  Seite,  und  subtrahirt  die  erhaltenen  Resultate,  so 
erhält  man  in  Rücksicht  darauf,  dass  die  DifiFerentialquotientcn  von  J' 
und  W  im  betreffenden  Raumtheil  durchgängig  eindeutig,  endlich  und 
stetig  sind 

\dx,dxi)        \dxidxx)  ^       LW/        W/J' 

und  mit  Hilfe  der  Gleichung  (3) 


(S~W  =  ~4;rA;co8a,cosa, 
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d.  h.  in  Folge  von  (4) 

Bezeichnet  n  die  Abscisse  eines  auf  der  Normale  in  fl  gelegenen  Punktes 
P.  so  ergiebt  sich  aus  dieser  Gleichung  ohne  Weiteres  die  folgende: 


©"-©'= -'*'^*' 


welche  das  in  Rede  stehende  Theorem  ausdrückt.  Wenngleich  in  der 
Entwickelung  desselben  vorausgesetzt  wurde,  dass  in  der  ganzen  Aus- 
dehnung von  2'  kein  Punkt  11  vorhanden  sei,  in  welchem  nicht  eine  be- 
stimmte Normale  existirte,  so  ist  diese  Voraussetzung  fOr  das  Bestehen 
des  Theorems  selbst  unwesentlich.  Es  genügt  das  Eintreten  dieser  Vor- 
aussetzung in  einem  endlichen  den  Punkt  //,  für  den  die  Unstetigkeit 
bestimmt  werden  soll,  umgebenden  Gebiet  von  2',  da  die  Theile  von  J 
welche  endlich  von  //  entfernten  Elementen  der  Fl&che  2  entsprechen, 
zu  dieser  Unstetigkeit  keinen  Beitrag  liefern.  Ebenso  unwesentlich  er» 
scheint  die  Voraussetzung  des  Nichtverschwindens  von  cosa,  in  allen 
Punkten  von  2.  Sie  ist  nur  erforderlich  für  Punkte  in  endlicher  Um- 
gebung des  betreffenden  Punktes  H  und  stets  erfQlit,  wenn  man  unter 
der  Richtung  der  x^  diejenige  noth wendig  cxistirende  Coordinatenrichtung 
versteht,  für  welche  in  diesem  Punkte  cosa^  nicht  verschwindet.  Das 
Bestehen  einer  bestimmten  Normale  in  dem  betrachteten  Punkte  erweist 
sich  'als  die  einzige  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  des  Be- 
stehens des  in  Rede  stehenden  Theorems,  unabhängig  von  den  in  diesem 
Punkte  übrigens  stattfindenden  Krümmungsverhaltnissen. 
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REMARQUES   SUR   LES  INTÉGRALES   IRRÉGULIÈRES 
DES   ÉQUATIONS   LINÉAIRES. 

Réponse   à    M.   Thomé 

PAE 

H.  POINOAEB 

i   PABIB. 

J*ai  publié  deux  mémoires  sur  les  intégrales  irrégulières  des  équa- 
tions linéaires,  le  premier  Sur  les  équations  linéaires  aux  différentielles  or- 
dinaires et  aux  différences  finies  dans  TA  m  er  i  can  journal  of  mathe- 
matics (t.  7,  1885,  p.  203 — 258),  le  second  Sur  les  intégrales  irrégulières 
des  équations  linéaires  dans  les  Acta  Mathematîca  (t.  8,  1886,  p.  295 
— 344).  Ces  deux  mémoires  ont  inspiré  à  M.  Thomé  une  Bemerkung  zur 
Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  qu'il  a  fait  imprimer  dans  le 
Journal  de  Cuelle  (t.   loi,   1887)  ^*  ^^^^  j^  ^^  P^^'^  laisser  sans  réponse. 

Soit  une  équation  linéaire  de  la  forme  suivante: 

où  les  P  sont  des  polynômes  entiers  en  x  d'un  même  degré  m. 

On  démontre  que  pour  x  très  grand,  cette  équation  admet  n  inté- 
grales de  la  forme  suivante: 

X^'ipi  (i«i,s,...,ii) 

les  ip  étant  des  séries  convergentes  doublement  infinies  procédant  suivant 
les  puissances  positives  et  négatives  de  x.  Mais  on  n'a  aucun  moyen  de 
déterinuier  les  exposants  p  et  les  coefficients  des  séries  ^. 
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D'autre  part,  on  trouve  n  »érxes  que  j'appellerai  séries  normales  et 
qui  satisfont  formellement  à  Téquation  (i).  Ces  séries,  qui  sont  générale- 
ment divergentes,  sont  de  la  forme: 

les  (p  étant  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  négatives  de  x. 
J'ai  démontré  à  ce  sujet  deux  théorèmes, 

1°.  Pour  qu*une  série  normale  soit  convergente,  il  faut  et  il  suffit 
que  la  transformée  de  Laplace  de  l'équation  (i)  admette  une  intégrale 
holomorphe  dans  tout  le  plan. 

2^  Alors  même  qu'une  série  normale  diverge,  elle  représente 
äsymptotiqiiement  une  des  intégrales  de  1  equation  (i),  quand  x  croit  in* 
définiment  avec  un  argument  déterminé. 

M.  TiiOMÉ  attaque  ces  deux  théorèmes,  mais  à  deux  points  de  vue 
différents.  Quant  au  premier,  il  n'en  conteste  pas  l'exactitude,  mais  il  lé 
déclare  dénué  d'intérêt.  C'est  là  un  point  sur  lequel  il  est  malaisé  de 
discuter. 

D'après  M.  Thomb,  il  est  aussi  difficile  de  distinguer  si  l'équation 
transformée  a  une  intégrale  holomorphe,  que  de  reconnaître  si  la  série 
normale  converge.  J'en  conviens  volontiers,  mais  j'estime  qu'il  n'est  pas 
inutile,  quand  on  est  en  présence  de  deux  problèmes  également  insolubles, 
de  montrer  qu'ils  se  ramènent  l'un  k  l'autre. 

On  croirait  que  M.  Tiiomé  attendait  de  moi  l'énoncé  sous  forme 
explicite  des  conditions  de  convergence  des  séries  normales.  Il  ne  dé- 
pendait pas  de  moi  de  le  lui  donner;  ces  conditions  s'expriment  évidem- 
ment par  des  relations  entre  les  (n  +  i)(»*  +  0  coefficients  des  polynômes 
P;  mais  ces  relations  ne  sont  pas  algébriques.  Tout  ce  qu'on  peut  faire, 
c'est  étudier  les  transcendantes  qui  y  entrent  En  établissant  que  la 
convergence  se  rattache  à  une  propriété  du  groupe  de  l'équation  trans- 
formée, je  montrais  en  môme  temps  que  ces  transcendantes  sont  intimement 
liées  à  d'autres  fonctions  que  j'ai  étudiées  dans  mon  mémoire  Sur  les  groupes 
des  équations  linéaires  (Acta  Mathematica,  t.  4,  1884,  p.  201 — 31 1). 
Les  résultats  que  j'ai  donnés  au  sujet  de  ces  deux  classes  de  transcendantes 
sont,  il  est  vrai,  fort  incomplets;  mais  il  est  probable  qu'on  n'en  trouvera 
pas   d'autres  d'ici  à  quelque  temps;  c'est  ce  qui  m'a  déterminé  à  les  pu- 
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irtflgeant  les  regrets  de   M.  Thomé  au  sujet  des  laci 
encore. 

lecoud  théorème,  M.  Thomé  le  regarde  comme  faux 
Tînterprète  de  la  façon  suivante: 
»ujours  la  même  intégrale  qui  serait  représentée  asy 
la  même  série  normale,  quel  que  soit  Targument  j 
idéfiniment;  d'où  il  résulterait  que  les  exposants  r< 
ix  aux  exposants  />,. 

lais  dit  une  pareille  bêtise  et  M.  Thomé  me  la  p 
B  §^5  du  mémoire  de  TAmerican  Journal  est  i 
démontrer  le  contraire  et  j'ai  encore  répété  le  contr 
ises  dans  k  mémoire  des  Acta  Mathematica,  et 
les  deux  dernières  lignes  de  la  page  309  et  les 
de  la  page  310. 

concerne  ces  dix  lignes,  je  reconnais  que  j'aurais  mi 
;ner;  mais,  quant  au  §  5,  je  ne  pouvais  imaginer  qi 
entier  échappât  au  lecteur  le  plus  inattentif, 
la    réponse    de    M.    Thomé;    mais,    dîra-t-il,    si  voué 
mer  explicitement  la  valeur  des  exposants  />,  votre 
l'intérêt     J'en  suis   fâché,  mais   cette   détermination 
«ible;  on   est  obligé   de   se   contenter  de   procédés  d 
éfinies  et  c'est  ce  que  j'ai  fait  en  définitive,  dans  le 
problème   à  la  détermination  du  groupe  d'une  équa 
I    que   j'avais    traitée,    quoique    d'une   façon  incompl 
cité  des  Acta   Mathematica  (t.  4). 

Juillet   1887. 
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'    SUR  UNE  CLASSE  DE  FORMES  DE  DIFFÉRENTIELLES 

ET   SUR   LA 
THÉORIE  DES  SYSTÈMES  D'ÉLÉMENTS* 

PAK 

G.  KOENIGS 

4   PARIS. 

1.  On  sait  combien  il  est  avantageux  pour  certaines  recherches 
géométriques  d'adopter  comme  élément  générateur  de  l'espace,  non  plus 
le  point,  mais  une  courbe  ou  une  surface  dépendant  d'un  certain  nombre 
de  paramètres.  Les  cas  où  Ton  adopte  pour  élément  les  droites  ou  bien 
les  sphères  de  l'espace  ont  été  particulièrement  étudiés,  à  cause  princi- 
palement des  résultats  remarquables  auxquels  ils  conduisent  dans  la  théorie 
générale  des  surfaces.  La  droite  et  la  sphère  dépendent  de  quatre  para- 
mètres w,  ,  Wj, ,  W3 ,  w^.  Le  contact  de  deux  sphères  infiniment  voisines 
s'exprime  par  l'évanouissement  d'une  certaine  forme  quadratique  des  diffé- 
rentielles rfWj  ,  du^  j  du^ ,  du^j  dont  les  coefficients,  quoique  contenant  géné- 
ralement Wi ,  Wj ,  W3 ,  W4  peuvent  cependant,  par  un  choix  convenable  des 
variables,  être  amenés  à  être  constants.  Un  fait  tout  pareil  se  rencontre 
lorsque  Ton  prend  pour  élément  la  droite,  avec  cette  seule  différence,  que 
la  notion  de  contact  doit  y  être  remplacée  par  une  autre,  à  savoir  la 
rencontre  de  deux  droites  infiniment  voisines. 


'  Ces  recherches  ont  été  Tobjet  do  deux  notes  présentées  à  l'Académie  des  sciences 
de  Paris  en   Mars   1887. 

Atta  mathemaUc«,    10.    Imprimé  le  8  Octobre  1887.  40 
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it,  dans  Tun  et  l'autre  de  ces  deux  cas,  M{u  |  du)  la  forme  qua- 
5,  dont  les  coefficients  dépendront  généralement  des  u.  Cette  forme 
;ique  admet  une  forme  adjointe  que  nous  représenterons  par 

9îl(w|T), 

î,  toute  fonction  d{u^  >  ^^3  >  ^s  ?  ^4)  donne  lieu  à  un  paramétre  diffé- 
qui  possède  la  propriété  d'invariance  relativement  à  une  transfor- 
quelconque  effectuée  sur  les  paramètres  u;   cet  invariant  est  la 


/    \d0\ 
r  I  Vu} 


9îl 


missement  de  cet  invariant  exprime  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
lour  que,  si  entre  les  quatre   paramètres  u  on  établit  la  relation 

le  complexe  de  droites  ou  de  sphères  défini  par  cette  équation 
mé,  dans  le  cas  des  droites,  de  droites  tangentes  à  une  surface  ou 
rant  une  courbe  fixe,  et,  dans  le  cas  des  sphères,  de  sphères  tan- 
à  une  surface  ou  bien  à  une  courbe. 

L'objet  de  ce  travail  est  d'étendre  ces  divers  résultats  au  cas 
ément  quelconque.  La  condition  de  contact  de  deux  éléments  in- 
t  voisins,  si  ces  éléments  sont  des  surfaces,  ou  bien  leur  rencontre, 
éléments  sont  des  courbes,  s'exprime  par  l'évanouissement  d'une 
des  (n  +  i)  différentielles  des  (n  +  i)  paramètres  dont  dépend 
[)t.  Cette  forme  fondamentale  M{u\du)  n'est  pas  nécessairement 
;ique,  et  ne  dérive  pas  non  plus  nécessairement  d'une  forme  à 
mts  constants.  Il  s'en  faut  cependant  qu'une  forme  de  différen- 
prise  au  hasard  puisse  toujours  être  considérée  comme  la  forme 
entale  correspondant  à  un  certain  système  d'éléments.     Dès  que  le 

des  paramètres  est  supérieur  à  quatre,  la  forme   M{u\du)  pré- 
es  particularités  caractéristiques,  en  sorte  qu'il  y  a  lieu  de  poser 

le  problème  suivant:  Sous  quelles  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
me  de  différentielles  peut-elle  être  la  forme  fondamentale  pour  un  élément 
blement  choisi?     Construire  le  type  général  de  ces  formes. 
)rès  avoir  complètement  résolu  cette  question,  je  passe  à  la  question 
3  qui  en  est  le  complément  naturel: 
chant  quune  forme  M  {u  \  du)  peut  jouer  le  rôle  de  forme  fondamen- 
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taie,  trouver  tous  les  systèmes  d'éléments  qui  l'admettent  en  effet  pour  forme 
fondamentale.  ^ 

Je  résouds  encore  cette  question  et  je  parviens  ainsi  au  théorème 
suivant: 

Si  deux  systèmes  (^éléments  donnent  lieu  à  la  même  forme  fondamentalej 
il  existe  une  transformation  de  contact  qui  transforme  l'un  dans  l'autre  ces 
deux  systèmes  d'éléments. 

Par  exemple,  la  forme  du]  +  ^^l  +  ^^l  +  ^^î  est  fondamentale  pour 
la  droite  et  pour  la  sphère  prise  pour  éléments.  Il  doit  donc  exister  une 
transformation  de  contact  transformant  la  géométrie  de  la  droite  dans 
celle  de  la  sphère.  Il  y  a  longtemps  que  M'  S.  Lie  a  découvert  une 
telle  transformation. 

Si  Ton  dit  de  tous  les  systèmes  d'éléments  transformables  les  uns 
dans  les  autres  par  des  transformations  de  contact,  qu'ils  forment  un 
groupe,  de  même  que  Ton  dit  que  des  formes  de  différentielles  forment 
un  groupe  lorsqu'elles  sont .  transformables  les  unes  dans  les  autres  par  un 
simple  changement  de  variables,  on  voit  qu'à  tout  groujie  deléments 
correspond  un  groupe  de  formes  et  inversement,  sous  la  réserve  que  ces 
formes  vérifient  les  conditions  auxquelles  sont  assujetties  les  formes  fon- 
damentales. Il  y  a  lieu  alors  de  distinguer  les  groupes  d'éléments  en 
deux  classes,  A  la  première  appartiendront  les  groupes  qui  ne  contiennent 
que  des  systèmes  d'éléments-surfaces,  et  aucun  système  d'éléments-courbes; 
à  la  seconde  classe  appartiendront  les  groupes  qui  contiennent  un  système 
d'éléments-courbes,  auquel  cas  il  y  a  évidemment  dans  le  groupe  une  in- 
finité de  pareils  systèmes.  Le  groupe  qui  comprend  les  sphères  de 
Fespace  est,   par  exemple,  de   la  seconde  classe,   puisque   le   système  des 


'"* )e. 


ricipales  des 
celui  où  la 
ts  sont  con- 

à  ce  sujet 
de  plus  gé- 
résulter  de 

le  nombre 
a  forme  est 
\  que  4. 
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Htude  du  cas  ou  Vêlement  est  une  surface. 

3.     Supposons  que  Ton  ait  pris  pour  élément  une  surface  dépendant 
de  (w  +  i)  paramètres,  et  dont  Véquation  sera  en  coordonnées  rectilignes, 

posons  aussi 


dip 


et    d    étant    une    fonction    quelconque   des   paramètres  Mi,Mî,  ...,  m«+i, 
convenons  de  représenter  par    0 ,  t\  l'expression 


du. 


f  ,du 

=  o 

p,du 

=  o 

\q,du 

=  o 

où  les  ti  sont  des  quantités  quelconques. 

En   exprimant  que  la   surface    (u)   et  la  surface   infiniment  voisine 
{u  +  du)  se  touchent  au  point  rr ,  y  ,  ^,  on  trouve  les  équations 


(2) 


En  éliminant  x ,  y  entre  ces  équations,  on  trouve  une  forme  homogène 
des  différentielles  dUy  dont  les  coefficients  dépendent  des  u.  Je  désigne 
par  M{u\du)  cette  forme,  qui  n'est  définie  qu'à  un  facteur  près,  indé- 
pendant des  différentielles. 

Au  lieu  des  du  introduisons  des  quantités  finies  t^  y  t^,  ...,  <„,^„+i, 
et  considérons  la  forme 

M{u\t) 

qui  proviendra  de  Félimination  de  x  ^  y  entre  les  équations 


Pft 


=  o 


1773=0 
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Ces  équations  peuvent  encore  s'écrire, 


(3) 


9jt 


d 
dx 


9>j  t 


Ç^ji 


=  o 


=  o. 


4.  Pour  interpréter  ces  équations  nous  ferons  usage  de  la  con- 
sidération des  espaces  à  plusieurs  dimensions.  Les  quantités  u  seront 
regardées  comme  constantes,  et  les  t  seront  les  coordonnées  linéaires  ho- 
mogènes d'un  point  d'un  espace  à  n  dimensions.  Une  équation  homo- 
gène entre  les  t  définit  un  espace  à  (n —  i)  dimensions,  que  Ton  peut 
appeler  une  surface  et  que  je  représenterai  par  le  symbole  E^_i ,  où  /£  est 
le  degré  de  l'équation  qui  lie  les  coordonnées  t  d'un  point  quelconque 
dé  cet  espace.  Si  en  particulier  fi  =  ly  1  equation  est  linéaire  et  Ton  a 
un  espace  linéaire  à  (n —  i)  dimensions  jEi_i,  que  l'on  peut  appeler  un 
plan.  Deux  équations  linéaires  représentent  un  espace  linéaire  à  (w  —  2) 
dimensions,  que  je  représenterai  par  E^^^;  plus  généralement,  k  équations 
linéaires  homogènes  entre  Jes  t  définissent  un  espace  linéaire  à  (n  —  k) 
dimensions,  El_^,  Un  point  unique  peut  être  regardé  comme  un  espace 
linéaire  de  o  dimensions  J5JJ.  Je  laisse  de  côté  les  espaces  JS^^^  à  (n  —  k) 
dimensions  et  non  linéaires  (du  degré  /i)  dont  la  considération  ne  nous 
sera  pas  utile. 

Si  l'on  se  reporte  à  l'espace  ordinaire  à  trois  dimensions,  on  sait  que 
les  surfaces  J5JÇ  de  cet  espace  se  divisent  en  deux  catégories.  Pour  les 
surfaces  d'une  catégorie,  les  plans  tangents  sont  doublement  indéterminés, 
comme  le  point  de  contact;  mais  pour  les  surfaces" de  la  seconde  catégorie, 
dites  développables,  le  plan  tangent  ne  dépend  que  d'un  seul  paramètre, 
il  est  simplement  indéterminé,  et  il  est  le  même  pour  tous  les  points 
d'un  même  espace  linéaire  à  une  dimension  E\  (génératrice  de  contact). 
Des  faits  tout  pareils  se  retrouvent  dans  le  cas  d'un  espace  quelconque, 
mais  avec  plus  de  variété. 

Il  y  a,  en  effet,  dans  l'espace  à  n  dimensions  (n —  i)  catégories  de 
surfaces.  Pour  les  unes  le  plan  tangent  dépend  de  (n —  i)  paramètres, 
comme   le   point  de  contact;  c'est  le  cas  général.     Mais  pour  d'autres  le 
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plan  tangent  dépend  de  (w  —  2) ,  (n  —  3),  ...  de  2  ou  même  seulement 
d'un  seul  paramètre.  Il  est  facile  de  se  rendre  compte  de  la  génération 
de  ces  surfaces.  Supposons,  par  exemple,  quHl  s'agisse  de  celles  dont  le 
plan  tangent  dépend  de  (n — k)  paramètres;  on  écrira  l'équation 

(e)  0  =  T,t,  +T^t,  +  ...  +  TX  +  T^^it^^i  =  o 

où  les  T,  dépendent  de  (n  —  k)  paramètres  a,  ,  «^  ,  ...,  a„_4,  et  Ton 
cherchera  l'enveloppe  de  ce  plan,  en  éliminant  les  (n  —  k)  quantités  a, 
entre  les  {n  —  Ä  +  i)  équations 

,  A  d9  dS  de  ^ 

On  obtiendra  ainsi  la  surface  la  plus  générale  dont  le  plan  tangent 
dépend  de  (n  —  k)  paramètres,  et  Ton  aperçoit  tout  de  suite  que  le  plan 
tangent  est  le  même  dans  tous  les  points  de  l'espace  k  k  —  i  dimensions 
El_i  représenté  par  les  n  —  k  -\-  i  équations  (e').  Donc,  lorsqu'une  sur- 
face -B^_i  est  telle  que  ses  plans  tangents  soient  (w  —  k)  fois  indéterminés, 
elle  est  le  lieu  d'un  espace  linéaire  El_^  k  k  —  i  dimensions,  en  tous  les 
points  duquel  le  plan  tangent  est  le  même. 

On  voit  que  lorsque  Ton  parle  de  surface  dans  l'espace  à  n  dimen- 
sions, il  y  a  lieu  d'apporter  une  indication  spéciale  portant  sur  Tindé- 
termination  du  plan  tangent.  Par  exemple  iJj_,,„_A  représentera  un  espace 
d'ordre  fi  à  {n —  i)  dimensions  dont  le  plan  tangent  est  (n  —  k)  fois  in- 
déterminé. 

6.  Revenons  maintenant  aux  équations  (3).  L'élimination  est  celle 
que  l'on  effectuerait  pour  trouver  la  surface  E^^-hi  enveloppe  du  plan  à 
2  paramètres  x ,  y  représenté  par  l'équation 


^j  t 


=  o. 


qui  est  linéaire  par  rapport  aux  coordonnées  t. 

Il  suit  de  là  que: 

Dans  l'espace  à  n  dimensions  dont  les  t  sont  les  coordonnées  poncttielles 

linéaires^  l'équation 

M{u\t)  ==  o. 
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OÙ  les  u  sont  regardés  comme  constants^  représente  une  surface  jEJ^,  3,  dont 
les  pians  tangents  sont  seulement  deux  fois  indéterminés. 

Lorsque  n  +  i  =  4,  ce  fait  ne  constitue  pas  une  exception;  mais 
si  n  +  I  >  4  on  est  en  présence  d'une  véritable  singularité,  qui  est, 
comme  nous  le  verrons,  caractéristique  des  formes  considérées. 

Si  Ton  représente  par  T, ,  T^ ,  ...,  T«^.,  les  coefficients  de  l'équa- 
tion du  plan  tangent  de  la  surface  M(u\t\  on  aura,  en  comparant  à 
la  première  des  équations  (3) 

(4) 


2'. 

r. 

r.+i 

9^ 

df> 

d^ 

3m, 

3«.. 

3Wn  +  l 

et  en  éliminant  x ,  y  entre  ces  n  équations  on  tombera  sur  («  —  2)  équa- 
tions homogènes  entre  les  quantités  T,  dont  les  coefficients  dépendront  des 
«,  et  que  nous  écrirons, 

9îi,(îi|r)  =  o 


(5) 


9lc,(«|T)  =  o 


m.„_,{u\T)  ^  o. 


Puisque  le  plan  tangent  à  la  surface  M{u\t)  =^  o  ne  contient  que  deux 
paramètres  il  devait,  à  priori,  exister  {n — 2)  relations  entre  les  coefficients 
de  ce  plan,  ces  relations  sont  précisément  les  équations  (5). 

Une  forme  quelconque  de  (n  +  i)  variables  ^1 ,  <2 ,  . . . ,  ^n+i  étant 
donnée,  on  sait  qu'il  existe  une  forme  étroitement  liée  à  la  première,  qui 
contient  les  coefficients  T, ,  Tj ,  . . . ,  T^+i  d'une  forme  linéaire,  et  dont 
l'évanouissement  exprime  le  contact  du  plan  représenté  par  cette  forme 
linéaire  avec  la  surface  représentée  par  la  forme  proposée  elle-même. 
Cette  seconde  forme  s'appelle  la  forme  adjointe. 

On  voit  cependant  que  l'on  ne  peut  plus  parler  de  forme  adjointe  du 
moment  que  le  plan  tangent  à  la  surface  représentée  par  la  forme  con- 
tient moins  de  (n —  i)  paramètres;  s'il  en  contient  (n  —  a),  ü  faut  k 
équations  pour  exprimer  le  contact  d'un  plan  avec  la  surface,  et  au  lieu 
d'une  forme  adjointe  unique  on  a  un  système  adjoint  de  k  formes. 

Dans  le  cas  actuel^   la  forme  ilf  (w  1 1)  se  trouve  donc  caractérisée  par 
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ce  fait  quelle  admet  un  système  adjoint  composé  de  {n — 2)  formes,  à  savoir 
le  système  des  premiers  membres  des  équations  (5). 

Dans  le  cas  de  w  +  i  =  4,  le  système  se  réduit  à  une  forme  unique, 
et  on  n'a  dès  lors  aucune  singularité,  mais  si  n  +  i  >  4,  le  système  (5) 
comporte  plusieurs  équations.  Il  en  résulte  donc  déjà  que  du  moment 
que  n  +  I  >  4  on  ne  peut  chercher  les  formes  fondamentales  relatives 
à  tous  les  éléments  imaginables,  que  parmi  celles  qui  ont  un  système 
adjoint  comprenant  (w  —  2)  formes  simultanées. 

6.  Ce  caractère  purement  algébrique  que  doit  présenter  la  forme 
M{u\du)  n'est  pas  cependant  suffisant;  nous  allons  voir  qu'elle  doit  pré- 
senter encore  un  autre  caractère  exceptionnel,  où  Ton  tient  compte  du 
mode  de  composition  des  coefficients  de  la  forme  au  moyen  des  variables 
w,  dont  il  a  été  jusqu'ici  fait  abstraction. 

D'après  la  définition  même  des  équations  (5)  on  a  identiquement 


9ÎC 


en 


■(«  I  if) = ° 

8^.(«llf)  =  ° 

M«  119  =  ° 
sorte  que  le  système  des  {n  —  2)  équations  différentielles  simultanées 

^-i"  I  s) = ° 


(6) 


^H^)= 


admet  la  solution   ^{x,y\u)  —  z,  où  x^y^z  sont  considérés  comme  3 
constantes. 

Le  système  des  équations  (6)  admet  donc  une  solution  contenant  un 
nombre  de  constantes  égal  à  l'excès  du  nombre  (n  +  i)  des  variables  in- 
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dépendantes  sur  le  nombre  (n  —  2)  de  ces  mêmes  équations;  et  Ton  peut 
dire  ainsi,  en  étendant  une  locution  usitée  pour  les  équations  linéaires, 
que  les  équations  (6)  forment  un  système  complet.  Les  conditions  aux- 
quelles sont  soumis  les  coefficients  de  la  forme  M(u\du)  ne  sont  donc 
autres  que  celles  qui  expriment,  conformément  aux  théories  connues,  la 
compatibilité  des  équations  (6). 

7.  Ces  conditions  caractérisent  entièrement  la  forme  ^SIK.{u\du) 
comme  le  prouve  la  réciproque  suivante. 

Soit  un  système  de  {n  —  2)  équations  différentielles  homogènes 


(E) 


9C,(„  I  g)  =  o 


m.. 


-("  I  ru)  = 


assujetti  à  la  seule  condition  de  former  un  système  complet,  c'est-à-dire, 
d'admettre  une  solution  complète  douée  de  trois  constantes,  dont  une  né- 
cessairement additive  à  la  fonction  â. 
Je  dis  que  le  système  des  foi/tctions 


(E') 


^.(«  I  T) 
9tl,(M  \.T) 


constitue  le  système  adjoint  d'une  forme  fondamentale,  qui  est  même  fonda- 
mentale pour  une  infinité  de  systèmes  d'éléments. 

Formons  d'abord  la  forme  à  laquelle  le  système  (E')  est  adjoint;  pour 
cela  nous  prenons  dans  l'espace  à  n  dimensions  (dont  les  t,  sont  des  co- 
ordonnées linéaires  ponctuelles)  le  plan 


r,/. +  ...  + I'n+i«,+.  =  0 

Atta  mathematical    10.    Imprimé  le  11  Octobre  1887 
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öa  les  T,  sont  liés  par  les  {n — 2)  équations 

9r:,(«  i  T)  =  o 


(E") 


91l,(tt  I  T)  =  o 


9R^-.(«|  T)=«o 


et  nous  cherchons  Tenveloppe  de  ce  .plan,  qui  se  trouve  représentée  par 
une  forme  M(u\t).     Cette  forme   est   la  forme  cherchée.     En  y  rempla- 
çant  les   t  par  des  diflFérentielles  du,  nous  obtenons  la  forme  M{u\du). 
Il  faut  prouver  que  cette  forme  est  une  forme  fondamentale. 
Soit  en  eflFet 

^{x.yytiiyU^,  . . . ,  w„  ,  tt„+i)  —  z 

une  solution  complète  du  système  (E),  où  x  jy  y  z  représentent  les  trois 
constantes,  dont  Tune  est  nécessairement  additive  à ^,  puisque  tf  ne  figure 
pas  explicitement  dans  les  équations  diflFérentielles.  Si  Ton  considère 
X  j  y  y  z  comme  des  coordonnées  linéaires  dans  l'espace  à  trois  dimensions, 
et  que  Ton  adopte  pour  élénient  la  surface  à  (w  +  i)  paramètres 

f>{x  y  y\u) -- z  =  Oy 

la  forme  M{^\du)  sera  la  forme  fondamentale  correspondante  à  ce  sy- 
stème d'éléments.  Car  si  Ton  veut  former  le  système  adjoint  à  la 
forme  fondamentale  relative  à  cet  élément,  on  doit,  comme  on  Ta  vu, 
éliminer  x ,  y  entre  les  équations 

r,  _  r,  ^        ^  T.^,  . 

d(p  dip  d^ 

d'après  Thypothèse  faite  que  ^{Xyy\u)  —  z  vérifie  le  système  (E),  cette 
élimination  donnera  lieu  au  système  d'équations  (E''),  en  sorte  que  la  forme 
fondamentale  aura  le  système  (E').  pour  système  adjoint,  et  coïncidera,  par 
conséquent,  avec  la  forme  M{u\du). 

Maintenant,  comme  Ton  peut  actopter  toute  autre  forme  de  solution 
complète   du   système    (E),   on    obtiendra   autant   de  systèmes  d'éléments, 
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admettant  la  forme  fondamentale   M{u\du),  qu'il  y  a  de  solutions  com- 
plètes distinctes,  c'est-à-dire  une  infinité. 

On  pouvait  déjà  prévoir  l'existence  d'une  infinité  de  systèmes  d'élé- 
ments donnant  lieu  à  la  même  forme  fondamentale;  car  si  Ton  effectue 
une  transformation  de  contact  sur  l'espace  à  trois  dimensions,  un  système 
de  surfaces  à  (n  +  i)  paramètres  se  transforme  en  un  système  analogue; 
et  si  deux  surfaces  se  touchent,  leurs  transformées  se  touchent  égale- 
ment. L'évanouissement  de  la  forme  M{u\du)  qui  exprime  le  contact 
de  deux  surfaces  infiniment  voisines  exprime  donc  aussi  le  contact  de 
leurs  transformées,  qui  sont  également  infiniment  voisines.  Nous  poii- 
vons  ainsi  regarder  comme  formant  un  groupe  tous  les  sj'stème»  dé  sur- 
faces qui  dérivent  les  uns  des  autres  par  des  transformations  de  contact, 
do  même  que  Ton  regarde  cotnme  formant  un  groupe  toutes  les  formes 
de  différentielles  qui  dérivent  les  unes  des  autres  par  un  simple  change- 
ment de  variables.  On  dit  aussi  que  ces  formes  sont  équivalentes.  Cela 
posé,  nous  allons  démontrer  la  proposition  réciproque  suivante. 

Si  deux  éléments  dépendant  d'un  même  nombre  de  paramètres  donnent 
lieu  à  la  même  forme  fondamentale,  ou  bien  à  deux  formes  fondamentales 
équivalentes,  ces  deux  éléments  font  partie  31  un  même  groupe,  c'est-à-dire^  que 
Von  peut  passer  de  tun  à  Vautre  par  une  transformation  de  contact. 

Ce  théorème,  que  nous  énonçons  ici  dans  le  cas  des  surfaces,  subsiste 
dans  le  cas  où  l'élément  est  une  courbe,  comme  nous  le  verrons  plus  loin. 

8.  Pour  démontrer  cette  proposition  nous  remarquons  que  les  àeux 
systèmes  d'éléments  consîcjéré»  doivent  correspondre  chacun  à  une  solution 
complète  du  système  (E),  et  nous  n'avons  dès  lors  qu*à  étudier  le  passage 
d'une  solution  complète  à  une  autre  solution  complète. 

Ceci  nous  conduit  à  étudier  de  plus  prés  les  solutions  do  système  (E), 
en  partant  de  ce  fait  qu'il  admet  au  moins  une  solution  contenant  trdis 
constantes,  dont  une  nécessairement  doit  être  additive.  Soit  alors  ♦^-p^ 
cette  solution  complète,  donnée  par  l'équation 

(V)  F(a,/9,  tf>+7,  Wi,W3,  ...,  u,^,)  =  o, 

où  a  y  ß  y  r  sont  les  trois  constantes.     On  voit  que  les  —  seront  propor- 
tionnclles  aux  — ,  et,  par  suite,  les  équations  suivantes 
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==  O 


=  O 


seront  vérifiées  en  vertu  de  F  =  o,  c  est-à-dire  si  Ton  transporte  dans  ces 
équations  la  valeur  de  ^,  tirée  de  Téquation  F  =  o.  D après  cela  les 
équations  (e)  étant  vérifiées  pour  toutes  valeurs  de  Wi,t^2,  .-.j  <*n+i  et 
de  a  y  ß  y  J'y  le  seront  encore  si  ces  trois  dernières  quantités,  au  lieu  d'être 
constantes  dépendent  des  u  et  d'autres  quantités.     Si   nous  posons  alors 

a  =  f  (wi  ,  «^3 ,  . .  . ,  w„+i ,  0)  =  f  (w  1 0) 

r  =  C(wi ,  W2 ,  . . . ,  w.+i ,  <?)  =  C{u\d) 

où  f ,  17 ,  c  sont  trois  fonctions  arbitraires,  et  <?  une  quantité  quelconque, 
l'équation 

V(${u\â),7j{u\O)\C{u\0),u,,u,,  ...,  w,.+i)  =0 

définira  Ö  en  fonction  des  w;  et  par  un  choix  convenable  de  f ,  îy ,  C 
on  pourra  faire  en  sorte  que  â  représente  telle  solution  que  Ton  voudra 
du  système  des  équations  compatibles  (E).  C'est  là  un  fait  bien  connu 
dans  la  théorie  des  équations  différentielles.  Différentions  Téquation 
F  =  o  et  dans  la  différentielle  totale  de  Ç  distinguons  deux  parties; 
Tune  provenant  de  la  variation  des  u  et  l'autre  de  la  variation  de  0y 
en  sorte  que 

nous  aurons,  en  différentiant 

+  :r" ^^1  +  ^—^^2  +  • .  •  +  T du„,i  =  o. 
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2°.     S'il  y  a  deux  relations,  on  devra  avoir 

et  on  adjoindra  Téquation 

da"^  dß  da"^^  da  '^  ^' 

On    passera  donc  de  V{a  ,  y9 , 7-|  w)  =  o  à   W{a' ,  ß'  9f\u)  =  o  en  portant 
dans   V  les  valeurs  des  a ,  ^ ,  /•  tirées  des  équations 


(TJ 


da  "^  "^9  3a  "^  3;-  ââ 


3°.  De  même,  dans  le  cas  d'une  seule  équation^  on  verra  qu'on 
passe  de  V{a  yß yY\u)  a  TF(a' j  ß^ jf\'^)  en  portant  dans  V  les  valeurs 
de  a  ^  ß  yX  tirées  des 'équations 


(T3) 


3F    ,    3F  3/- 
3«         dx  da 

3F      3F  3/;_ 

3/9  "*"  3;-  3/9  ""  ^' 


Interprétons  ces  résultats.     Si  dans  Tequation 

F(a,y9,r|«^)  =  o 

on  regarde  a^ßjy  comme  des  coordonnées,  on  obtient  une  famille  de 
surfaces  dépendant  des  (n  +  i)  paramètres  u\  de  même 

W{a\ß^,f\u)^o      • 

représente  une  seconde  famille  de  surfaces,  et  d'après  les  hypothèses  faites, 
ces  deux  familles  constituent  deux  systèmes  d'éléments  quelconques  parmi 
ceux  qui  donnent  lieu  à  une  même  forme  fondamentale,  à  savoir,  celle 
qui  correspond  aux  équations  (E). 
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Or  les  trois  transformations  (ÏJ,  (T^),  (TJ  par  Tune  desquelles  on 
peut  certainement  passer  d'un  système  à  l'autre  représentent  évidem- 
ment les  trois  classes  de  transformations  de  contact  relatives  à  l'espace 
à  trois  dimensions. 

Le  théorème  énoncé  au  numéro  8  se  trouve  donc  complètement 
démontré. 

Et  la  relation  entre  les  groupes  de  systèmes  d'éléments  et  les  classés 
de  formes  fondamentales  se  trouve  ainsi  entièrement  établie. 

9.  Cherchons  maintenant  à  interpréter  les  solutions  du  système  (E) 
sous  une  forme  différente. 

Nous  venons  de  voir  qu'un  changement  de  solution  complète  est 
équivalent  à  une  transformation  de  contact  de  l'élément.  Nous  allons 
étudier  l'équation   F  =  o  à  un  autre  point  de  vue. 

Si  dans  Téquation 

V{x,y,z\u)  =  o 

on  regarde  x ,  y  ^  z  comme  donnés,  l'équation  V  =  o  est  celle  qui  lie 
les  u  de  -toutes  les  surfaces  du  système  qui  passent  par  un  point  donné. 
On  en  conclut  donc  que  si  Téquation 

â{ui ,  W2  ,   •  •  • ,  w„  ,  «l«+i)  =  o 

assujettit  la  surface  {u)  à  passer  par  un  point  donné,  la  fonction  0{u) 
vérifie  le  système  des  équations  (E).     Cette  proposition  se  généralise  ainsi: 

Si  l'équation  0  =  o  est  telle  que  les  mr faces  (w)  qui  la  vérifient  tou- 
chent une  surface  ou  une  courbe  fixe^  ou  passent  par  un  point  fixe,  les 
équations  (E)  sont  vérifiées  par  la  fonction  0,  soit  identiquement,  soit  en  vertu 
de  l'équation  0  =  o. 

En  effet,  soit  S  une  surface  fixe;  on  peut  toujours  trouver  une 
transformation  de  contact  telle  que  toutes  les  surfaces  de  l'espace  qui 
touchent  S  aient  pour  transformées  des  surfaces  passant  par  un  point 
fixe.  Si  on  applique  alors  cette  transformation,  la  condition  <?  =  o  qui 
exprime  le  contact  des  surfaces  (w)  avec  la  surface  Sy  exprime  que  les 
surfaces  transformées  passent  par  un  point  fixe.  Le  système  (E)  n'étant 
pas  modifié  par  la'  transformation,  il  en  résulte  que  0  doit  vérifier  les 
équations  (E).  La  même  démonstration  s'applique  au  cas  où  Ton  assu- 
jettit les  surfaces  (w)  à  toucher  une  courbe  fixe. 
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Voici  maintenant  la  réciproque  de  cette  proposition. 

Si  la  fonction  0{u)  vérifie  les  équations  (E)  soit  identiquement^  soit  en  vertu 
de  l'équation  ^  =  o,  cette  dernière  éqtuttion  exprime  que  les  surfaces  {u)  qui  la  vé- 
rifient touchent  une  courbe  ou  une  surface  fioi^j  ou  bien  passent  par  un  point  fixe. 

En  effet,  toute  fonction  d  de  Tespèce  considérée  dérive  d'une  fonc- 
tion (solution  complète)  telle  que  W{x' ^y' j  z'\u)  dans  laquelle  x\y' ^  z' 
ont  reçu  de^  valeurs  numériques  déterminées,  ^i,yi,  ^i,  en  sorte  que 

si  Ton  effectue  la  transformation  de  contact  qui  consiste  à  prendre  pour 
élément  les  surfaces  W{x* 9  y' ,  z' \u)  =  o,  1  equation  â  =  o  exprime  que 
les  surfaces  W  qui  la  vérifient  passent  un  point  (x^ ,  vi ,  4).  Les  surfaces 
primitives  V  =  o  touchent  donc  une  courbe  ou  une  surface  fixe,  ou  bien 
elles  passent  par  un  point  fixe.^ 

Exa/men  d/u  cas  au  Vêlement  est  une  eofirbe. 

"10.  Si  l'élément  est  une  courbe  dépendant  de  {n+  1)  paramètres,  il 
est  facile  de  ramener  ce  cas  à  celui  où  l'élément  est  une  surface;  il  suffit 
d'effectuer  une  transformation  de  contact  arbitraire  (non  ponctuelle).  On  ob- 
tient ainsi  des  surfaces  dépendant  de  («  +  i)  paramètres,  auxquelles  on  peut 
appliquer  tous  les  résultats  précédents.  On  formera  ainsi  la  forme  M(u\du) 
et  le  système  adjoint  de  cette  forme;  il  ne  restera  plus  qu'à  interpréter 
le  rôle  de  ces  diverses  fonctions  dans  le  langage  des  courbes.  Les  trans- 
formations de  contact  transforment  la  rencontre  de  deux  .courbes  dans  le 
contact  des  deux  surfaces  correspondants  et  inversement.  Il  suit  de  là 
que  révanouissement  de  la  forme  M{u\dn)  exprimera  la  rencontre  des 
doux  courbes  infiniment  voiaines  [u)  et  (?/  +  du). 

^  Ainsi  qu'on  va  le  voir,  tous  ces  résultats  s'étendent  d'eux-mêmes  au  cas  où  Télé- 
ment  est  une  courbe.  Dans  le  cas  particulier  où  Télément  est  une  droite,  on  a  ce  théo- 
rème de  M.  Klein  (Mathematische  Annalen,  t.  5))  4^^  lorsque  le  paramètre  diffé- 
rentiel du  premier  ordre  d'un  complexe  est  nul,  ce  complexe  est  formé  des  sécantes  dune 
courbe  ou  des  tangentes  d'une  surface.  Dans  le  mémoire  précité,  M.  Klein  n'a  pas  com> 
piété  sa  démonstration,  et  je  ne  crois  pas  qu'elle  ait  été  reprise  par  personne,  si  ce  n'est 
dans  mon  travail  Sur  les  propriétés  infinitésimales  de  V espace  réglé  (Annales  de  l'école 
normale,   2*""  série,  t.   II). 

Ce    qui  précède  fournit  une  nouvelle  démonstration    do   cot   important   tlioorèmc. 

Aeta  mathfmatiea.    10.    Imprima  le  31  Octobr«  1887.  42 
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Si  la  fonction  â{Ui  jU^,  . .  .  ,  t/„  ,  w„^i)  vérifie  les  équations  (E)  iden- 
tiquement ou  en  vertu  de  ^  ==  o,  cette  dernière  équation  exprime  que 
les  surfaces  transformées  touchent  une  surface  fixe  ou  une  courbe  fixe, 
ou  bien  qu'elles  passent  par  un  point  fixe.  Les  courbes  primitives  doivent 
donc  toucher  une  surface  fixe,  ou  bien  couper  une  courbe  fixe. 

On  retrouve  ainsi  une  extension  fort  générale  du  théorème  que  M.  Klein 
a  fait  connaître  pour  le  cas  des  complexes  de  droites.  D'après  M.  Klein, 
pour  que   le  complexe  ^  =  o  soit  formé  des  tangentes  d'une  surface  ou 

des  sécantes  d'une   courbe,  il  faut  et  il  suffit  que  Tinvariant  fffiiu    —\ 

soit  nul. 

Or,  dans  le  cas  des  droites,  on  a  w  +  i  =  4  et  w  —  2  =  i  ;  le  sy- 
stème adjoint  se  réduit  précisément  a  la  forme  9ît(w    — V 

11.  Ce  qui  précède  montre  assez  qu'il  n'y  a  pas  de  distinction  fort 
essentielle  «a  faire  entre  le  cas  où  l'élément  »est  une  surface,  et  celui  où 
Télément  est  une  courbe.  Il  suffit,  par  une  transformation  de  contact,  de 
transformer  en  surfaces  les  courbes  du  système  pour  pouvoir  appliquer 
Jes  résultats  ci-dessus  démontrés. 

On  a  vu,  par  exemple,  que  si  deux  éléments  donnent  lieu  à  la  même 
forme  fondamentale,  il  existe  une  transformation  de  contact  qui  les 
transforme  l'un  dans  l'autre.  Ce  théorème  n'a  été  démontré  que  dans  le 
cas  où  l'élément  est  une  surface.    Il  s'étend  de  lui-même  au  cas  des  courbes. 

Soit  un  système  /'  de  courbes  et  un  système  2'  de  surfaces  qui 
donnent  lieu  à  la  même  forme  fondamentale.  Une  transformation  de 
contact  T  transforme  F  en  un  système  TF  de  surfaces.  Le  système  TF 
de  surfaces  et  le  système  2'  donnent  lieu  à  la  même  forme  fondamentale, 
il  existe  donc  une  transformation  de  contact  T  qui  transforme  TF  en  2, 
en  sorte  que  l^'TF  =  2;  on  en  conclut  que  si  l'on  transforme  successive- 
ment 2  par  les  transformations  de  contact  T'""',  T~^  inverses  de  T'  et  de 
T  on  reproduit  F;  ou  enfin,  que  F  et  2  sont  transformables  l'un  dans 
l'autre  par  une  transformation  de  contact,  attendu  que  le  produit  de 
deux  transformations  de  contact  est  une  transformation  de  contact 

Par  exemple,  on  sait  que  par  un  choix  convenable  des  coordon- 
nées la  sphère  et  la  droite  donnent  lieu  à  la  forme  fondamentale 

(lu\  +  dul  +  (lui  +  (^K- 
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Il  existe  donc  une  transformation  de  contact  qui  change  la  sphère  en 
droite.  M'  Sophus  Lie  a  depuis  longtemps  donné  cette  remarquable  trans- 
formation, dont  Tusage  est  si  fécond  pour  la  théorie  générale  des  surfaces. 


DiMinctUni  entre  le  cas  fies  caurbes  et  celui  des  surfaces. 

12.  Malgré  la  grande  similitude  entre  le  cas  où  Télément  est  une 
courbe  et  celui  où  l'élément  est  une  surface,  malgré  qu'une  transforma- 
tion de  contact  permette  toujours  de  passer  du  premier  cas  au  second, 
il  existe  néanmoins  des  particularités  dans  le  cas  où  l'élément  est  une 
courbe,  particularités  qui  tiennent  à  ce  qu'un  système  de  surfaces  ne  peut 
généralement  pas  se  transformer  en  un  systèyne  de  courbes  par  une  trans- 
formation de  contact,  même  convenablement  choisie. 

Nous  avons  déjà  dit  que  nous  regardions  comme  équivalents,  ou  for- 
mant un  groupe,  tous  les  systèmes  d'éléments  qu'une  transformation  de  con- 
tact transforme  les  uns  dans  les  autres.  Ce  qui  précède  fait  voir  assez  que 
nous  n'excluons  pas  le  cas  où  le  groupe  contient  un  système  de  courbes, 
auquel  cas  il  en  comprend  une  infinité.  Mais  alors  nous  sommes  con- 
duit« à  diviser  ces  groupes  en  deux  classes.  Un  groupe  de  la  première  classe 
ne  comprendra  comme  éléments  que  des  surfaces,  qu'il  sera  impossible  de  ra- 
mener à  des  courbes;  à  la^econde  classe  appartiendront  les  groupes  qui  com- 
prennent un  système  de  courbes,  et  par  suite  une  infinité  de  ces  systèmes. 

Nous  avons  déjà  vu  que  chaque  groupe  est  caractérisé  par  une  classe 
de  formes  fondamentales,  c'est-à-dire  de  formes  qui  dérivent  toutes  les  unes 
des  autres  par  un  changement  de  variables.  y 

Le  problème  qui  se  présente  maintenant  est  donc  celui-ci,  qu^est  ce 
qui  caractérise  les  formes  dont  le  groupe  d'éléments  correspondant  est  de  la 
seconde  classe? 

Nous  allons  traiter  ce  problème  dans  lequel  on  verra  intervenir, 
non  sans  intérêt,  ces  systèmes  simultanés  dequations  différentielles  dits 
semi4inéaires  dont  la  notion  est  due  à  M''  S.  Lie. 

13.  Nous  prendrons  les  équations  des  courbes  considérées  comme 
élément,  sous  la  forme 

X  =  f{z,u,,u^y  .  .  . ,  w,+i)  =  f{z\u) 
y  =  Y>{z\u). 
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Si   les  courbes  (w),  {u  +  du)   se   coupent  au  point  x^y^z^  on   a,  en  re- 
prenant une  notation  précédente, 


\fy  du  \=  o 

\^  ,  du\=  o, 

d*on   Ton   déduira  la  forme  M{n\dn)  par  Télimination  de  2.     Ou  encore, 
on  obtiendra  la  forme  M(^u\t)  en  éliminant  z  entre  les  équations 


(a) 


|777|=o. 


Cherchons  le  système  adjoint  de  la  forme  M.  Pour  cela,  je  différentie 
totalement  *les  équations  ci-dessus,  en  regardant  les  u  comme  constant«. 
Il  vient 


9z 


'dz  +    f,  dt 


=  o 


Av.  i 


|^rf.+  _£^ 


d'où,  en  posant 

(b). 

on  conclut 

en  sorte  qu'on  a 

(c) 


A« 


■5z 


ng^ 


dz 


I  f,  dt  \  +  ^1  f,dt\  =  o, 


T. 


T. 


n+\ 


îL  +  qt      îL  +  x'-t 

du,  du,  du,  dil^ 


dUn^l  dUn^i 


T^y  T^^  . . .  ,  T„^ ,  désignant  les  coefficients  du  plan  tangent  à  la  surface 
^i*-i  représentée  par 

M{u\t)  =  o      ^ 

dans  Tespace  à  n  dimensions  dans  lequel   les   t^  sont  les  coordonnées  li- 
néaires ponctuelles. 


Digitized  by  VriOOQiC 


Sar  aoe  classe  do  formes  de  diffëreotielles  et  sur  la  théorie  des  systèmes  d  éléments.  333 

Ce  plan  tangent  dépend  de  deux  paramètres  A  et  ^2;,  comme  dans  le 
cas  général  étudié  au  début.     Mais  ici  se  place  une  remarque  nouvelle. 

14.  Précédemment,  notre  surface  E^^i  se  trouve  être  le  lieu  d'un 
espace  linéaire  iSJi__8,  ^^  tous  les  points  duquel  le  plan  tangent  est  le 
même.  Mais  ici  il  y  a  plus;  la  surface  ^_i  est,  d'après  les  équations 
(a),  le  lieu  d'un  espace  linéaire  à  El^^^  dimensions,  et  tout  plan  mené 
par  l'un  de  ces  espaces  générateurs  touche  la  surface  en  tous  les  points 
d'un  espace  linéaire  à  trois  dimensions,  représenté  par  les  équations  (a) 
(b),  où  A  a  reçu  une  valeur  arbitraire  déterminée.  I/a  différence  avec 
le  cas  général  est  donc  bien  établie;  présentons  la  sous  une  forme  moins 
symbolique. 

Si  on  élimine  z  et  Å  entre  les  équations  (c),  on  obtient  les  (n  —  2) 
équations  du  système  adjoint 

9R:,(ii|T)  =  o 

9R:,(w|T)  =  o 


9R^.-,(«  r)  =  0. 

Si  Ton  forme  alors  les  équations 

^•(-    S  =  ° 

(Eo) 

i 

M»  S)=° 

on  voit  par  les  équations  (c)  elles-mêmes,  que  la  fonction  f{z\u)  +  /f?(^|ti)  +/i, 

où  9  ^  kj  fi  jouent  le  rôle  de  constantes,  est  une  solution  du  système  (E^). 

Or  on  sait  qu'un  système  complet  de  (n  —  2)  équations  différentielles 

homogènes  linéaires  simultanées  admet  une  solution  complète  de  la  forme 

a^o  +  ^^i  +  ^,  +  /A 

où  XyfAjâ  sont  les  constantes,  et  x^  j  x^  j  x^   trois  solutions  particulières.^ 
Cette  solution  est  linéaire  par  rapport  à  toutes  les  constantes. 

*  On  suppose  le  nombre  des  variables  égal  à  (n  +  0* 
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DariH  le  cas  actuel,  nous  avons  une  solution 

f{z\u)  +  Å^{z\u)  +/i 

qui  est  linéaire  par  rapport  à  deux  des  constantes  seulement;  de  là  le  nom 
de  semi-linéaire   que  Lie  a  donné   à  ce  genre  d'équations  différentielles. 

Ainsi,  ce  qui  caractérise  une  forme  M{u\du)  dont  le  groupe  d'élé- 
ments comprend  des  systèmes  de  courbes,  c'est  que  le  système  adjoint 
d'équations  différentielles  est  un  syMème  8emi4inéaire. 

Je  n'insisterai  pas  davantage  sur  ces  considérations  générales,  et  je 
passe  à  quelques  applications. 


Recherche  de  taus  les  cas. au  la  form^  fondatnentale  est  qtMdraiiqfée. 

16.  Je  démontrerai  d  abord  la  proposition  suivante:  si  parmi  les 
éqtuUions  du  système  adjoint  lune  dédies  est  linéaire,  le  nombre  des  variables 
peut  être  réduit  d'une  unité. 

Soient  en  effet  les  équations 


9îl 


9îl. 


i^  \h)  =  ^ 


M  —  )  =  O  est  linéaire,  elle  admet  n  solutions  indé- 
pendantes V,  ,  Vj  ,  . . . ,  v,;  on  peut  prendre  pour  variables  les  fonctions 
V  et  une  («  +  i)*"*,  formant  avec  elles  un  système  de  variables  indé- 
pendantes.    Les  équations  du  système  adjoint  deviendront  alors 


91t 


•(H^)=° 


=  o. 
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Toutes  les  solutions  communes  au  système  seront  donc  nécesöaire- 
ment  des  fonctions  de  i^^  ,  i;,  ,  .  . . ,  v»  et  ne  contiendront  pas  v^^^.  La 
solution  complète 

ne  contiendra  pas  t;.^.i,  et  la  surface 

dépendra  seulement  de  n  paramètres.  Il  en  résulte  que  v^^i  doit  se 
trouver  naturellement  éliminé  des  équations  du  système  adjoint,  résultat 
auquel  on  est  encot«  conduit  en  écrivant  les  conditions  d'intégrabilité. 

Corollaire.  Si  p  des  équations  du  système  adjoint  sont  linéaires,  on 
peut  réduire  de  p  le  nombre  des  paramètres. 

16.  Appliquons  ceci  à  la  recherche  dt^s  formes  M{u\du)  qui  sont 
quadratiques. 

Je  remarque  d'abord  que  si  une  forme  quadratique,  de  (w-f-  0  variables, 
est  réductible  à  (n  +  i  — p)  carrés,  il  existe  p  relations  linéaires  homo- 
gènes entre  les  dérivées  partielles  de  cette  forme,  en  sorte  que  ces  dé- 
rivées sont  exprimables  en  fonction  de  (n  +  i  — jp)  d'entr'elles  entre  les- 
quelles il  n  existe  aucune  espèce  de  relation. 

Si  on  assujettit  néanmoins  les  variables  à  annuler  la  forme,  une 
relation  quadratique  unique  existe  entre  ces  («  +  i  — p)  dérivées  indé- 
pendantes. Donc,  nous  voyons  que  dans  le  cas  d'une  forme  quadratique, 
(n  —  3)  des  équations  du  système  adjoint  seront  linéaires,  et  la  (m  —  2)*""* 
sera  quadratique.  Il  en  résulte  que  le  nombre  des  paramètres  peut  être 
abaissé  de  (w  -f  0  ^  ^  +  ^  —  (^  —  3)  =^  4-     De  là  oc  théorème: 

Les  éléments  qu\  ont  pour  forme  fondamentale  une  forme  quadratique 
ne  peuvent  dépendre  de  plus  de  4  paramètres.^ 

D'ailleurs,  si  Ton  prend  une  forme  quadratique  quelconque  dépen- 
dant de  4  variables 

31  {u  I  du)  =  i)/(Wj ,  u^ ,  u^ ,  u^  \du^ ,  du^ ,  du^ ,  duj, 

'  Oénéraleniont,  le  nombre  des  paramètres  est  inférienr  on  égal  au  degré  de  la  forme 
augmenté  de  deux. 
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et  que  lon  prenne  la  forme  adjointe   unique  ffïC{u\T)y  Téquatioti  qua- 

dratique  en  — 

\     I  3w/ 

admettra  une  solution  complète 

^{x,y\u)  —  z 

qui    donnera    immédiatement    un    élément    pour    lequel    M(ti\du)  est  la 
forme  fondamentale. 

Dans  cet  exemple  on  n'a  pas  à  s'occuper  des  conditions  d'intégra- 
bilîté.  Voici  un  exemple  encore  où  ces  conditions  sont  vérifiées  d'elles- 
mêmes. 

Cas  des  formes  à  coefficients  cmtsta/nts. 

17.  Pour  engendrer  les  formes  fondamentales  à  coefficients  con- 
stants, il  suffit  de  partir  d'un  système  de  (w  —  2)  équations  différentielles 
simultanées  quelconque  à  coefficients  constants 


(E) 


^.-,i$y-o. 


Les  conditions  d'intégrabilité  sont  vérifiées  d'ellps-mémes,  et. si  l'on  dé- 
termine les  fonctions  Fi(^  >  y)  >  FaC^  j  y)  ?  •  •  •  >  f  «+i('^  >  ?/)  ^^^  deux  con- 
stantes a; ,  y,  de  façon  à  avoir 

91c.(jr)  =  o,         ti\l,{<p)  =  o,     .  .  .  ,     91t„_,(jf)  =  o, 

la  fonction 

—  z  +  ip,{x  ,  y)u^  +  if^{x  ,  y)w,  +  .  .  .  +  jr«(.r  ,  y)u^  +  f  „^i(:r  ,  y)w,+, 

sera  une  solution  complète  du  système  des  équations  (E). 
Si  l'on  prend  pour  élément  la  surface 
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la  forme  fondamentale  correspondante  aura  ses  coefficients  constants.  Ré- 
ciproquement, toute  forme  fondamentale  à  coefficients  constants  e^  évi- 
demment susceptible  d'un  tel  mode  de  génération. 


Sur  une  forma  parHculière  des  équaiions  adjointes. 

18.     Les  équations 


(A) 


9tC,(îi|T)  =  o 
9R:,(fi|T)  =  o 


fni,_,(w|T)  =  o 

peuvent  n'être  pas  entièrement  équivalentes  aux  équations  de  définition 

(B)  dip  dtp  '  *  '  df 

Il  se  peut  en  effet  que  Tespace  commun  aux  espaces 

9R:^(u|r)  =  o,        9It>|T)  =  o,     ...,    9R:._,(ti|T)==o     .. 

se  décompose  en  espaces  partiels  dont  Tun  deux  seulement  corresponde 
aux  équations  (B). 

Supposons  ici  algébriques  par  rapport  aux  T  les  équations  (A). 

Je  m'appuierai  sur  le  théorème  suivant: 

Lorsque  (n -f  i)  quantités  sont  liées  par  (n — 2)  relations  homogènes 
algébriques  y  on  peut  trouver  (n  +  i)  polynômes 

de  trois  paramètres  a^ß^f  liés  par  une  équation  irréductible  algébrique 

Q{oijß,r)  =  ^y  _ 

ces  polynômes  étant  tels  que  si  Von  substitue  (Pj ,  (P, ,  . .  • ,  <P„^.i  à  la  place 
des  (n  -f  ^)  quantités  dans  les  (n  —  2)  équations,  celles-ci  se  trouvent  iden- 
tiquement satisfaites  en  vertu  de  Q=-o. 

Si  le  système  des  solutions  des  (n  —  2)  équations  forme  un  espace 
indécomposable,  le  système  des  polynômes  ^  et  û  sera  unique  ;  mais  s'il 

Acta  mathtmatifa,    10.    Impriné  U  S4  Octobr«  U87.  48 
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y  '  a  décomposition,  à  chaque  espace  partiel  correspondra  un  système  -de 
fonctions  0  et  Q. 

Sans  aller  bien  loin,  nous  avons  déjà  rencontré  une  représentation  de 
ce  genre  pour  les  équations  (A);  reportons-nous  en  eflPet  à  la  fonction  F; 
on  voit  que  les  fonctions 

dV       dV  dV   • 

- —  ?       r —  9     •  •  '  >    ~ ) 

a?f,      aw,  a«n+i 

mises  à  la  place  de  T^ ,  T^ ,  . . . ,  r„+i  dans  les  équations  (A),  vérifient 
ces  équations  en  vertu  de  l'équation 

On  a  donc  une  représentation  immédiate  des  équations  (A)  lorsque  Ton 
connaît  un  des  éléments  qui  correspondent  à  la  forme,  car  ces  équations 
pourront  s'écrire  sous  la  forme  - 


T.      r.      T. 

Tn  +  l 

9V~-9V     »r     " 

"    9F 

9m,        9Ut       9«  s 

' 9«„+i 

F  =  o.        ■ 

Mais  dans  le  cas  où  l'on  part  de  la  forme  elle-même,  on  aura  plus  gé- 
néralement 


T.  T.  T, 


fi-fi 


où    il  est  entendu  que  a^ß^y  peuvent  être  déterminés  en  fonction  de  u 
et  de  deux  constantes  de  sorte  que  Texpressîon 

<P^du^  +  0^du^  +  . . .  +  Ö>n+irfw„+i 

admette  un  facteur  intégrant. 

Cette  nouvelle  forme  des  équations  (A)  est  principalement  utile  pour 
rechercher  les  formes  fondamentales  d'un  degré  donné. 

Paris  le  9  Juillet  1887. 


Digitized  by  VriOOQiC 


889 


SUR  UN  CAS  SPÉCIAL  DE 
L'ÉQUATION  DIFFÉRENTIELLE  DE  LAMÉ" 

E.  A.  STENBERG 

i  HBLSINGrORS. 

La  méthode  donnée  par  M.  Heirmite  dans  son  admirable  mémoire 
Sur  „quelques  applications  des  fonctions  elliptiques  (premier  fascicule^  Paris, 
Gauthier- Villars  1885,  §§  44,  45),  pour  intégrer  Téquation  différentielle 
de  Lamb 

y"  —  [n{n  +  i)A;'  sn*a?  +  h]y  =  o 

n*est  plus  applicable,   quand  les  équations  trouvées  au  §  45,  c^est-à-dire 
^îy-i  +  Ai^jy-8  +  A«^îy-«  +  •  •  •  +  K^ilii  +  K  =  o> 

ou 

(2y  —  i)H^,  +  (2v  —  3)ÄiF,,.,  +  .  . .  +  h^,H,  —  K  =  0 

suivant  les  cas  de  n  =  2u  et  n  =  2p  —  i,  conduisent  par  l'élimination 
de  A  à  une  équation 

0{k^m^Wy  ksufocnœarxa))  ^  Of 

^  où  la  fonction  doublement  périodique  0  ne  devient  nul  que  pour  w  =  iK. 
lia  fonction  f{x)  du  même  paragraphe  n'a,  en  effet,  alors  aucun  pôle 
et  ne  peut  pas  par  conséquent  servir  d'élément  simple. 

J«l«  mmihtmmêUt^.    10.    Imprimé  1«  94  Ootobr«  1887. 
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Il  en  est  ainsi,  particulièrement,  toujours,  quand  Véquation  de  Lame 
est  satisfaite  par  des  fonctions  doublement  périodiques  spéciales  de  seconde 
espèce  de  M.  Mittag-Lefplbr,  ^  C'est  ce  cas,  laissé  de  côté  par  M.  Hbr- 
MiTE,  que  je  me  propose  d'étudier  ici. 

Soit  y  une  fonction  de  cette  espèce,  ayant  le  seul  pôle  x  —  iK\ 
auquel  correspond  le  développement  suivant 

y  ~  "^  +  ë«^    ■"  ê^  +  •  •  •  +  ^iiTi  +  •  •  •  • 


La  quantité  A,  qui  entre  dans  les  multiplicateurs 


^iXK  ^UK' 


de  cette  fonction,  est  alors,  comme  la  démontré  M.  Mittag-Lbfflrr  dans 
son  article  cité  ci-dessus,  soumise  à  la  condition 


ou 


'     A--  +  7iA^^""'  +  --+-feT^'  +  Ä._,  =  o 


siiivant  les  cas  de  n  =  21^  et  n  =  21^  —  i. 

Pour  reconnaître  si  l'équation  de  Lamé  a  une  solution  ainsi  qualifiée 
nous  déterminons  d'abord  les  v  +  i   coefficients 

\}    \^     *JJ     •  •  •  >     *v>     *i/+l 

au  moyen  des  formules  de  M.  Hermitb  au  §  44:  -  ^ 

-  *  4n  — 2         ' 

2(2»  -  3)A,  =  (2»  -  i)AÎ -î^^î^ili^s,, 
i{2n—  2i  +  l)h^  =  {in—  i)ÄiVi —:: — ^(«i*i-2  +  «a*«-«  +  • .  •  +  5<.-i), 


^    MrrTAQ-LEFFLER,    Sur   les  fonetùmê   doublement   périodiques   de   second»  espèce. 
Comptes   rendue   de   raoadëmie  des  sciences  de  Paris,  26  Janvier  I880. 
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OÙ  les  quantités  s,,  «,,  s,,  ...  sont  les  coefficients  du  déncalopfpcmentt  : 


BD 

c'est-à>dire 


^  =  71  +  V+  «i«'  +  «?«*  +  • 


•  3 

_  2  —  3fc*  —  3fc^  +  2fc* 


J'emploie  comme  élément  simple  la  fonction 
où  je  pose 

On  a 

on  à  l'aide  dé  là  xelatbh  •  [ 

les  coefficients  seront  donnés  par  la  formule 

*         2t  +  I 

Nous  pourrons  ainsi  écrire  ,.    ,, 
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nous  aurons 
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E, A,X  + 


A3) 


ru) 


^*  —  —  A  —  -^0  TyTn  + 


»A3)^/'(5) 


sn  général 

y„=  —  ^,_,A  — J,_,  j^^  — J,_,p^^— ...  — ^0  7(^)  +  ^2t  +  2)' 


'+!  "~     "       '-'  /-(s)       '-'  r(s)     "•       «r(2t  +  o  ^  r(2t  +  s)' 

près  cela,  si  nous  considérons  la  fonction 

•^(=') = S^)  +•  *'  S^)  +  •  •  •  +  *-''(^)  +  ^'^""■' 

^ant   les   cas   de   n  =  2y   ou  n  =  2v  —  i,  et  posons  x  =  iiC'  +  e,  la 
tie  principale  de  son  développement  sera  égale*  à  Scelle  àk  y\ 

F{x)  est  une  fonction  doublement  périodique  de  seconde  espèce  de 
Mittag-Lbfflbr  avec  les  multiplicateurs 

'  .       :   '•  ,  '     .     )    .  V 

f{x  +  2K)  =  Ô»^V(^)  —  2Je^<'+»^ 

/•(a;  +  2iJS:')  =  e^'''''f{x)  —  2i/V<'-^^'''>    . 
A<''>(rr  +  2iO  =  e'T\x)  —  2A'-J6^^'+^^ 
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et  par  conséquent,  en  ayant  ^gard  à  l'équation  conditiotiEi^lleyià.  laquelle 
la  quantité  Å  est  soumise  .       >     :    '       . 

Oela  posé,  Je  dis  que  la  fonction  F{x)  sera  une  intégrale  de  Téquation 
de  Lame  s'il  est  possible  de  déterminer  les  quantitéô  (7  et  /  äe  telle 
sorte  que  dans  les  développements  des  fonctions  F{x)  et  y^  suivant  les 
puissances  croissantes  de  e,  non  seulement,  ôommë  nous  l'avons  vu,  les 
parties  principales  mais  aussi  les  termes  constants  et  les  coefficients  de 
e*  soient  égaux,  toutefois  sàiis  que  Té'qùatiori  coùdîtionnelle' cesse' d'éita^ 
satisfaite  par  Å.  ]    >  '  : 

En  substituant  F{x),  pour  ^  dans  le  premier,  membre  de  Téquation 
de  Lame,  nous  obtiendrons  en'  effet  alors  une  fonction  doublement  pé- 
riodique de  seconde  espéee  de  M-  Mittag-Lbpfler  - 

DlF{x)  —[*(»  +  i)h'sn^x  +  h]F{x), 

dont  les  multiplicateurs  seront 

gîAiT  JiXiK' 

et  qui  n'aura  qu'un  seul  pôle  x  =  iK\  auquel  correspondra  un  dévelop- 
pement de  la  forme  ;     » 

L'équation  cforiditionnelle  de  cette  fonction  sera  ainsi  •' 


d'où 


Co  =  O, 


parce  que  nous  ne  nous  occupons  point  des  solutions  doublement  pé- 
riodiques de  première  espèce,  dont  l'étude  complète  est  donnée  par  M. 
HbrmitE  au  §  52.  La  fonction  en  question,  n'ayant  ainsi  aucun  pôle, 
sera  de  la  forme  (V'  et  par  conséquent^  comme  étant  -égal  -à  zéro  pour 
X  =  iK'j  identiquement  nul. 
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bsensy  dans   le   cas   de  n  »  21;,  le  terme  coosUnt  du  développe- 

le  F{x), 

—  -Sjv-i  —  Ai-S",y-«  — KH^-t  -^  . . .  —  K^iH^  +  G 
h^  et  le  coefficient  de  e' 

. . .  —  2 .  5*,  jÄ,  —  1 .  3A,^,fl,  +  ^A* 

^1^+1  >■€*  ^M  le  cas  de  n  =  2p —  i  le  terme  constant  ainsi  que 
ßcient  de  e',  c'est-à-dire  les  expressions 

-  i)H^  +  (p  —  i)(2p  -  3)^H^,  +  (p  ~  2)(2p  —  5)A,fi,v-4  +  •  •  • 

à  zéro.     Par  cela  nous  obtenons  d'abord  pour  n  =  2p 

C  =  fl2,_j  +  hiH^^i  +  . . .  +  Ä»,_,Ä,  +  A, 
►  n  =  2j;  —  I 

ite,  en  ayant  égard  aux  expressions  des  Hj  la  relation 

A-+«  +  (n+2)K  +  (n-i)AjA" 

+ 1: 7ï^3wr)(^  +  4(^  -  *)^'  +  5(^  -  ^  -•^>->*> 

s  R  dans  le   premier  cas  et   N  f=^  v  —  i    dans  le  second.     Cette 

doit  être  satisfaite  par  une  racine  Å  de  Téquatioa  conditionneUe, 

lation  de  Lame  est  intégrée  par  une  fonction  du  genre  considéré. 
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A  chaque  racine  commune  X  de  ces  équations  correspond  une  autre 
—  A,  et  comme  chaque  valeur  de  A  nous  donne  une  intégrale  parti- 
culière, il  n'existe  qu'une  seule  quantité  A^  qui  en  même  temps  satisfait 
aux  deux  équations,  et  à  celle  correspondent  les  deux  fonctions  F{x) 
et   F{ —  x)y  qui  entrent  dans  l'intégrale  générale  de  Téquation  de  Lamé 

C,F{x)  +  C,F{-x). 

Pour  que  cette  équation  différentielle  ait  une  intégrale  doublement 
périodique  du  genre  considéré,  il  est  donc  nécessaire  et  suffisant  que  les 
équations  (A)  et 


soient  satisfaites  par  une  même  valeur  de  X\ 

En   faisant  les  coefficients  de.  e   dans   les  développements  des  fonc- 
tions F{x)  et  y  égaux  nous  obtenons  une  équation 

qui  est  satisfaite  par  chaque  racine  A'  de  l'équation  conditionnelle.  Par 
cette  relation  (B)  nous  pouvons  simplifier  Téquation  (A)  sans  qu'elle  cesse 
de  jouer  le  rôle  en  question.  Désignons  par  a  et  J  les  membres  gauches 
des  équations  (A)  et  (B);  la  formule 

»   +    l 


donnera  en  effet  l'équation 


/'(»  +  3)^      '/'(u+i) 


;,-« 


où  les  coefficients  des   ,,    _ — r^ — :,  ne  dépendant  que  par  les  quantités 

h  de  la  valeur  n,  se  laissent  calculer  plus  facilement  que  ceux  de  l'équa- 
tion (A). 

Atlm  mmllitmmUem.    10.    Inpriné  I«  9    Norembr«  1I8T.  44 
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ÂpplicationB.  Parce  qu'il  n'existe  aucune  fonction  doublement  pé- 
riodique de  seconde  espèce  de  M.  Mittag-Leffler,  dont  le  pôle  unique 
soit  d'ordre  inférieur  au  troisième,  Téquation  de  Lame  ne  peut  être  du 
genre  spécial  étudié  ci-dessus  que  pour  w  >  3. 

I.     Considérons  en  premier  lieu  le  cas  de  n  =  3.     On  a 

h    ==       A  +  4(1  +  k') 
*  10 

L'équation  conditionnelle  de  A  est 

et  celle  que  nous  avons  désignée  par  (A') 

tÄ) +*' 7(4) +(''»- •''•)^  =  °- 
Si  •  '  . 

le  membre  gauche  de  la  dernière  équation  est  divisible  par  A'  +  2Äj. 
Les  seules  équations  de  Lame  du  genre  considéré  au  cas  de  w  =  3  sont 
ainsi 

y"  _  [I2/^^^n^T  —  4(1  +  k^)  +  5  yjT=T'~+l?]y  =  o 
et 

y"— [i2Ä:^sn'rr  — 4(1  +  k^  —  Syji—  k^~+lc*]y  =  o, 

où  yT^^P  +~fr*  désigne  la  racine  positive. 

Pour  la  première,  la  fonction  F{x)y  qui  entre  dans  l'intégrale  gé- 
nérale 

est 

F{x)  =  ^^-i^-rrü^-+T^f{x)  +  Ce«'-"'>, 
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oil 

et  pour  la  seconde  équation 

Fix)  =  ^^  +  \  V',  -  fc'  +  -fcY(^)  +  C'e^<'-"'', 

OÙ 


C'  =  —  ^ v'i  -  fc-  +  Ä*  +  ^^  -  fc'  +  Ä*[2(i  +  A*)  +  vr-AMH^^]. 

Dans  ces  formules  le  radical   y  i  —  fc*  V**  *^  l«*  valeur  nommée  et 
y  I  —  Ä*  +  fc*  désigne  la  racine  quatrième  réelle  et  positive. 
IL     Dans  le  cas  de  n  =  4  on  a 

Ä.  =  _A  +  i2(,  +F) 

*  14    *^  21  ^         '  ^ 

^       90    '  9 

Le«  deux  équations  caractéristiques  sont 

/\7)  +  '''  7Y?)  +  (*'  -  *')7Yy)  +  ''^  -*•'•  ~  '''  ^  °' 
elles  ont  une  racine  A'  commune  si 

ä»_Ma,5, +^5,  =  0. 

4  4 
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Nous   obtenons  trois  valeurs  distinctes  pour  h  et  ainsi  trois  équa> 
tions  de  Lamé  du  genre  considéré,  dont  les  intégrales  auront  la  forme 

F{x)=^—^^—h,DJXx)  +  C^^'-'^'' 
où- 


A  =  ±  v/-  6A, 
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ACTA  MATHEMATICA. 


1,  1882/1888  [(8) +  899 p. +pl.  +  portr.]. 
2y   1883  [(4)  +  429  p.  +  4  pi.]. 

3,  1888/1884  [(4)  +  880  +  (1)  p.]. 

4,  1884  [(8)  +  416  p.]. 

5,  1884/1886  [(4)  +  408  p.  +  2  pi.]. 


6,  1886  [(8)  +  416  p.]. 

7,  1886/1886  [(6)+ VI  +  892p.+portr.]. 

8,  1886  [(4)  +  892  p.]. 

9,  1886/1887  [(4)  +  400  p.]. 

10,  1887  [(4) +  897  p.]. 


Aux  tomes  4 — 7  ont  été  jointes,  comme  Appendice,  les  années 
1884  et  1885  de  la  Bibliotheca  Mathematica*  rédigée  par  G.  Ene- 
STRÖM  [1884:  (2)  p.  +  124  col;  1885:  (3)  p.  +  200  col.]. 

[Notices  sur  le  jonrDal:]  Roma,  Accad.  <].  Liocei,  TraDSunti  7,,  1883,  104.  (F.  Ca- 
90RATI.)  —  Torino,  Accad.  d.  se,  Atti  18,  1883,243—244.  (K  jy^Ovmio.)  —  Milano, 
Istitnto  Lombardo,  RendicoDti  16,,  1883,  3 — 4.  (F.  Briosc^hi).  —  Venezia,  Istituto  Ve- 
neto,  Atti  1^,  1883,  435 — 436.  (E.  Beltrami.)  —  Paris,  Acad.  d.  se,  Comptes  rendus 
95,  1882,  1339.  (Ch.  Hermite.)  —  Bullet,  d.  se.  mathém.  7„  1883,  130.  (J.  T[an. 
nery].)  —  Leipzig,  Astrouorn.  Gcscllsch.,  Viertcljahrsschr.  18,  1883,  60.  (H.  Britas.) 
-—  Berliny  Akad.  d.  Wissensch.,  Sitzungsber.  1883,  933—934.  (K.  Weierstrass.)  — 
Göttingen,  Oesellscb.  d.  Wissensch.,  Nachrichten  1884,  508—509.  (E.  Soherino.)  — 
Kjöhenhavn,  Vidensk.  Selsk.,  Oversigt  1882,  (55)— (56).  (H.  G.  Zeuthen.)  —  Tidsskrift 
for  Mathematik  6^,  1882,  187—192.  (H.  G.  Zeuthen)  —  Christiania,  Vidensk.  Selsk., 
Oversigt  1883,  4—9.  (C.  A.  Bjerknes.)  —  Finsk  Tidsskrift  (Helsingfors)  14,  1883, 
382—385.  (Hj.  Mbllin.)  —  Ny  svensk  Tidskrift  (Lund)  1883,  80—83.  (K.  W[ick8e]ll.) 
—  Nordisk  Revy  (Upsala),  Profnummer  1883,  13—14.  (A.  Söderblom.)  —  Nordisk 
Tidskrift  (Stockholm)  1882,  613  —  618.  (G.  Eneström.)  —  [Analyse  des  tomes  1—3;] 
Bullet,  d.  sc.  mathém.  8,,  1884;  Revue  136 — 171  (J.  T[annery])-,  11,,  1887;  Revue 
137 — 149  (G.  K.).  —  [Tables  des  matières  des  tomes  1  —  7,  9:]  Archiv,  der  Mathem. 
69,  1883,  Litter.  Ber.  30;  70,  1884,  Litter.  Ber.  11,  46;  1„  1884,  Litter.  Ber.  25 
—26;  2„  1885,  Litter.  Ber.  13—14,  38—39;  S,,  1885,  Litter.  Ber.  24;  4,,  1886, 
Litter.  Ber.  36;  6„   1887,  Litter.  Ber.   34.     (H.) 


*   L'année    1886    de  cette  revue  bibliographique  a  paru  séparément,  mais  à  prix  de 
souscription  réduit  pour  le»  abonnés  aux  Acta    Mathcmati'ca. 
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Le  cahier  1:1  a  paru  en  décembre  1882,  le  cahier  10:4  le  30  no- 
vembre 1887.  Les  dix  tomes  publiés  ont  contenu  en  tout  162  mémoires 
ou  notes  dont  95  (embrassant  2382  pages)  sont  rédigés  en  français,  66  (em- 
brassant 1561   pages)  en  allemand  et  1   (embrassant  36  pages)  en  anglais. 

La  répartition  des  auteurs  d'après  leur  nationalité  donne  pour  ré- 
sultat la  table  suivante: 

nombre  nombre  nombre 

d'auteurs       de  mémoires       de  pages 

suédois   11  19  510  12,8 

norvégiens  2  2  56  1,4 

danois 4  5  137  3,4 

finlandais 3  8  .133  3,3 

français 16  42è  1594  40,1 

allemands 28  64i  1220  30,7 

italiens 4  6  92  2,3 

suisses 2  2  88  2,2 

russes  : 3  4  45  1,1 

néerlandais 1  5  38  1,0 

américain 1  1  36  0,9 

belge   12  28  0,7 

autrichien 11  2  0,1 

Total     7  7         162         3979        ToM 


Digitized  by  VnOOQ iC 


853 


I.    Àlphabetûehes  Register.  —  Table  alphabétique. 


APPELL,  PAUL  EMILE. 


Né  à  Straabouii;  (département  du  Bas-Bhin)  en  France  le  27  eeptembre  1855,  répétiteur  à 
l'école  des  Hautes  études  1876—1877,  maître  de  conférences  à  la.  faculté  des  sciences  de  Paris 
1877—1879,  chargé  de  cours  à  la  faculté  des  sciences  de  Dijon  1879— 1881,  maître  de  confé- 
rences à  l'école  normale  de  Paris  1881—1885,  professeur  de  mécanique  rationnelle  à  la  fa- 
culté des  science«  de  Paris  depnis  1885. 

Sur  les  fonctions  unifonnes  â*un  point  analytique  {x ,  f/). 

1,  109-181,  132-144. 

Deux  mémoires.  —  Plusieurs  des  résultats  contenus  dans  ces  mémoires  ont  été  ex- 
posés dans  les  notes  Sur  les  fondions  uniformes  d'un  point  analytique,;  Sur  les  fonc- 
tions doublement  périodiques  h  points  singuliers  essentiels:  Théorèmes  sur  les  fondions 
efim  point  analytique  iusërées  aux  Comptes  rendus  des  séaiicef  de  Taca- 
demie  des  Bciences  [de  Paris]  94,  1882,  700—703,  036—938;  95,  1882, 
624—626.  —  [Analyse:]  Jahrb.  ttb.  d.  Fortschr.  d.  Mathem.  15  (1883),  333. 
(H[amburoe]r.)  —  Ballet,  d.  se.  matMm.  8,,  1884;ReTue  138 — 142.  (J.  T[an- 
hert].)  —  Revue  des  travaux  scientifiques  4  (1883),  880—881. 

Développements  en  série  dans  une  aire  limitée  par  des  arcs  de  cercle. 

1,  145-152. 

Comparez  la  note:  Démloppements  en  série  d'une  fondion  holomorphe  dans  une 
aire  limitée  par  des  arcs  de  cerdes  (Comptes  rendus  des  séanoes  de  l'aca- 
démie des  sciences  [de  Paris]  94,  1882,  1238—1240). — [Analyse:]  Jahrb. 
ttb.  d.  Fortschr.  d.  Mathom.  15  (1883),  323—324.  (D[yc]k.)  —  Bullet,  d.  so. 
mathém.  8,,  1884;  Revue  142—143.  (J.  T[aîînery].)  —  Revue  des  travaux 
soientifiques  4  (1883),  881.  —  L*auteur  a  étendu  les  résultats  oontenus  dans  ce 
mémoire  dans  deux  articles:  Sur  certains  développements  en  êéries  de  puissances 
(Bullet,  de  la  soc.  mathém.  de  France  11,  1883,  65—69)  et  Développe- 
ments en  série  d^une  fonction  holomorphe  dans  une  aire  limitée  par  des  arcs  de 
cercles  (Mathem.   Aun.  21,  1883,  118—125). 

Sur  une  classe  de  fonctions  de  deux  variables  indépendantes.  2,  71—80. 
[Analyse:]  Jahrb.  üb.  d.  Fortschr.  d.  Mathem.  16  (1883),  357—358.   (D[yo]k.) 
— .  Bullet,    d.    se.   mathém.    8„    1884;   Revue    155—156.      (J.   T[annery].)   — 
Revue  des  travaux  scientifiques  4  (1883),  883. 

Acta  mmtkemmtiea.    10.    Imprimé  le  15  Octobre  1887.  45 
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APPELL,    PAUL    EMILE. 

Sur  les  fonctions  de  trois  variables  réelles  satisfaisant  à  l'équation 
différentielle  AJP  =  o.  4,  313-374. 

Comparez  la  note  Sur  les  fonctions  satisfaisant  à  l  équation  AjF=0  (Comptes 
rendus  des  séances  de  l'académie  des  sciences  [de  Paris]  96^  1883, 
368—371).  —  [Analyse:]  Jahrb.  üb.  d.  Fortschr.  d.  Mathem.  16  (1884),  373— 
374.     (M[üller].) 

Sur  quelques  applications  de  la  fonction  Z{x ,  i^ ,  ^)  à  la  Physique  ma- 
thématique. 8,  266-294. 
Comparez  les  notes  Sur  la  distribution  du  potentiel  dans  des  masses  liquides 
limitées  par  des  faces  planes  (Comptes  rendus  des  séances  de  Tacadémie 
des  sciences  [de  Paris]  98,  1884,  214 — 216)  et  Sur  la  distribution  du  po- 
tentiel dans  une  masse  liquide  ayant  la  forme  d'un  prisme  rectangulaire  indéfini 
(L.  c.  98,  1884,  358—360;  en  commun  avec  M.  Chervet).  — L'auteur  a  pour- 
suÎTi  ces  études  dans  un  mémoire:  Développements  en  séries  trigonométriques  de 
certaines  fondions  périodiques  vérifiant  l'équation  AJF  =  O  (Journ.  de  mathém. 
3^,   1887,  5  —  52). 

BELTRAMI,  eugenio. 

Né  à  Cremona  en  Italie  le  16  novembre  1835,  professeur  extraordinaire  à  l'université  de 
Bologna  en  1862,  ensuite  professeur  ordinaire  à  Pisa  en  1868,  à  Bologna  en  1866  et  à  Roma 
en  1873,  profesaeor  de  physique  mathématique  à  l'université  de  Pavia  depuis  1876. 

Sur  les  couches  de  niveau  électromagnétiques.  3,  141—152. 

Exposition  très  simplifiée  de  plusieurs  théorèmes  que  l'auteur  avait  fait  paraître 
dans  des  travaux  antérieurs.  —  [Analyse:]  Jahrb.  üb.  d.  Fortschr.  d.  Mathem. 
16  (1884),  1005  —  1006.  (L[or]b[er]g.)  —  Beiblätter  zu  den  Annalen  der  Physik 
8,  1884,  398—399.  —  Bullet,  d.  sc.  mathém.  11„  1887;  Revue  142—143.  (G.K.) 

BENDIXSON,  IVAR. 

Né  à  Stockholm  le  1  août  1861,  licencié  es  sciences  en  1881,  chargé  de  conférences  à  l'uni- 
versité de  Stockholm  1884—1885. 

Quelques  théorèmes  de  la  théorie  des  ensembles  de  points.    2, 415—429. 

Ce  memoire  se  rattache  à  Touvrage  de  M.  6.  Cantor:  Grundlagen  einer  all- 
gemeinen Mannigfaltigkeitslehre  (Leipzig   1883,    8°).  —  Comparez  la  note:  Några 
studier  öfver  oändliga  punktmängder  (Ofversigt  af  [svenska]   vetenskapsaka- 
demiens  förhandlingar   40,    1883,   n°  2iZ\—Zb).  —  [Analyse:]  Jahrb.  ttb. 
.     d.  Fortschr.  d.  Mathem.  16  (1883),  455.     (Sch  [le]  G  [el].) 

Sur  une  extension  à  Tinuni  de  la  formule  d'interpolation  de  Oauss. 

.9,  1-34. 

Quelques-uns    des    résultats    contenus  dans   ce   mémoire   ont  été   indiqués   dans 
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BENDIXSON,  IVAR. 

deux  notes  Sur  la  formtde  d'interpolation  de  Lagrange  (Comptes  rendus  des 
eéances  de  l'académie  des  sciences  [de  ParisJ  101,  1885,  1050  —  1053, 
1129 — 1131.  —  Corrections  &  la  suite  de  la  table  des  matières  du  tome  9. 


BEKGERj   ALEXANDER   FREDRIK. 


Né  à  Nysnnd  (Vermland)  en  Suède  le  30  juin  1844,  maître  de  conféreuces  à  l'université 
d'Upaala  depuis  1875. 

Déduction  de  quelques  formules  analsrtiques  d'un  théorème  élémen- 
taire de  la  théorie  des  nombres.  9,  301—320. 


BERTRAND,  joseph  louis  François. 


Né  à  Paris  le  11  mars  1822,  ingénieur  des  mines  en  1842,  professeur  titulaire  de  physique 
générale  et  mathématique  au  Collège  de  France  en  1862,  secrétaire  perpétuel  de  l'académie  des 
sciences  de  Paris  depuis  1874. 

Sur  les  unités  électriques.  8^  887—892. 

Comparez  la  note  de  l'auteur  Sur  les  unités  électriques  (Bulletin  d.  se. 
mathém.   7„   1883,   72—85). 


BJERKNES,  CARL  anion. 


Né  à  Christiania  le  24  octobre  1825,  sous-chef  des  mines  à  Eongsberg,  plus  tard  professeur 
an  lycée  de  la  mâme  ville  1848—1854,  professeur  de  mathématiques  à  l'université  de  Christi- 
ania depuis  1863. 

Recherches  hydrodynamiques.  Premier  mémoire.  Les  équations  hydro- 
dynamiques et  les  relations  supplémentaires.  4,  121—170. 
Ce  mémoire  commence  Tezposition  systématique  des  recherches  auxquelles  se 
rapportent  un  très  grand  nombre  de  mémoires  et  de  notes  publiées  précédemment 
par  Tauteur  dans  différents  recueils.  —  [Analyse:]  Jahrb.  üb.  d.  Fortschr.  d.  Ma- 
them.  16  (1884),  823—827.     (W[angbrin].) 

BOHLIN,   KARL  PETRUS  THEODOR.    . 

Hé  à  Stockholm  le  30  octobre  1860,  assistant  à  l'observatoire  de  Stockholm  depuis  1884, 
maître  de  conférences  d'astronomie  à  Tuniversite  d'Upsala  en  1886. 

Über  die  Bedeutung  des  Princips  der  lebendigen  Kxa,tt  für  die  Frage 
von  der  Stabilität  dynamischer  Systeme.  ^  1 0,  109—180. 

Ces  recherches  ont  été  publiées  aussi,  sous  une  forme  un  peu  différente,  dans 
le  mémoire  Om  betydelsen  aj  lefvande  kraftens  princip  för  frågan  om  dynamiska 
systems  stabilitet  inséré  dans  le  Bihang  till  svenska  vetenskapsakademiens 
handlingar  13  afd.  I,  n""  1,   1887. 


Digitized  by  VnOOQ iC 


35<î     Inhaltsverzeichniss  der  Bände  1 — 10.  —  TaWe  des  matières  des  tomes  1 — 10. 

BOURGUBT,   JEAN  PIERRE  LOUIS. 

Né  à  Virac  (Tara)  en  France  le  1  novembre  1838,  professeur  de  mathématiques  à  Paris. 

Note  sur  les  intégrales  eulériennes.  1,  295—296. 

[Analyse:]  Jahrb.  üb.  d.  Fortscbr.  d.  Mathem.  16  (1883),  233—234.  (H[oppe].) 

—  Bullet,  d.  se.  matbém.  8,,   1884;  Revue  148.     (J.  T[annery].)  —  Revue  des 
travaux  scieutifiques  4  (1883),  881. 

Sur  quelques  intégrales  définies.  1 ,  363—367. 

[Analyse:]  Jabrb.  üb.  d.  Fortscbr.  d.  Mathem.  16  (1883),  233  —  234.  (H[oppe].) 

Sur  les  intégrales  eulériennes  et  quelques  autres  fonctions  uniformes. 

2,  261-295. 

Extrait,  en  partie  remanié,  du  mémoire  :  Développetnent  en  séries  des  intégrales 

Eulériennes   (Annales   de   Véo.    normale    [de  Paris]    10^,    1881,    175 — 232. 

—  [Analyse:]  Jahrb.  üb.  d.  Fortscbr.  d.  Mathem.  16  (1883),  230—232.  (H[oppe].) 

—  Bullet,  d.  se.  mathem.  8„  1884;  Revue  160—161.    (J.  T[annery].)  —  Revue 
des  travaux  scientifiques  4  (1883),  885. 

Sur  la  fonction  eulérienne.  2,  296-298. 

Réimpression  d'une  note  insérée  dans  les  Comptes  rendus  des  séances 
de  l'académie  des  sciences  [de  Paris]  96,  1883,  1307—1310.  —  [Ana- 
lyse:] Jahrb.  üb.  d.  Fortscbr.  d.  Mathem.  16  (1883),  232.  (H[oppe].)  —Revue 
des  travaux  scientifiques  4  (1883),  885. 

CANTOR,  GEORG  FERDINAND  LOUIS  PHILIPPE. 

Né  à  S:t  Pétersbourg  le  S  mars  1845,  maître  de  conférences  à  l' université  de  Halle  en 
1869,  professeur  extraoAinaire  à  la  même  université  en  1872,  professeur  ordinaire  depuis  1879. 

Sur  une  propriété  du  système  de  tous  les  nombres  algébriques  réels. 

2,  305-310. 
Traduction  du   mémoire:   Über  eine  Eigenschaft  des  Inbegriffs  aller  reellen  al- 
gebraischen Zahlen  (Journ.  für   Mathem.  77,   1874,  258 — 263.) 

Une  contribution  à  la  théorie  des  ensembles.  2,  311—328. 

Traduction  du  mémoire:  Ein  Beitrag  zur  Mannigfaltigkeitslehre  (Journ.  für 
Mathem.  84,   1877,  242— 259). 

Sur  les  séries  trigonométriquee.  2,  329^335. 

Traduction  du  mémoire:  Über  trigonometrische  Reihen  (Mathem.  Ann.  4, 
1871,   139-143). 

Extension  d'un  théorème  de  la  théorie  des  séries  trigonométriquee. 

2,  886-348. 

Traduction  du  mémoire:  Über  die  Ausdehnung  eines  Satzes  aus  der  Theorie 
der  trigonometrischen  Meihen  (Mathem.   Ann-  6,  1872,  123 — 132), 
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CANTOR,   GEORG    FERDINAND    LOUIS    PHILIPPE. 

Sur  les  ensembles  infinis  et  linéaires  de  points.    I— IV.         S,  349—380. 

Tradaction  de  quatre  mémoires:  Über  unendliche  lineare  PunJcimannigfaUic' 
keifen  (Mathem.  Aon.  16,  1879,  1—8;  17,  1880,  356—358;  20,  1882, 
113  —  122;  21,   1883,  51—59). 

Fondements  d'une  théorie  générale  dec  ensembles.  2,  381—408. 

Extrait,  en  partie  remanié,  d'un  mémoire:  Über  unendliche  lineare  Punkiman- 
fiigfaltigkeiUn  (Mathem.  Ann.  21,  1883,  545  —  591).  —  [Analyse:]  Jahrb.  üb. 
d.  Fortschr.  d.  Mathem.  16  (1883),  453 — 455.  (Sch[le]g[el];)  —  Une  analyse 
des  résultats  contenus  dans  ce  mémoire  et  dans  les  précédents  a  été  donnée  par 
M.  J.  T[annery]  dans  le  Bullet,  d.  se.  mathém.  8„  1884;  Revue  162  —  171. 

Sur  divers  théorèmes  de  la  théorie  des  ensembles  de  points  situés 
dans  un  espace  continu  à  y  dimensions.    Première  oommunioation. 

2;  409-414. 

[Analyse:]' Jahrb.  üb.  d.  Fortschr.  d.  Mathem.  16  (1883),  453  -455.  (Sch[le]- 
g[el].) 

De  la  puissance  des  ensembles  parfaits  de  points.  4,  381—392. 

Plusieurs  des  résultats  exposés  dans  co  mémoire  se  trouvent  aussi  dans  la  note 
Über  unendliche  lineare  Punkfmannigfaliigkeilen,  n^  6  (Mathem.  Ann.  23,  1884, 
453—488.)  —  [Analyse:]  Jahrb.  üb.  d.  Fortschr.  d.  Mathem.  16  (1884),  460. 
(St[olz].) 
Über  verschiedene  Theoreme  aus  der  Theorie  der  Punctmengen  in 
einem  n-fach  ausgedehnten  stetigen  Ramne  Gh.  Zweite  Mit- 
theilung.  7^  106-124. 

Aux  mémoires  précédents  de  M.  Camtor  se  rattachent  des  recherches  de 
MM.  Bendixson,  Mittao-Leffler,  Phragmén  et  Scheeffer  publiées  dans  les 
Acta  Mathemaiica.  Des  ana^'ses  détaillées  ont  été  données  par  M.  Kerry 
dans  Tarticle:  Über  G,  Cantors  Mannigfaltigkeitsuntersuchungen  (Vierteljahrs- 
schr.  f.  wissensch.  Philosophie  9,  1885,  191  —  232)  et  M.  Gutberlet  dans 
la  première  partie  du  mémoire:  Das  Problem  des  Unendlichen  (Zeit sehr.  f. 
Philosophie, und   philos.    Kritik  88,   1886,   179—195). 

CASORATI,  FELICE. 

Né  à  Pavia  en  Italie  le  17  décembre  1835,  professear  à  l'iiuiversité  de  Pavia  depuis  1857. 

Les  fonctions  d'une  seule  va^riable  à  un  nombre  quelconque  de  pé- 
riodes. 8,  346-369. 
Réimpression,  corrigée  par  l'auteur,  d'une  brochure  imprimée  à  Milano  en  1885. 
—  Les  premières  recherches  sur  ce  sujet  se  trouvent  dans  les  notes  Sur  les  fonctions 
à  périodes  multiples  (Comptes  rendus  des  séances  de  Tacadémie  des  sci- 
ences [de  Paris]   67,    1863,    1018—1020;    68,    1864,    127—131,  204—207.) 
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CASORATI,  FELICE. 

Les  lieux  fondamentaux  des  fonctions  inverses  des  intégrales  Abé- 
liennes  et  en  particulier  des  fonctions  inverses  des  intégrales 
elliptiques.  S^  360-386. 

Continuation  du  mémoire  precedent. 

CRONE,   HANS  CHRISTIAN  RASMUS. 

Né  à  Helflingur  en  Danemarc  le  11  juillet  1851,  professeur  à  Técole  de  marine  à  Kjöben- 
havn  depuis  1878. 

Sur  une  espèce  de  courbes  symétriques  de  la  sixième  classe.    2,  81—96. 

Continuation  et  extension  d'un  mémoire  Om  Fladerne  af  4''*  Orden  med  Til- 
hagegangskeglesnit  og  deres  Konturer  (Kjöbenhavn  1881).  —  [Analyse:]  Jahrb. 
üb.  d.  Fortschr.  d.  Mathem.  15  (1883),  617— -618.  (M[ayn]z.)  —  Bullet,  d. 
se.  mathém.  8,,    1884;  Revue   156.     (J.  T[annery].) 

DARBOUX,   JEAN  GASTON. 

Né  à  Nîmes  en  France  le  13  août  1842,  maître  de  coufereucès  à  1  ecule  normale  de  Paris 
1872 — 1881,  professeur  suppléant  (mécanique  rationnelle  et  géométrie)  à  la  faculté  des  sciences 
de  Paris  1873—1881,  professeur  titulaire  de  géométrie  supérieure  depuis  1881. 

Sur  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  troisième  ordre  des  systèmes 
orthogonaux.  4,  93—96. 

[Analyse:]  Jahrb.  üb.  d.  ForUcbr.  d.  Mathem.  16  (1884),  32U-— 321.  (H[am- 
burge]r.) 

DOBRINER,   HERMANN. 

Né  à  Schmalleningken  (Regieruogs  Bezirk  Gumbinnen)  en  Allemagne  le  5  novembre  1857, 
professeur  à  la  »Realschule  der  israelitischen  Gemeinde»  à  Frankfurt  a/M.  depuis  1883. 

Die  Flächen  constanter  Krümmung  mit  einem  System  sphärischer 
Krümmungslinien  dargestellt  mit  Hilfe  von  Thetafünctionen  zweier 
Variabein.  9,  73-104. 

Ce  mémoire  a  été  présenté  en  1886  à  runiversité  de  Marburg  pour  obtenir 
le  grade  de  doctorat. 

Die  Minimalflächen  mit  einem  System  sphärischer  Krümmungslinien. 

10,  145-152. 

Cette  ëtudc  se  rattache  au  mémoire  precedent. 


DUBOLS-REYMOND,  paul. 


Né  À  Berlin  le  2  décembre  1831,  maître  de  conféreuces  à  ruuivcrsité  de  Heidelberg,  puis 
professeur  extraordinaire  à  la  môme  uuiversité  1865—1869,  ensuite  professeur  ordinaire  à  Frei- 
burg i.  Br.  eu  1870,  à  TiibiugeQ  eu  1874,-  professeur  à  l'école  polytechnique  de  Berliu  de- 
puis 1884. 
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DüBOIS-REYMOND,  paül. 

Ober  den  Begriff  der  Länge  einer  Onrve.    Bemerkung  bu  dem  Aufsats 

dee  Herrn  Lndwig  Scheeffer  über  Beotifieaüon  der  Oarven.    O,  167—168. 

Le   mémoire   de   Scheeffer  dont  il  slagit,  est  inséré  au  tome  4,  p.  49 — 82. 

ELLIOT,   VICTOR  ZÉPHIRIN. 

Né  à  Guise  (Aisne)  en  France  le  27  mars  1847,  prafessetir  à  la  faculté  dee  sciences  de 
Besançon  dopuis  1879. 

Sur  une  équation  linéaire  du  second  ordre  &  coefficients  doublement 

périodiques.  2j  233-860. 

Jahrb.  üb.  d.  Fortschr.  d.  Mathem.  15  (1883),  281—282.     (H[ambübge]r.) 

—    Bullet,    d.   se.   mathém.    8,,    1884;  Revue    159 — 160.     (J.   T[annery].)   — 

Kevue  des  travaux  scientifiques  4  (1883),  884. 

FALK,   MATTHS. 

Né  à  Eskilstuna  en  Suède  le  19  septembre  1841,  maître  de  conférences  à  l'université 
d*UpsaIa  en  1869,  professeur  an  lycée  de  Skara  en  1876  et  au  lycée  d'Upsala  depuis  1877. 

Beweis  eines  Satzes  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen. 

7,  197-800. 

FIEDLER,  OTTO  Wilhelm. 

Né  k  Chemnitz  (Sachsen)  cn  Allemagne  le  3  avril  1832,  professeur  &  l'école  polytechnique 
de  Prag  en  1864,  h  l'école  polytechnique  de  Zürich  depuis  1867. 

Über  die  Durchdringung  gleichseitiger  Rotationshyperboloide  von  pa- 
rallelen Axen.  5,  331-408. 

Avec  2  planches.  —  Quelques-uns  dos  résultats  exposés  dans  ce  mémoire  ont 
été  publiés  par  Tauteur  dans  Touvrage  Cyclographie  (Leipzig  1882,  8°)  p.  237  et 
suiv.,  et  dans  une  note:  Zu  zwei  Sieiner  schen  Abhandlungen  insérée  dans  la  Vier- 
teljahrsschr.  der  naturf.  Gesellsch.  in  Zürich  28,  1883,  409 — 418. — 
[Analyse:]  Jahrb.  üb.  d.  Fortschr.  d.  Mathem.  16  (1884),  521.  (H[auc]k.)  — 
Quelques  détails  du  mémoire  ont  été  développés  dans  les  Geometrische  Mittheilungen 
VII,  VIII  (Vierteljahrsschr.  der  naturf.  Gesellsch.  in  Zürich  29,  1884, 
343—358. 


FUCHS^   LAZARUS. 


Né  &  Moschin  (Posen)  en  Allemagne  le  5  mai  1883,  maître  de  conférences  à  l'université 
de  Berlin  en  1865,  professeur  extraordinaire  &  la  même  université  en  1866,  professeur  ordinaire 
à  Tuniversité  de  Greifswald  en  1869,  à  Tuniversité  de  Göttingen  en  1874,  à  l'université  de 
Heidelberg  en  1875,  professeur  à  l'université  de  Berlin  depuis  1884. 

Über  lineare  homogene  Differentialgleichungen,  zwischen  deren  Inte- 
gralen homogene  Relationen  höheren  als  ersten  Grades  bestehen. 

1,  321-362. 
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FUCHS,    LAZARUS. 

Les  résultats  contenus  dans  ce  mémoire  ont  été  exposés  dans  une  bote  avec  le 
même  titre  insérée  dans  les  Sitzungsberichte  der  preussischoû  Akademie 
der  Wissenschaften  1882,  703 — 710.  —  [Analyse:]  Jahrb.  üb.  d.  Fortschr. 
d.  Mathem.  14  (1882),  242 — 243.  (H[amburge]r.)  —  Bullet,  d.  sc.  mathém. 
8„  1884;  Revue   150—151.  (J.  T[annery].)  .      .  ' 

Sur  un  développement  en  fraction  continue.  . 

Voir  Hermite. 

GOÜRSAT,  EDOUARD. 

Né  à  Lanzac  (département  da  Lot)  en  France  le  21  mai  1858.  chargé  de  conférences  à  la 
Sorbonne  en  1879,  chargé  de  cours  à  la  faculté  des  sciences  de  Toulouse  en  1881,  maître  de 
conférences  à  l'école  normale  de  Paris  depuis  1885. 

Sur  un  théorème  de  M.  Hermite.  1,  18*^192. 

Le  théorème  en  question  se  rapporte  aux  intégrales  définies  affectées  de  cou- 
pures; voir  le  mémoire  de  .M.  Hermite:  Sur  quelques  points  de  la  théorie  des 
fonctions  (Journ.  für  Mathem.  91,  1881,  54— 78.)  —  Cf.  la  note  Sur  quel- 
ques intégrales  doubles  (Comptes  rendus  des  séances  de  l'académie  des 
sciences  [de  Paris]  96,  1883,  1304—1307).  —  [Analyse:]  Jahrb.  üb.  d. 
Fortschr.  d.   Mathem.   15  (1884),  220.     (H[oppe].) 

Sur  une  classe  de  fonctions  représentées  par  des  intégrales  définies. 

2,  1^70. 

Avec  4  planches.  —  [Analyse:]  Jahrb.  üb.  d.  Fortschr.  d.  Mathem.  15  (1883), 
243 — 246.  (H[amburge]r.)  —  Bullet,  d.  se.  mathém.  8,,  1884;  Revue  152 — 
155.     (J.   T[annery].)  —  Revue  des  travaux  scientifiques  4  (1883),   882—883. 

Démonstration  du  théorème  de  Gauchy.  4:^  197—200. 

Cette  note  a  aussi  été  publiée  dans  le  Bihang  till  svenska  vetenskapsaka- 
demiens  handlingar  9,   1885,  n°  5.   —   [Analyse:]  Jahrb.  üb.  d.  Fortschr.  d. 
Mathem.  16  (1884),  236.     (St[olz].) 
Sur  une  classe  d'intégrales  doubles.  5,  97—190. 

Ce  mémoire  se  rapporte  à  une  question  soulevée  par  M.  Hei^ite  dans  le  mé- 
moire Sur  quelques  points  de  la  théorie  des  fonctions  (Journ,  für  Mathem. 
91,  1881,  77).  —  Les  résultats  ont  été  résumés  dans  \9^  noiQ  Sur  quelques 
intégrales  doubles  (Comptes  rendus  des  séances  de  Tacadémie  des  sciences 
[de  Paris]   96,   1883,   1304—1307). 


GYEDÉNj   JOHAN  AUGUST  HUGO. 


Né  h  Helsingfors  en  Finlande  le  29  mai  1841,  maître  de  conférences  d*astronomie  à  l'uni- 
versité de  Helsingfors  en  1862,  astronome  adjoint  à  Tobservatoii-e  de  Poulkowa  en  1863,  astro- 
nome titulaire  au  même  observatoire  en  1865,  directeur  de  Tobservatoire  de  Stockholm  depuis  1871. 
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G  YL  DEN,  JOHAN  August  hug  o. 
Eine  Annäherungsmethode  im  Probleme  der  drei  Körper.        1,  77—92. 

[Analyse:]  Jahrb.  üb.  d.  Fortschr.  d.  Mathem.  14  (1882),  925—926.  (B[run8].) 

—  Bullet,  d.  sc.   mathéin.  8„   1884;  Revue   136  —  138.    (J.  T[annery].)  —  Bei- 
blätter zu  den   Annalen  der  Physik  8,   1884,   169.     (W.   H.) 

Die  intermediäre  Bahn  des  Mondes.  7,  125-172. 

Untersuchungen  über  die  Oonvergenz  der  Reihen  welche  zur  Darstel- 
lung der  Ooordinaten  der  Planeten  angewendet  werden. 

9,  186-294. 

HACKS,  JACOB. 

Né  à  Süchteln  (Rhein pro vinz)  en  Alleina^ne  le  6  juin  1803,  docteur  es  sciences  en  1887. 

Einige  Sätze  über  Summen  von  Divisoren.  9,  177—181. 

Über  Summen  von  grössten  Ganzen.  10,  1—52. 

CorrectioD  à  la  suite  de  la  table  des  matières  du  tome  10.  —  Ce  mémoire 
a  été  présenté  en  1887  à  la  faculté  dos  sciences  de  Bonn  pour  obtenir  le  grade 
de  doctorat. 

HALPHEN,  GEORGES  HENRI. 

Né  à  Rouen  en  France  le  30  octobre  1844,  membre  de  l'Institut  de  France,  chef  d'esqua- 
dron  d'artillerie. 

Sur  les  invariants  des  équations  diflS^rentielles  linéaires  du  quatrième 
ordre.  3,  825-880. 

Une  partie  de  ces  recherches  est  exposée  déjà  dan»  le  mémoire  Sur  la  réduction 
des  équations  linéaires  aux  formes  intégrables  (Mémoires  présentés  par  di- 
vers savants  &  Tacadémie  des  sciences  de  l'Institut  de  France  28 
n^  1,   1883).  —  [Analyse:]   Jahrb.  üb.  d.  Fortschr.  d.   Mathem.   16   (1884),  266 

—  269.     (H[ambüRGe]r.)  —  Bullet,  d.  sc.  mathém.  11,,  1887;  Revue  146  —  149. 
(G.  K.) 

HERMITE,   CHARLES. 

Né  à  Dieuze  (Lorraine)  en  France  le  24  décembre  1822,  membre  de  l'Iustitut  de  France 
en  1856,  professeur  h  l'école  polytechnique  do  Paris  on  1867,  professeur  à  la  faculté  des 
sciences  de  Paris  depuis  1869. 

Sur  une  relation  donnée  par  M.  Oayley,  dans  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques.  1,  868-370. 
Cette  relation  a  été  donnée  par  M.  Cayley  dans  la  note:  Ä  iheoretn  in  el- 
liptic functions  (Proceedings  of  the  London  mathem,  society  10,  1879, 
43  —  48);  comparez  Tanalyse  de  cette  note  dans  le  Bullet,  d.  sc.  mathém, 
6,,     1882;    Revue    215.     —     [Analyse:]   Jahrb.  üb.   d.   Fortschr.   d.  Mathem.    15 

Arta  mnth^maficrt.     10.     Imprimé  le  22  Octobre  1887.  46 
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HERMITE,    CHARLES. 

(1883),  386—387.     (M[üller].)  —  Ballet,  d.  sc.  mathëm.  8„  1884;  Revue  151. 
(J.  T[annery].)  —  Revue  des  travaux  scientifiques  4  (1883),   882. 

Sur  quelques  points  dans  la  théorie  des  nombres.  2,  299—304. 

En  commun  avec  M.  R.  Lipschitz  (note  de  M.  Hermite:  p.  299 — 300,  note 
de*  M.  Lipschitz:  p.  301  —  304.)  —  [Analyse:]  Jahrb.  üb.  d.  Fortschr.  d.  Ma- 
them. 15,  1883,  136.  (S[imo]n.)  —  Bullet,  d.  ac.  mathém.  8„  1884;  Revue 
161.     (J.  T[annery].)  —  Revue  des  travaux  scientifiques  4  (1883),   885. 

Sur  un  développement  en  fraction  continue.  4,  89—92. 

En   commun   avec   M.   L   Fuchs  (note  de  M.   Hermite:  p.  89 — 90,  note  de 
.  M.    Fuchs:    p.    91 — 92).    —    [Analyse:]    Jahrb.   üb.    d.  ForUchr.  d.  Mathem.   16 
(1884),   169  —  170.     (G[ünthe]r.) 

Sur  l'usage  des  produits  infinis  dans  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques. 4,  193-196. 
En   commun   avec   M.   R.  Lipsohitz  (note  de   M.   Hermite:   p.    193,   note  de 
M.   Lipschitz:   p.   194 — 196).  —   [Analyse:]  Jahrb.  üb.  d.  Fortschr.  d.  Mathem. 
1j6  (1884),  407.     (M[üller].) 

Sur  quelques  conséquences  arithmétiques  des  formules  de  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques.  6,  297—330. 

Correction  à  la  suite  de  la  table  des  matières  du  tome  8.  —  Réimpression, 
revue  par  Tauteur,  d'un  mémoire  publié  dans  le  Bulletin  de  l'académie  des 
sciences  de  S:t  Pétersbourg  29,  1884,  325  —  352.  —  [Analyse:]  Jahrb.  üb. 
d.  Fortschr.  d.  Mathem.   16  (1884),  423—424.     (M[üller].) 

HILL,   GEORGE  WILLIAM. 

Né  à  NewYork,  U.  S.  A.  le  3  mars  1838,  assistant  au  bureau  de  r»American  Ephemeris» 
h  Washington  depuis  1861. 

On  the  part  of  the  motion  of  the  lunar  perigee  which  is  a  function 
of  the  mean  motions  of  the  sun  and  moon.  8,  1—36. 

Correction  à  la  suite  de  la  table  des  matières  du  tome  8.  —  Réimpression,  revue 
par  1  auteur,  d'un  mémoire  publié  à  Cambridge,  Mass.  en  1877.  —  Comparez  le 
discours  de  M.  Glaisher:  Address  on  presenting  the  gold  medal  of  the  [royal 
astronomical]  society  to  Mr  G,  W.  Hill  (Monthly  notices  of  the  royal  astro- 
nomical society  of  London  47,    1887,  203  —  220). 

HOLST,   ELLING  BOLT. 

Né  à  Drammen  en  Norvège  le  19  juillet  1849,  maître  de  conféreuces  (stipendiat)  à  Tuni- 
versité  de  Christiania  depuis  1876. 
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HOLST,    ELLING    BOLT. 

Beweis  des  Satzes  dass  eine  jede  algebraische  Oleichung  eine  Wurzel 
hat.  8,  156-160. 

Traduction  de  la  note:  Bevis  for  at  enhver  algehraisk  Ligning  har  Rod,  in- 
sërëe  dans  les  Forhandlinger  i  Videnskabs-Selbskabet  i  Christiania  Aar 
1886  (N°  Ij  8  pages).  —  Comparez  la  note  de  M.  Loria  dans  le  tome  9,  p. 
71—72. 


HUMBERT,  GEORGES. 


Né  à  Paris  le  7  janvier  1859,  ingénieur  des  mines  en  1879,  répétiteur  à  recelé  polytech- 
nique de  Paris  depuis  1884. 

Sur  les  intégrales  algébriques  de  différentielles  algébriques« 

10,  281-298. 


KOBB,   GUSTAF. 


Né  à  Göteborg  en  Suède  le  25  juillet  1863,  licencié  es  sciences  en  1885,  chargé  de  con- 
férences à  l'université  de  Stockholm  1887. 

Sur  le  mouvement  d'un  point  matériel  sur  une  surface  de  révolution. 

1 0,  89-108. 
Ce  mémoire  est  en  partie  une  traduction  de  la  note  Om  integraiioven  af  dif- 
fereniialeqvationema  för  en  materiel  imnkts  rörelse  på  en  rotationsyta  (öfversigt 
af  [svenska]  vetenskapsakademiens  förhandlingar  44,  1887,  159 — 163). 
Comparez  aussi  la  note:  Om  integrationen  af  dlfferentialeqvationerna  för  en  tung 
partikels  rörelse  på  en  rotationsyta  med  vertikal  axel  (L.  c.  48,  1886,  367 — 373). 

KOENIGS,   GABRIEL. 

Né  à  Toulouse  (Haute-Garonne)  en  France  le  17  janvier  1858,  sous-bibliothécaire  à  l'école 
normale  de  Paris  en  1882,  professeur  de  mécanique  h  la  faculté  des  sciences  de  Besançon  en 
1883,  professeur  d'analyse  à  la  faculté  des  sciences  de  Toulouse  en  1885,  maître  de  conférences 
à  l'école  normale  de  Paris  depnis  1886. 

Sur  une  classe  de  formes  de  différentielles  et  sur  la  théorie  des  sy- 
stèmes d'éléments.  10,  313-338. 

Ces  recherches  ont  été  Tobjet  de  deux  notes  Sur  une  classe  de  formes  de  dif- 
férentielles et  sur  la  théorie  des  systèmes  d'éléments  insérées  dans  les  Comptes 
rendus  des  séances  de  l'académie  des  sciences  [de  Paris]  104,  1887, 
673—675,   842—844. 


KÖNIGSBERGEß,  leo. 


Né  à  Posen  en'  Allemagne  le  15  octobre  1887,  professeur  à  l'école  militaire  de  Berlin  en 
1860,  professeur  extraordinaire  à  l'université  de  Greifswald  en  1864,  professeur  ordinaire  à  la 
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KÖNIGSBERGER,  leo. 

même  unirerFÎté  eo  1866,  à  l'université  de  Heidelberg  en  1869,  à  l'école  poljtediuiqae  de 
Dresden  en  1875,  à  Tuniversité  de  Wien  en  1877,  depuis  1884  professeur  à  l'unirereité  de 
Heidelberg. 

Über  die  einer  beliebigen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  an- 
gehörigen  selbständigen  Transcendenten.  3,  1-48. 

Les  resultats  de  ce  mémoire  ont  été  énoncés  préalablement  dans  la  note:  Cher 
.  die  einer  beliebigen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zugehörigen  selbständigen 
.  Transcendenten  (Nachrichten  der  Gesellsch.  d.  Wissensch.  eq  Göttingen 
1883,  219—226).  —  [Analyse:]  Jahrb.  üb.  d.  Fort«chr.  d.  Mathem.  15(1883), 
242—243.  (H[AMBUiuiE]R.)— Bullet,  d.  sc.  mathém.  11„  1887;  Revne  137—138. 
(G.  K.)  —  Les  résultats  obtenus  ont  été  utilisés  par  fauteur  dans  le  mémoire: 
Beweis  von  der  Unmöglichkeit  der  Existenz  eines  anderen  Fnnctionaltheorems  als  des 
Abelschen  (Jouro.    für   Mathem.    100,   1886,   121  —  136;  101,   1887,   1—72). 

K0WALEV8KI,  Sophie. 

Née  CoRTiN-KauKOwsKt  k  Moskwa  le  J^  décembre  1853,  docteur  es  sciences  à  Gottingen 
en  1874,  professeur  d'analyse  supérieure  &  l'université  de  Stockholm  depuis  1884. 

Über    die   Reduction  einer  bestimmten  Klasse  Abel'scher  Integrale 
3^°  Ranges  auf  elliptische  Integrale.  4:,  393-414. 

[Analyse:]  Jahrb.  üb.  d.  Fortschr.  d.  Mathem.   16  (1884),  426-429.  (H[e- 

NO]CH.) 

Über  die  Brechung  des  Ldchtes  in  cristallinischen  Mitteln.    6,  249-304. 

Les  pages  254 — 279  de  ce  mémoire  contiennent  un  mémoire  de  M.  K,  Weier- 
strass: DËine  Integrationsmethode  für  lineare  partielle  Differentialgleichungen». 

Les  résultats  contenus  dans  le  mémoire  ont  été  signalés  préalablctçent  dans  la 
note  Ont  ljusets  fortplantning  uti  ett  kristalliniskt  medium  (öfversigtaf[sTenska] 
vetenskapsakademiens  förhandlingar  41,  1884,  n°  ;8:  119—121)  dont  une 
traduction,  avec  le  titre  Sur  la  propagation  de  la  lumière  dans  un  milieu  cristallisé, 
a  été  insérée  dans  les  Comptes  rendus  des  séances  de  1  académie  des 
sciences  [de  Paris]  98,  1884,  356—357.  —  [Analyse]  Beiblätter  eu  den  An- 
nalen der  Physik  8,  1884,  373—374  (J.  E.);  9,  1885,  337.  (Hxz.).  —  Revue 
des  travaux  scientifiques  5  (1884),   360. 

KRAUSE.  MARTIN. 

Professeur  à  l'aniversitc  de  llostock. 

Sur  la  transformation  des  fonctions  elliptiques.  3,  93—96. 

[Analyse:]     Jahrb.    üb.     à.     Fortschr     d.     Mathem.     15    (1883),    392  —  393. 

(M[ÜLLER].) 
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KRAUSE,  MARTIN.  ':    ^ 

Sur  la  transfbrm^tioii  des  fonctions  hyperelliptiques  de  premier  ordre. 

3,  158-180. 
Correction    à  .la   fia    da  tome;  3.   -^    [Aoaljse:]   Jahrb.   ttb.   d.   Fortschr.  d. 
Mathem.    16   (1884),    435—436.     (H[Eifo]cH.)    —   Bullet   d.   se.  «athéni.   11„ 
1887;  Bévue  143.     (0.  K.) 

Sur  le  multiplicateur  des  fonctions  hyperelliptiques  de  premier  ordre. 

V  3,  288-288. 

[Analyse:]     Jahrb.     üb.     d.     Fortschr      d.    Mathem.    16    (1884),    437  —  438. 

(H[£Mo]cH.)  —  Compares  le  traité   de  Tautenr:    Dit   Transformation  der  hyper- 

-ellifitiachen  Functionen  erster  Ordnung,  Nebst  Änu?endungen  (Leipzig,  Teubner  1886). 


KRA2ER,  ADOLF. 


...    Vé  à .  ^usnvirshaiisen  (Bayern)  ;eD  Allemagne  )e   15  avril  185$,  mattre  de  conférences  à 
l'université  de  Würa^^nrg  depnis  1888. 

:Über  die  Verallgemeinerung  der  Bi^mann'schen  Thetaformel. 

3,  240-276. 

En  oiwiman'avec  M.  F.  Prym.  —  [Analyse:]  Jahrb.  ttb;  d.  Fortschr.  d.  Ma- 
them. 14  (1882),  419—428.  (H.  St[ahl].)  ^  Bullet;  d;.8c.  mathem.  11„ 
48S7;  Reme  145.  {Ot,  K.)  —  M.  Krassbr  a  utilisé  les  résultats  de- ce  mémoire 
dans  Tarticle  Qber  Thetafunctionen  deren  Charakteristiken  aus  Dritteln  ganzer 
Zqhlen  gebildet  sind  (Mathem.  Ann.   22,   1883,  416—449). 

KRET,  Henrich:*     \  '        ;  • 

Né  à  Hnsqm  '^n,  Schleswig  le  1  avril  1846,  -l^rticwliçr,  actuellemeot  demeurant  à  Leipzig. 

Einige  Abzahlen  füür  Kegelflftchen.  5,83-96. 

Corrections  à  Is-  suite  de  la  table  des  matières  du  tome  6.  ^^  [Aàalyse:]  Jahrb. 
üb.  d.  Fortschr.  d.  Màt]iem.   16  (188:4),  .606f-606.     (ScHfuBBRjT.) 

^ber  Système  von  Plancurven.  •  7 ,  *»-»♦. 

LAGUERRE,  edmond. 

Né  à  Bar-le-Dac  en  France  le  9  avril  1834,  répétiteur  à  l'école  polytechnique  en  1864, 
profetae^r  suppléei^t  de  physique  mathématique  au  Collège  de  France  en  1885,  mort  à  Bar-le- 
Duc  le  14  août  1886.  •        . 

Sur  Calques  points  de  la  théorie  4b8  équatiqns  numériques.     4>  97-120. 

[Analyse:]  Jahrb.  üb.  d.  Fortschr.  d.  Mathem.  16  (1884),  69—72.  (^[oeplitz].) 

LEÇORNUj  LF.ON  FRANÇOIS  ALFRÈp:       .     /       % 

Hé' à  Caen  (Calvados)  en  France  le  18  janvier  1854,  mgénieur  des*  mines  en  1878,  maître 
.    de. conférences  à  la  faculté  des  sdenoes  de  Caen  depuis  J1881. 

Act«  mathimatiea.    10.     Imprimé  le  IS  Novembre  1887.  Onglet. 
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LECORNÜ,   LEON   FRANÇOIS   ALFRED. 

Sur  les  surfaces  possédant  les  mêmes  plans  de  symétrie  que  l'un  des 
polyèdres  réguliers.  10,  201—280. 

Résume  å\n  mémoire  mannscrit  auquel  Tacadémie  des  seienees  de  Paris  a 
décerné  en  1886  une  mention  honorable. 

LE  PAIGrE,  CONSTANTIN. 

Né  à  Liège  en  Belgique  le  9  mars  1852,  chargé  de  coars  à  ranireraité  de  Liège  en  1876» 
profesaear  extraordinaire  à  la  même  université  en  1882,  professeur  ordinaire  d'analyse  et  de 
géométrie  depuis  1885. 

Sur  les  surftu^es  du  troisième  ordre.  $,  181—200. 

Corrections  à  la  fin  du  tome  3.  —  Les  résultats  contenus  dans  ce  mémoire 
ont  été  énoncés  dans  deux  notes  Sur  les  surfaces  du  troisième  ardre  (Comptes 
rendus  des  séances  de  l^académie  des  sciences  [de  Paris]  97,  1883, 
34 — 36,  158 — 159,  et  dans  un  memoire  Sur  les  surfaces  du  tnrisième  ordre 
(Verslagen  en  mededeelingen  der  akademie  Tan  wetenschappen  [Am- 
sterdam]; Afd.  Natuurkunde  19,  1884,  328 — 348).  —  [Analyse:]  Jomal  de 
sciencias  mathematicas  6,  1884,  74.  —  Jahrb.  ttb.  d.  Fortschr.  d.  Mathem.  16 
(1884),  583—684.     (A[ugüot].) 

Nouvelles  recherches  sur  les  surfaces  du  troisième  ordre.    5,  195—202. 

Les  résultats  contenus  dans  ce  travail  ont  été  exposés  sommairement  dans  la 
note  Sur  les  surfaces  du  troisième  ordre  (Comptes  rendus  des  séances  de 
Tacadémie  des  sciences  [de  Paris]  98,  1884,  971 — 972),  et  déTeloi>péa  dans 
la  note  Sur  les  groupes  de  points  en  involution  marqués  sur  une  surface  (L.  c.  99, 
1884,  634 — 538),  ainsi  que  dans  deux  mémoires:  Sur  la  ffénéraiûm  de  certaines 
surfaces  par  des  faisceaux  quadrilinéaires  (Bulletin  de  l*académie  royale  de 
Belgique  8,,  1884,  238 — 255)  et  Sur  la  forme  quadrUinéaire  et  les  surf  aces  du 
troisième  ardre  (L.  c.  Sg,  1884,  555 — 563).  —  [Analyse:]  Jahrb.  tib.  d.  Fortschr. 
d.  Mathem.  16  (1884),  585.  (A[uoust].)  —  Ballet,  d.  se.  mathém.  11^,  1887; 
Kevue  143—144.     (0.  K.) 


LERCH,  MATYÀS. 


Né  à  MîifnoT  (département  dn  Snsiot)  «n  B<Mnie  le  20  ferner  1860,  mattrs  de  conférences 
à  l'école  polytechnique  tchèqae  de  Prag  depuis  1886. 

Un  théorème  de  la  théorie  des  séries.  10^  83—88. 


LINDELÖF,  LORENS  Leonard. 


Né  à  Earvia  en  finlande  le  13  novembre  1827,  maître  de  conférences  d'astronomie  à  l*um- 
Versîté  de  Helnngfbrs  en  1855,  professeor  de  matfiématiques  à  la  «tee  mnrenité  en  1857,  direc- 
teur en  chef  de  l'administration  centrale  des  établisBements  d'iMtr«ctk>n  en  Ralande  en  1874. 
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LINDELÖF,  LORENZ  Leonard. 
Une  question  de  rentes  viagères.  3,  97—101. 

[Analyse:]  Jahrb.  üb.  d.  Fortschr.  d.  Mathem.  15  (1883),  175.  (L[azaru]8.) 
Ballet,  d.  se.  mathëm.  11,,  1887;  Revue  140.  (G.  K.)  —  Les  résultats  de  ce 
memoire  ont  été  utilisés  par  fauteur  dans  un  mémoire:  Siaiistiska  beräkningar 
angående  finska  civilstatens  enke-  och  ptipillkassa  (Acta  soc.  scient.  Fennicae 
14,   1885,   1  —  83). 

LINDSTEDT,  anders 

Né  à  Snndborn  (Dalarne)  en  Saède  le  27  juin  185^,  maître  de  conférences  d'astronomie 
à  raniYer«ité  de  Lund  en  1877,  astronome  adjoint  à  l'aniversité  de  Dorpat  en  1879,  professeur 
à  la  même  université  en  1888,  professeur  à  l'école  polytechnique  de  Stockholm  depuis  1886. 

Ober  ein  Theorem  des  Herm  Tisserajid  aus  der  Störungstheorie. 

9,  381-384. 

Le  théorème  dont  il  s'agit  a  été  énoncé  par  M.  Tisserand  dans  la  note  Sur 
un  théorème  de  M,  A.  Lind'dedt  concernant  le  problème  des  trois  corps  (Comptes 
rendus  des  séances  de  Tacadémie  des  sciences  [de  Paris]  98,  1884, 
1207 — 1213)  et  dans  les  Annales  de  lobservatoire  de  Paris;  Mémoires 
tome   18,   1885. 

LIPSCHITZ.   RUDOLPH  OTTO  SIGISMUND. 

Né  à  Königsberg  en  Allemagne  le  14  mai  1882,  maître  de  conférences  à  Tuniversité  de 
Bonn  en  1857,  professeur'  à  l'université  de  Breslau  en  1862,  à  l'université  de  Bonn  depuis  1864. 

Sur  quelques  points  dans  la  théorie  des  nombres. 

Voir  Hermîte. 
Sur  l'usage  des  produits  infinis  dans  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques. 

Voir  Hermite. 

Déduction  arithmétique  dime  relation  due  &  Jacobi.  7,95—100. 

Sur  une  formule  do  la  théorie  des  fonctions  ö.  Corrections  à  la  suite  de 
la  table  matières  du  tome  7. 

Zur  Theorie  der  krummen  Oberflächen.  10,  131—136. 

Ce  mémoire  se  rattache  aux  mémoires  suivant«  de  Tautcur:  Untersuchungen 
aber  die  Bestimmung  von  Oberflächen  mit  vorgeschriebenen,  d'e  Kiiimmungsverhält- 
nisse  betreffenden  Eigenschaften  (Sitzungsber.  der  preuss.  Akad.  d;  Wis- 
sensch.  1882,  1077  —  1087;  1883,  169— 18S);  Untersuchungen  über  die  Be- 
stimmung von  Verflachen  mit  vorgeschriebenem  Ausdruck  des  Linearelements  (L.  c. 
1883,   641—560). 

Beweis  eines  Satzes  aus  der  Theorie  der  Substitutionen.     10,  137-144. 
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LORIA,  GINO. 

j 

Né  à  Mantova  en  Italie  le  19  mai  1862,  maître  de  conférences  à  Puniveraité  de  Torino 
en  1886,  professeur  de  géométrie  supérieure  ^  l'université  de  Geneva  depuis  1887. 

Sur  une  démonstration  du  théorème  fondamental  de  la  théorie  des 
équations  algrébriques.  9,  71—72. 

Comparez  le  mémoire  de  M.  Hoi^T,  inséré  dans  le  tome  8,  p.   Iâ5  — 160. 

MALMSTEN,  carl  johan. 

Né  à  Uddetorp  (Vestergötland)  en  Suède  le  9  avril  1814,  maître  de  conférences  à  Tuni- 
versité  d'Upsala  en  1840,  professeur  do  mathématiques  à  la  même  université  en  1842,  membre 
du  ministère  suédois  en  1859,  gouverneur  de  la  province  de  Skaraborg  en  1866.  Mort  &  Up- 
sala  le  11  février  1886. 

Zur  Theorie  der  Leibrenten.  1,  68-76. 

Lea  pages  75 — 76  contiennent  une  »Nachschrift»  de  M.  E.  Sobering.  — 
[Analyse:]  Jahrb.  ttb.  d.  Fortsohr.  d.  Mathem.  14  (1882),  169.  (L[azaru]s.)  — 
Bullet,  d.  se.  mathém.  8„   1884;  Revue   136.     (J.  T[annkry].) 

Sur  la  formule 

K  =  Aï*,  —  -  .  A<  +  ^^  .  A< ^—  .  AwL^  +  etc. 

'  '  2  ''l.2  '  1.2.3.4  ''- 

6,  1-46. 

Réimpression,  corrigée  par  Tauteur,  d^un  mémoire  publié  dans  le  Jour  q  . 
für  Mathem.  35,  1847,  55 — 82.  L'original  suédois  dont  ce  mémoire  est 
une     traduction    a    paru    sous    le    titre:    Oni   den   Eulerska  fomieln    hux=  Atix 

Aux  +  —^ —  Aux  +  (!) —  Awx  —  &c.  dans  les  Vetenskapsaka- 
demiens handlingar  1844  (Stockholm,  in-8°),  363 — 406.  Les  résultats  ont 
été  résumés  dans  plusieurs  ouvrages,  tout  dernièrement  encore  dans  ï Ivtroduction 
à  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable  par  J.  Tannery  (Paris,  Hermann  1886, 
in-8°),  352—363.  —  [Analyse:]  Jahrb.  üb.  d.  Fortsohr.  d.  Mathem.  16  (1884), 
203—205.     (H[oppb].) 


MARKOFF,  ANDRÉ. 


Né  à  Riazan  en  Russie  \é  2  juin  1856,  professeur  h  Tuniversité  de  S:t  Pétersbourg  depuis 
1886. 

Sur  une  question  de  maximum  et  de  minimum  proposée  par  M.  Tche- 
bycheflf.  9,  57-70. 

Comparez  V Extrait  d'une  lettre  adressée  à  M.  Hermite  publié  dans  les  An- 
nales de  Técole  normale  [de  Paris]  83,  1886,  81* — 88.  —  La  question 
dont  il  s'agît  a  été  proposée  par  M.  Tchebycheff  dans  la  note  Sur  les  valeurs 
limites  des  intégrales  (Journ.  de  mathém.    19„   Î874,   157  — 160). 
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MATTHIESSEN,  Ludwig. 

Né  à  Fissau  (Fürstenthum  Lübeck)' en  Allemagne  le  22  septembre  1880,  maître  de  con- 
férences à  rnniversité  de  Kiel  en  1857,  sous-recteor  an  lycée  de  Hnsum  en  1864,  professeur  or- 
dinaire de  physiqne  à  Taniversité  de  Rostock  depuis  1874. 

Untersuchungen  über  die  Lage  der  Brennlinien  eines  unendlich  dün- 
nen Strahlenbündels  gegeneinander  und  gegen  einen  Hauptstrahl. 

4,  n7~m. 

Les  résultats  de  ce  mémoire  ont  été  publiés  aussi,  sous  une  forme  uo  peu 
différente,  dans  Tarticle:  Neue  Untersuchungen  über  die  Lage  der  Brennlinien  un- 
endlich dünner  copulirter  Sirahlenhündel  gegen  einander  und  gegen  einen  Hauptstrahl 
(Zeitschr.  für  Mathero.  u.  Phys.  29,  1884;  Supplement  86  —  100.  —  [Ana- 
lyse:] Jahrb.  üb.  d.  Fortschr.  d.   Mathem.    16  (1884),  934—935.  (W[angerin].) 

—  Beiblätter  «u  den  Annalen  der  Physik  8,   1884,   580—581.     (F.) 

MELLIN^   ROBERT  HJALMAR. 

Né  à  Tömävä  (Österbotten)  en  Finlande  le  19  juin  1854,  maître  de  conférences  à  l'uni- 
versité de  Helsingfors  en  1884,  professeur  à  l'école  polytechnique  de  Helsingfors  depuis  1884. 

Über  die  transcendente  Function  Q{x)  =«  T\x)  —  P(x),  2,  281-232. 

[Analyse:]     Jahrb.    üb.    d.     Forteehr.     d.    Mathem.    15    (1883),    371—372. 

(M[ültj3r].)   —   Bullet,   d.  sc.  mathém.   8„   1884;  Revue   169.     (J.  T[annery].) 

Eine  Verallgemeinerung  der  Oleichung 

r(n-.)r(i-.)  =  ^.  3,102-104. 

[Analyse:]    Jahrb.  Ub.  d.  Fortschr.  d.  Mathem.   16  (1883),  233.     (H[opp£].) 

—  Bullet,  d.  se.  mathém.   11„   1887;  Revue  140.     (G.  K.) 

Über   gewisse    durch    die    Oammafünction   auedruckbare  unendliche 
Producta  3,  822-824. 

[Analyse:]  Jahrb.  üb.  d.  ForUchr.  d.  Mathem.  16  (1884),  395—396. 
(H [oppe].)  —  Bullet,  d.  sc.  mathém.   11„   1887;  Revue  146.     (G.  K.) 

Zur  Theorie  der  Oammafimction.  8,  87—80. 

Les  resultats  de  ce  mémoire  ont  été  exposés  préalablement  dans  deux  mémoires 
aveo  le  titre:  Om  en  ny  klass  af  iranscendenta  funktioner  hvilka  äro  nära  be- 
slägtade  med  gammafunktianen  (Acta  societatis  seien tiarum  Fennicœ  14, 
1886;   15,   1886). 

Über  einen  Zusapxnmenhang  zwischen  gewissen  linearen  Differential- 
und  Differenzengleichungen.  9,  137—166. 

Ce  mémoire  se  rattache  au  travail  précédent. 

Aria  math^malira.    10.    Imprimé  le  W  Octobre  1887.  47 
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MINKOWSKI,  HERMANN. 

Né  à  Alexoten  en  Rnwic  le  21  juin  1864,  maître  de  conférences  à  TuDiversité  de  Bonn 
depnia  1886. 

Untersuchungen  über  quadratische  Formen.  I.  Beatimmung  der  Anzahl 
▼evsohiedener  Formen,  welche  ein  gegebenes  Gtenua  enthält.  7 ,  201—258. 
Ce  mémoire  a  ëté  présenté  par  Fauteur,  en  1885,  à  Tuniversité  de  Königsberg 
i/Pr.  pour  obtenir  ]ß  grade  do  doctorat.  —  Au  mémoire  se  rattachent  les  recherches 
suivantes:  Über  positive  quadratische  Formen  (Journ.  für  Mathem.  99,  1886, 
1 — 9);  Über  den  arithmetischen  Begriff  der  Äquivalenz  und  über  die  endlichen 
Gruppen  linearer  ganzzahliger  Substitutionen  (L.  c.  100,  1887,  449 — 459);  Zur 
Theorie  der  positiven  quadratischen  Formen  (L.  c.   101,  1887,  196 — 202). 

MITTAG-LEFFLER,  Magnus  gustaf. 

Né  à  Stockholm  le  16  man  1846,  maître  de  conférences  à  l'aniversité  d'Upsala  en  1872, 
professeur  à  l'univenité  de  Helsingfors  (Finlande)  en  1877  et  à  l'aniversité  de  Stockholm 
depuis  1881. 

Sur  la  représentation  analytique  des  fonctions  monogènes  uniformes 
d'une  variable  indépendante.  4,  1—79. 

Plusieurs  des  résultats  démontrés  dans  ce  mémoire  ont  été  exposes  dans  les  notes: 
En  metod  att  analytiskt  framatäüa  en  funktion  af  rationel  karakter^  hvUken  blir 
oändlig  alltid  och  endast  uti  vissa  föreskrifna  oändlighetspunkter,  hvilkas  konstanter 
äro  på  förhand  angifna  (öfversigt  af  [svenska]  vetenskapsakademiens 
förhandlingar  38,  1876,  n°  5:3  —  16);  Ytterligare  om  den  analytiska  fram- 
ställningen af  funktioner  af  rationel  karakter  (L.  c.  34,  1877,  n**  i:  17 — 32); 
Om  den  analytiska  framstäUningen  af  'en  funktion  af  rationel  karakter  med  en 
godtyckligt  vald  gränspunkt  (L.  c.  34,  1877,  n°  i  :  33— 43);  Om  den  analytiska 
framställningen  af  en  funktion  af  rationel  karakter  med  ett  ändligt  antal  god- 
tyckligt föreskrifna  gränspunkter  (L.  c.  34,  1877,  n**  2:  SI— 41) \  Fullständig 
analytisk  framställning  af  hvarje  entydig  monogen  funktion,  hvara  eingtdära  stäUen 
utgöra  en  värdemängd  af  första  slaget  (L.  c.  39,  1882,  n*'  2:  11—45);  Om  den 
analytiska  framställningen  af  en  entydig  monogen  funktion^  hvilken  uti  omgifningen 
af  hvarje  punkt  som  är  belägen  innanföre  en  viss  cirkelperiferi,  endast  har  ett 
ändligt  antal  singulära  ställen  (L.  o.  39,  1882,  n*'  4:21—25);  Extrait  d'une 
lettre  à  M.  Hermite  (Bullet,  d.  se.  mathëm.  S„  1879,  269—278);  Sur  la 
théorie  des  fonctions  uniformes  d'une  variable  (Comptes  rendus  des  séances 
de  Tacadëmie  des  sciences  [de  Paris]  94,  1882,  414—416,  511—514, 
713—715,  781—783,  938—941,  1040  —  1042,  1105  —  1108,'  1163—1166; 
96,  1882,  335—336).  —  [Analyse:]  Jahrb.  üb.  d.  Portschr.  d.  Mathem.  16 
(1884),  351—354.     (H[üBWiTz].) 

Démonstration  nouvelle  du  théorème  de  Laurent  4^  80-88. 

Reproduction   d^un   mémoire   publié   dans   les  Mémoires   de   la  société  des 
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MITTAG-LEFFLER,  magnus  gustaf. 

seienees  de  Liege  11«»  1885.  —  Le  texte  snëdois  dont  oe  mémoire  est  une 
tradaetion  a  été  inséré  dans  le  Ofversigt  af  [svenska]  vetenskapeakade- 
miens fOrhandlingar  40,  1883,  o^  9:  5—13,  avec  le  titre:  EH  tfyti  btvis 
ßr  Laurents  ieorem.  —  [Analyse:]  Jahrb.  ttb.  d.  Fortsohr.  di  Mathem.  16  (1884), 
350—351.     (H[üBWiT]z.) 


MOLK,  JULES. 


Né  à  Strasboui^g  (département  du  Bas-Rhio)  en  Franoe  le  8  déoeifibre  1857,  maître  de 
conférences  à  la  facalté  des  sciences  de  Rennes  en  1884,  chargé  de  cours  à  la  faculté  des 
sciences  de  Besançon  depuis  1885. 

Sur  une  notion  qui  comprend  celle  de  la  divisibilité  et  sur  la  théorie 
générale  de  l'élimination.  6,  1—166. 

Ce  mémoire  a  été  présenté,  en  1884,  à  la  facalté  des  scienoes  de  Paris 
pour  obtenir  le  grade  de  doctorat.  Il  contient  un  développement  du  grand  mémoire 
de  M.  Kboveckxr:  Oruudzüge  einer  arithmetischen  Theorie  der  algebraischen 
Orëssen  (Jonra.  fttr  Mathem.  92,   1882,   1  —  123). 

NETTO,   EUGEN. 

Né  à  Halle  a/S.  en  Allemagne  le  30  juin  1846,  professeur  à  l'université  de  Strasbourg 
en  1879,  à  l'université  de  Berlin  depuis  1882. 

Zur  Theorie  der  Discriminanten.  1,  371—399. 

Ce  mémoire  se  rattaohe  à  un  travail  publié  avec  le  même  titre  dans  le  Jour n. 
für  Mathem.  90,  1880,  164—186.  —  [Analyse:]  Jahrb.  üb.  d.  Fortschr.  d. 
Mathem.  15  (1883),  52  —  54.  (T[oeplitz].)  —  Bullet,  d.  se.  mathém.  8,,  1884 5 
Revue  151—152.     (J.  T[annery].) 

Zur  Theorie  der  Elimination.  7,  101-104. 

Über  orthogonale  Substitutionen.  9,  295-300. 

Comparez  le  théorème  d'algèbre  de  M.  Stieltjeb  inséré  dans  le  tome  6, 
p.  319—320. 

NOETHER,  MAX. 

Né  à  Mannheim  en  Allemagne  le  25  septembre  1844,  maître  de  conférences  à  l'université 
de  Heidelberg  en  1870,  professeur  extraordinaire  }\  la  même  université  en  1874,  professeur 
extraordinaire  à  l'université  d'Ërlangen  depuis  1875. 

Über  die  reductiblen  algebraischen  Ourven.  8,  161— IW. 

Un  extrait  de  ce  mémoire  a  été  publié  avec  le  titre:  Über  reducible  (Jurven 
dans  les  Sitzungsberichte  der  physikalisch-medizinischen  Societät  zu 
Erlangen   17,   1885,   13  —  18. 
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PHRAGMÉN,  EDVARD. 

Né  à  Örebro  en  Suède  ie  2  octobre  1863,  licencié  es  sciences  en  1886,  chargé  de  confé- 
rences à  runiversité  de  Stockholm  1886. 

Beweis  eines  Satzes  aus  der  Mannigfaltigkeitslelire.  ^  '  47—48. 

[Analyse:]    Jahrb.   üb.   d.   Fortscbr.  d.  Matbem.   16  (1884),  333.     (St[olz].) 

Sur  un  théorème  concernant  les  fonctions  elliptiques.  7,  8S— 42. 

Traduction  de  la  note:  En  sais  ur  de  elliptiska  funktionernas  teori  (of ver- 
sigt af  [svenska]  vetenskapsakademiens  förhandlingar  41,  1884,  n^  9: 
199—207). 

Über  die  Begrenzungen  von  Continua.  7>  43—48. 

Remaniement  de  la  note:  En  ny  sats  inom  teorien  för  punktmängåer  (öfver- 
sigt  af  [svenska]  vetenskapsakademiens  förhandlingar  41,  1884,  u^  i: 
121  —  124). 

PICAKD,   CHARLES  EMILE. 

Né  à  Paris  le  24  juillet  1856,  maître  de  conférences  à  la  faculté  des  sciences  de  Paris  en 
1877,  chargé  de  conrs  à  la  faculté  des  sciences  de  Toulouse  en  1879,  et  à  la  faculté  des 
sciences  de  Paris  eu  1881,  professeur  à  la  faculté  des  sciences  de  Paris  depuis  1886. 

Suf  une  classe  de  groupes  discontinus  de  substitutions  linéaires  et 
sur  les  fonctions  de  deux  variables  indépendante^  .restant  in- 
variables par  ces  substitutions.  1,  297—320. 

[Analyse:]  Jahrb.  üb.  d.  Fortschr.  d.  Mathem.  15  (1883),  356— 357.  (N[ett]o.) 
—  Bullet,  d.  se.  mathém.  8„  1884j  Revue  148—150.  (J.  T[annery].)  —  Re- 
vue des  travaux  scientifiques  4  (1883),  881 — 882. 

Sur  des  fonctions  de  deux  variables  indépendantes  analogues  aux 
fonctions  modulaires.  2,  tu— 135. 

Les  résultats  de  ce  mémoire  Ont  été  énoncés  préalablement  dans  la  note  Sur 
certaines  fondions  uniformes  dé  deux  variables  indépendantes  et  sur  un  groupe  de 
substitutions  linéaires  (Comptes  rendus  des  séances  de  Tacadëmie  des 
sciences  [de  Paris]  94,  1882,  579 — 582).  —  [Analyse:]  Jahrb.  üb.  d.  Fort- 
scbr. d.  Mathem.  15  (1883),  432—434.  (H[amburge]r.)  —  Bullet,  d.  se.  ma- 
thém. 8„  1884;  Revue  156  — 157.  (J.  T [annery], )— Revue  des  travaux  scienti- 
fiques 4  (1883),  883—884. 

Sur  les  formes  quadratiques  ternaires  indéfinies  à  indéterminées 
conjuguées  et  sur  les  fonctions  hjrperfuchsiennes  correspondantes. 

5,  121-182. 

"  •  [Analyse:]  Jahrb.  üb.  d.  Fortschr.  d.  Mathem.  16  (1884),  385  —  388.  (D[yg]k.) 
— Les  recherches  de  ces  trois  mémoires  ont  été  poursuivies  par  fauteur  dans  le 
mémoire  Sur  les  fonctions  kyperfuchsiennes  provenant  des  séries  hypergéométriques 
de  deux  variables  (Annales  de  Técole  normale  [de  Paris]   S,,   1885,  357 — 
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PICARD,    CHARLES    EMILE. 

384)  et  dans  la  troisième  partie  du  mémoire  Sur  les  intégrales  de  différentielles 
totales  de  second  espèce  (Jouro.  de  mathém.  2^,  1886,  329 — 372).  —  Com- 
pares aussi  le  Mémoire  sur  les  fonnes  quadratiques  binaires  indéfinies  à  indétermi- 
nées conjuguées  (Annales  de   Técole   normale    [de  Paris]   1,,  1884,  9 — 54). 


PmqHERLE,  SALVATORE. 


Né  à  Trieste  en  Autriche  le  11  mars  1853,  professeur  au  lycée  de  Pavia  en  1875,  profes- 
seur à  l'université  de  Bologna  depuis  1880. 

Note  sur  une  intégrale  définie.  7,  881-386. 

Sur  certaines  opérations  fonctionnelles  représentées  par  des  inté- 
grales définies.  10,  153-182. 

Quelques-uns  des  résultats  contenus  dans  ce  mémoire  ont  été  exposés  dans  les 
notes  suivantes:  Sur  une  formule  dans  la  théorie  des  fonctions  (öfvcrsigt  af 
[svenska]  vetenskapsakademiens  förhandlingar  43,  1886,  51 — 55);  Al- 
cune  osservazioni  sui  polinomi  del  prof  Appell  (Rendiconti  dclT  accademia 
dei  Lincei  [Roma]  2^,  1886,  ^:214 — 217);  Costruzione  di  nuove  espressioni 
analitiche  atte  a  rappresentare  funzioni  con  un  numéro  infinite  di  punti  singolari 
(L.  c.  3^,  1887,  i:  370— 375);  et  dans  le  mémoire  Studi  sopra  alcune  opera- 
zioni  funzionali  (Memorie  delT  accademia  delle  scienze  delT  Istituto  di 
Bologna  7^,  1886,   393  —  442). 


POINCARÉ,  HENRI. 


Né  &  Nancy  en  France  le  29  avril  1854,  ingénieur  des  mines  en  1879,  chargé  de  cours 
à  la  faculté  des  sciences  de  Caen  en  1879,  maître  de  conférences  à  la  faculté  des  sciences  de 
Paris  en  1881,  chargé  de  cours  en  1884,  professeur  de  physicpie  mathématique  en  1886  à  la 
même  faculté. 

Théorie  des  groupes  fùchsiens.  1,  1—62. 

Corrections,  tome  4,  p.  312.  —  Plusieurs  des  résultats  contenus  dans  ce  mé- 
moire ont  été  énoncés  dans  une  série  de  notes  Sur  les  fonctions  fuchsiennes  in- 
sérées dans  les  Comptes  rendus  des  séances  de  Tacadémie  des  sciences 
[de  Paris]  (92,  1881,  333—335,  395—398,  859—861,  957,  1198—1200, 
1274—1276;  93,  1881,  301—303,  581—582),  ainsi  que  dans  la  note  Sur  les 
fonctions  uniformes  gui  se  reproduisent  2>ar  des  substitutions  linéaires  (Ma them. 
Aon.  19,  1882,  553 — 564.  L'auteur  en  avait  exposé  une  partie  déjà  dans  un 
mémoire  manuscrit  présenté  en  1880  à  Tacadémie  des  sciences  de  Paris  pour  le 
concours  du  grand  prix  des  sciences  mathématiques.  —  [Analyse:]  Jahrb.  Ub.  d. 
Fortschr.  d.  Matliem.  14  (1882),  338—344.  (D[yc]k.)  —  Ballet,  d.  so.  mathém. 
7,,  1883,  130 — 133.  (J.  T[ankbry].)  —  Revue  des  travaux  scientifiques  é  (1883), 
878—879. 
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Mémoire  sur  les  fonctions  ftichsiennes.  1,  198—294. 

Corrections,  tome  4,  p.  312.  —  Comparez  les  notes  Sur  les  ftmdiwia  fuch- 
siennes  (Comptes  rendus  des  séances  de  Tacadémie  des  sciences  [de 
Paris]  94,  1882,  163  —  166,  1038—1040,  1166—1167).  —[Analyse:]  Jahrb. 
üb.  d.  Fortfiohr.  d.  Mathem.  15  (1883),  342—347.  (D[yc]k)  —  Bullet,  d.  se. 
mathém.  8,,  1884;  Revue  145  —  148.  (J.  T[annery].)  —  Revue  dee  travfiux 
scientifiques  4  (1883),  879 — 880.  —  Ces  recherches  ont  été  continuées  par 
Tauteur  dans  le  mémoire:  Les  fondions  fachsiennes  et  Varithméfique  (Jourb.  de 
mathém.    3„   1887,  405—464). 

Sur  les  fonctions  de  deux  variables.  2,  97—118. 

Les  principaux  résultats  de  ce  mémoire  ont  été  indiqués  préalablement  dans  la 
note  Sur  les  fondions  de  deux  variables  insérée  dans  les  Comptes  rendus  des 
séances  de  Tacadémie  des  sciences  [de  Paris]  96,  1883,  238 — 240.  — 
[Analyse:]  Jahrb.  üb.  d.  Fortschr.  d.  Mathem.   15  (1883),  358.    (H [amburob]b.) 

—  Bullet,   d.   se.   mathém.    8„    1884;  Revue    156.     (J.   T[annbry].)   —  Revue 
des  travaux  scientifiques  4  (1883),  883. 

Mémoire  sur  les  groupes  kleinéena  3,  49—92. 

Corrections,  tome  4,  p.  312.  —  La  plupart  des  résultats  exposés  dans  ce  mé- 
moire ont  été  énoncés  succinctement  dans  les  notes  Sur  les  fondions  fuchsiennes 
et  Sur  les  croupes  kleinéens  (Comptes  rendus  des  séances  de  l'académie 
des  sciences  [de  Paris]  92,  1881,  1484  —  1487;  98,  1881,  44—46).  — 
[Analyse:]   Jahrb.   üb.  d.  Fortschr.  d.  Mathem.    15  (1883),  348—351.  (D[yc]k.) 

—  Bullet,  d.  se.  mathém.   11„   1887;  Revue   138  —  140.     (G.  K.) 

Sur  les  groupes  des  équations  linéaires.  4,  201-811. 

Comparez  les  notes  Sur  les  groupes  des  équations  linéaires  (Comptes  rendus 
des  séances  de  Tacadémie  des  sciences  [de  Paris]  96,  1883,  691  —  694, 
1302—1304).  —  [Analyse:]  Jahrb.  üb.  d.  Fortschr.  d.  Mathem.  16  (1884), 
252-257.     (D[yc]k.) 

Mémoire  sur  les  fonctions  zétafùchsiennes.  5,  209—278. 

[Analyse.]  Jahrib.  üb.  d.  Fortschr.  d.  Mathem.  16  (1884),  252—257.  (D[yc]k.) 

Sur  un  théorème  de  M.  Fuchs.  7^  1—32. 

Le  théorème  se  rapporte  à  Tezistenoe,  en  dehors  des  équations  linéaires,  d'autres 
classes  d  équations  différentielles  dont  tontes  les  intégrales  particulières  ont  les 
mêmes  points  singuliers.  Ce  théorème  a  été  signalé  par  M.  Fucus  dans  le  mé- 
moire Über  Differentialgleichungen  deren  Integrale  feste  Vemoeigungspunkîe  besitzen 
(Sitzungsberichte  der  preussischen  Akademie  der  Wissenschaften  1884, 
699 — 710).  —  Les  principaux  résultats  de  ce  mémoire  ont  été  exposés  dans  la 
note  Sur  un  théorème  de  M,  Fuchs  (Comptes  rendus  des  séances  de  faca- 
demie  des  sciences  [de  Paris]   99,   1884,   75—77). 
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POINCARÉ,   HENRI. 

Sur  l'équilibre  d'une  maese  fluide  animée  d'un  mouv^nent  de  rotation. 

7,  259-880. 
Les  priD<ri])aax  résultats  de  ce  memoire  oot  été  exposes  dans  deux  notes  Sur 
r équilibre  d'une  masse  fluide  animée  d^un  mouvement  de  rotation  (Comptes  ren- 
dus des  sëanoes  de  lacadémie  des  sciences  [de  Paris]  100,  1885,  1068 
— 1070;  loi,  1885,  307 — 309),  Comparez  aussi  une  note  avec  le  même  titre 
(L.  c.  100,  1885,  346—348)  et  les  deux  notes  Sur  l'équUibre  d'une  masse  fluide 
mrimée  d'un  mouvement  de  rotaiûm  (Bullet,  astronom.  2,  1885,  109  —  118, 
405—413.)  —  [Analyse:]  Beiblätter  zu  den  Annalen  der  Physik  10,  1886, 
326 — 327.  (F.  A.)  —  Pour  ce  qui  concerne  le  S  5  de  ce  mémoire,  comparez 
aussi  la  note  de  M.  Maithiessen:  Sur  l'équilibre  d'une  masse  fluide  en  rotation 
(Comptes  rendus  des  séances  de  l'académie  des  sciences  [de  Paris]  102, 
1886,  857—858)  et  la  réponse  de  M.  PoincaRÉ  (L.  c.   102,   1886,  970—972). 

Sur  les  intégrales  irrégulières  des  équations  linéaires.  S,  295— S44. 

Comparez  les  deux  notes  Sur  les  intégrales  irrégulières  des  équations  linéaires 
(Comptes  rendus  des  séances  de  Tacadémic  des  sciences  [de  Paria]  101, 
1885,   939—941,  990—991). 

Sur  les  résidus  des  intégrales  doubles.  9,  821—880. 

'  Les  principaux  résultats  de  ce  mémoire  ont  été  exposés  dans  la  note  Sur  les 
résidus  des  intégrales  doubles  (Comptes  rendus  des  séances  de  l'académie 
des  sciences  [de  Paris]  102,   1886,  41—44). 

Remarques    sur   les  intégrales    irrégulières  des  équations  linéaires. 
Béponse  à  M.  Thomé.  10,  810—812. 

Cette  réponse  se  rapporte  à  la  Bemerkung  zur  Theorie  der  linearen  Differen- 
tialgleichungen publiée  par  M.  L.  W.  ThomiS  dans  le  Journ.  für  Mat  hem. 
101,    1887,  203—208. 

PRYMj   FRIEDRICH  EMIL. 

Né  à  Düren  (Rheinprovinz)  en  Allemagne  le  28  septembre  1^4 1,  professeur  à  recelé  po- 
lytechnique de  Zurich  en  1865,  professeur  à  l'aniversité  de  WUrzburg  depuis  1869. 

Ein  neuer  Beweis  fur  die  Riemann'sche  Thetaformel.  3^  201-215. 

[Analyse:]  Jahrb.  üb.  d.  Fortschr.  d.  Mathem.  14  (1882),  419—428.  (H. 
St[ahl].)  —  Bullet,  d.  sc.  mathém.   11„   1887;  Revue  144.     (G.  K.) 

Ableitung  einer  allgemeinen  ThetaformeL  *  3,  216-239. 

[Analyse:]  Jahrb.  üb.  d.  Fortschr.  d.  Mathem.  14  (1882),  419—428.  (H. 
St[ahl].)  —  Bullet,  d.  se.  mathém.   11„   1881;  Revue  144—145.     (0.  K.)     . 

Ober  die  Verallgemeinerung  der  Riemann'schen  Thetaformel. 
Voir  Krazer. 
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REYE,  THEODOR.    • 

Né  à  Guxhaven  en  Allemagne  le  20  juin  1838,  mattre  de  conférences  à  l'école  polytech- 
nique de  Zürich  en  1863,  professeur  à  la  même  école  en  1867,  professeur  à  Técole  polytech- 
nique d' Aachen  en  1870,  depuis  1872  professeur  à  l'uniTersite  de  Strasbourg. 

Dads  Problem  der  Conflgurationen.  1,  »B— %. 

[Analyse:]   Jahrb.   üb.    d.  Fortscbr.  d.  Mathem.  14  (1882),  546—647.     (W. 
St[ahl].)  —  Bullet,  d.  sc.  mathém.  8„   1884;  Revue  138.     (J.  T[annbry].) 
Die  Hexaeder-  und  die  Octaêder-Conflgurationen  (12^,  16,).    1,  97—108. 
Avec  une  planche.  —  [Analyse:]  Jahrb.  ttb.  d.  Fortschr.  d.  Mathem.  15  (1883), 
549—550.     (L[am]p[e].) 

RUNGE,  CARL. 

Né  à  Bremen  le  30  août  1856,  maître  de  conférences  à  l'université  de  Berlin  en  1883, 
professeur  h  l'université  de  Hannover  depuis  1886. 

Zur  Theorie  der  eindeutigen  analytischen  Functionen.  6,  229—244. 

Zur  Theorie  der .  analytischen  Functionen.  6,  245—248. 

Entwicklung  der  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  in  Summen 

von  rationalen  Functionen  der  CoefQcienten.  6,  806—818. 

Ober  die  auflösbaren  Gleichungen  von  der  Form  oc"  +  ux  +  v  =  o. 

7,   178-186. 

Über  die  Darstellung  willkürlicher  Functionen.  7,  887-892. 

8CHEEFFER,  karl  ludwig. 

Né  à  Königsberg  i/Pr.  le  1  juin  1859,  maîtra  de  conférences  k  l'université  de  München 
en  1884,  mort  à  München  le  11  juin  1885. 

Beweis  des  Laurent'schen  Satzes.  4:>  875—889. 

[Analyse:]  Jahrb.  Üb.  d.  Fortschr.  d.  Mathem.  16  (1884),  350—351.  (H[uK: 
wit]z.) 
Allgemeine  Untersuchungen  über  BectiÛcation  der  Ourven.     &»  49—82. 

Comparez  la  note  de  M.  P.  düBoi8-Reymont>  dans  le  tome  6,  p.  167 — 
168.  —  [Analyse:]  Jahrb.  üb.  d.  Fortschr.  d.  Mathem.  16  (1884),  338—339. 
(St[olz].) 

Zur  Theorie  der  stetigen  Functionen  einer  reellen  Veränderlichen. 

5,  188-194,  279-296. 
[Analyse:]    Jahrb.    üb.    d.   Fortsohr.  d.  Mathem.   16  (1884),  340.     (St[olz].) 

SCHERING^  ERNST  CHRISTIAN  JULIUS. 

Né  ti  Sandbergen  an  der  Elbe  (pros  Lüneburg)  en  Allemagne  le  IB  juillet  1883,  mattre 
d©  conférences  a  l'université  de  Göttingen  en  1859,  professeur  extraordinaire  k  la  même  uni- 
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SCHERING,    ERNST    CHRISTIAN    JüLIüS. 

veralte   en    1860,    professeur   ordinaire   et  eu   même  temjts  un  des  directeurs  de  l'obserTatoire 
astronomique  depuis  1868. 

Zur  Theorie  der  quadratischen  Reste.  1,  158-170. 

[Analyse:]    Jahrb.   üb.    d.  Fortschr.  d.  Matheiu.   15  (1883),   141.     (S[imo]n.) 
—  Bullet,  d.  sc.  mathëm.   8„   1884;  Revue   143  —  144.     (J.  T[annery].) 

[Zur  Theorie  der  Leibrenten.] 

Voir  Malmsten. 

SCHLÄFLI,  LUDWIG. 

Né  à  Grasswyl  (Canton  Bern)  en  Suisse  le  15  janvier  1814,  maître  de  conféreucea  à  Tuni- 
versité  de  Bern  en  1847,  professeur  ii  la  môme  université  depuis  1853. 

00 

über  /  ?Î5-^ — ^^  und  verwandte  Integrale.  7,  187—196. 

J     8111  hx     \   +  X*  ^  ' 


0 


•SCHROETER,  Heinrich  eduard. 

Né  à  Königsberg  i/Pr.  le  8  janvier  182î^,  maître  de  conférences  à  l'uni  versité  de  Broslau 
en  1855,  depuis  1861  professeur  ordinaire  à  la  même  université. 

Beiträge  zur  Theorie  der  elliptischen  Funktionen.  5,  205-208. 

1.  Demonstration  dune  formule  duo  à  M..  Caylky  (comparez  la  note  de 
M.  Hermite:  Sur  une  relation  donnée  par  M,  Gayley  dans  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques,  dans  le  tome  1,  1883,  p.  3C8 — 370).  2.  Formes  irrationnelles  des 
équations  modulaires  pour  les  transformations  du  5*,  1 T,  23*^  degré.  —  [Analyse:] 
Jahrb.  üb.  d.  Fortschr.  d.  Mathem.   16  (1884),  409—410.     (M[üller].) 

SCHUBERT,   HERM  ANN, CÄSAR  HANNIBAL. 

Né  à  Potsdam  en  Allemagne  le  22  mai  1848,  depuis  1876  professeur  de  mathématiques 
à^  la  »Gelehrtenschule»  de  Hamburg. 

Ânzahl-Bestinaimungen  für  lineare  Räume  beliebiger  Dimension. 

8,  97-118. 

SCHWERING,  KARL. 

Né  à  Osterwick  (Westphalen)  en  Allemagne  le  28  septembre  1846,  maître  de  conférences 
à  l'université  de  Münster  en  1872,  professeur  de  mathématiques  au  lycée  de  Brilon  en  1875, 
ensuite  an  lycée  de  Coesfeld  depuis  1878. 

Über  gewisse  trinomische  komplexe  Zahlen.  10,  57-86. 

Correction  à  la  suite  de  la  table  des  matières  du  tome   10. 

Acta  mathematiea.    10.    Imprimé  1«  12  Novembre  1887.  48 
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SONINE,  NIKOLAJ. 

Né  &  Toula  en  Russie  le  22  février  1849,  maître  de  conférences  à  l'université  de  Varszawa 
en  1872,  professeur  extraordinaire  à  la  même  université  en  1877,  professeur  ordinaire  depuis  1879. 

Sur  la  généralisation  d'une  formule  d'Abel.  4,  171-176. 

La  formule  dont  il  s'agit  se  rapporte  au  calcal  inverse  des  intégrales  définies.  — 
[Analyse:]  Jahrb.  üb.  d.  Fortscbr.  d.  Mathem.  16  (1884),  354—356.  (H[ubwit]z.) 
—  Réimprimé  en  russe  avec  quelques  additions  dans  les  3anHCKH  HoBOpocciiiCKaro 
06mecTBa  EcTecTBOHcnuTaTejieft  (O^ecca),  1885  [Mémoires  de  la  société  des 
naturalistes  de  la  Nouvelle  Russie  à  Odessa]. 

SPARRE,   MAGNUS  LOUIS  MARIE  ns. 

Né  h  Mannenbach  (canton  de  Thurgan)  en  Suisse  le  12  mai  1849,  sons-lieutenant  d'ar- 
tillerie en  1870,  lieutenant  en  1872,  capitaine  en  1875,  démissionnaire  en  1876,  professeur  de 
mathématiques  k  la  faculté  catholique  des  sciences  de  Lyon  depuis  1882. 

Sur  réquation  ^-f  +    21/ — +  2u. 21;, ^ 

a«'       L  dn  X  '      en  a;  '      sn  «     J  (l.r 

[I  (111*  X 

—,-(^3  —  »^t)K  +  ^,  +  i)  +  — F^(^2  —  *^.)K  +  ^.  +  0 

k*  en*  X  "1 

+    j^,^   (n,  —  u){n^  +u+i)  +  A:'sn»a?(n  +  v  +  v^  +  v,)(n  —  »^  —  v,  —  v,  +  i)  +  A  I  v, 


équation  où  v,  1;, ,  v, ,  désignent  des  nombres  quelconques,  n, n, , }?, ,  92, 
des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs,  et  h  une  constante  ar- 
bitraire. 3,  105-140.  289-821. 

Deux  mémoires.  —  [Analyse:]  Jahrb.  üb.  d.  Fortscbr.  d.  Mathem.  16  (1884), 
277—279.  (H[AMBURaE]B.)  —  Bullet,  d.  se.  mathem.  11^,  1S87;  Revue  140 
-142.     (G.  K.) 

STAUDE,  OTTO. 

Né  h  Limbach  (Sachsen)  en  Allemagne  le  27  mars  1857,  maître  de  conférences  h  Tuni- 
versité  de  Breslau  en  1883,  professeur  t\  l'université  do  Dorpat  depuis  188G. 

Über  hyperelliptische  Integrale  zweiter  und  dritter  Gattung.  8,  81-92. 
Ces  recherches  ont  été  poursuivies  dans  les  mémoires  suivants:  Über  Verall- 
gemeinermgen  des  Oraves'schefi  Theorems  in  der  analytischen  Mechanik  (Berichte 
der  Sachs.  Qesellsch.  d.  Wissensch.  1886;  Mathem.  Cl.  199 — 206);  Über 
periodische  und  bedingt  periodische  Bewegungen  (Sitzungsber.  d.  Naturforscher- 
Ge«ell8chaft  bei  der  Univ.  Dorpat  1886);  über  eine  Qaiiung  doppelt  reell 
periodischer  Functionen  zweier  reeller  Veränderlicher  (Mathem.  Ann.  29,  1887, 
467 — 485);  Über  bedingt  periodische  Bewegungen  (Sitzungsber.  der  Natur  f.- 
Gesellsch.  bei  der  Univ.  Dorpat  1887),  ainsi  que  dans  le  memoire  signalé 
ci- après. 
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STAUDE,  orm. 
Über  eine  Gattung  transcendenter  Raumcoordinaten.  10,  183-200. 

Comparez  les  indications  relatives  au  mémoire  précédent. 

STEEN,   ADOLPH. 

Né  à  Kjöbeobavn  le  7  octobre  1816,  professeur  de  mathématiques  ù  Técole  polytechnique  de 
KjöbeubavQ  en  1853  et  en  même  temps  à  l'université  de  la  même  ville  à  partir  de  1861,  in. 
spcctenr  des  écoles  de  Danemarc  en  1875,  mort  à  Kjöbeuhavn  le  10  septembre  1886. 

Note  sur  certaines  équations  différentielles  linéaires.  3,  277—282. 

[Analyse:]  Jahrb.  üb.  d.  Fortschr.  d.  Mathem.  16(1884),  276—277.  (H[am- 
bubge]b.)   —  Bullet,  d.  se.  mathém.'  H,,   1887;  Revue   145  —  146.     (6.  K.) 

STENBERG,  emil  arvid. 

Né  à  Helsingfors  eu  Finlande  le  14  février  1858,  miiitre  de  conférences  à  l'université  de 
Helsiugfors  eu  1886^ 

Einige   Eigenschaften  der  linearen  und  homogenen  Differentialglei- 
chungen. 8,  119—154. 

Extrait  d'uoo  tbèse  publiée  avec  le  mâmc  titre  eu  1885  et  présentée  à  l'uni- 
versité de  Helsingfors  pour  obtenir  le  grade  de  doctorat. 

Sur  un  cas  spécial  de  l'équation  différentielle  de  Lamé.     10,  339—348. 

STERN.  MOiUTZ. 

Né  h  Frauktfurt  u/M.  eu  Allcmaguc  le  29  juin  1807,  niuître  de  conférences  h  l'université 
du  Güttiugeu  eu  1829,  professeur  extraordiuaire  k  la  même  uuiversité  en  1848,  professeur 
ordinaire  depuis  1859. 

Eine  Bemerkung  über  Divisorensummen.  6,  327-328. 

Comparez  la  note  do  M.  Zklleb,  insérée  dans  le  tome  4,  p.   415 — 416. 

Sur  un  théorème  de  M.  Hermite  relatif  à  la  fonction  E{x),    8,  93—%. 
Le   tbéorcmo   dont  il   sagit   a   été   signalé  par  M.  Hermite  dans  le  tome  5, 
p.   H15. 

Sur  la  valeur  de  quelques  séries  qui  dépendent  de  la  fonction  E(x). 

10,  53-56. 

Correction  à  la  suite  de  la  table  des  matières  du  tome   10. 

STIELTJES,  THOMAS  jean. 

Né  à  ZwoUe  en  Pays-Bas  le  2d  décembre  1850,  astrouome  adjoiut  à  L'observatoire  de  Leiden 
IQTJ—lSSSy  chargé  de  cours  à  la  faculté  des  sciences  de  Toulouse  depuis  1886. 

Un  théorème  d'algèbre.  6,  319-320. 

Comparez  la  note  de  M.   Netto  i  nacrée  dans  le  tome  1),  p.   liU5  —  000. 
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STIELTJES,  THOMAS  jean. 

Sur  certains  polynômes  qui  vérifient  une  équation  différentielle  linéaire 
du  second  ordre  et  sur  la  théorie  des  fonctions  de  Lamé. 

6,  321-326. 

Note  sur  xm  développement  de  Tintégrale  Je^^dx.  9,  167—176. 

0 

Sur  les  racines  de  Téquation  X«  =  o.  9,  386-400. 

00 

Table  des  valeurs  des  sommes  S  t  =  Z/*-*.  10,  2W— 802. 

TCHEBYCHEFF,  pafnutij. 

Né  à  Borowsk  (près .  Moskwa)  en  Rassie  le  14  mai  1821,  agrégé  à  l'académie  des  sciences 
de  S:t  Pétersbourg  en  1853,  membre  ordinaire  de  la  même  académie  depuis  1859,  ci-devant  pro- 
fesseur à  l'université  de  S:t  Pétersbourg. 

Sur  la  représentation  des  valeurs  limites  des  intégrales  par  des  résidus 
intégraux.     Traduit  du  russe  par  Sophie  Kowalevski.  9,  35—56. 

Traduction  du  mémoire:  0  npeACTaBJeHÎH  npe;i,*Jïi>HHX'b  seJiHMHHi  HHTer- 
pajTOBt  nocpeACTBOM-L  HHTerpa.ibHHXi  bh^gtobt».  CaHKT-ITeTepByprb  1885. 
(Appendice  au  tome  51   des  Annales  de  facadémie  des  sciences  de  S:t  Pétersbourg.) 

Sur  les  sommes  composées  des  coefQcients  des  séries  à  termes  positifs. 

VALENTINER,  Hermann. 

Né  à  Gjorslöv  (Sjaeland)  en  Danemarc  le  8  mai  1850,  professeur  de  mathématiques  à  l'école 
supérieure  militaire  à  Ejobenbavu  en  1887. 

Zur  Theorie  der.Raumcurven.  2,  136-230. 

Ce  mémoire  contient  une  extension  et  yn  remaniement  de  la  thèse:  Bidrag  til 
Rumcurvernes  Theorie  (Kjöbenhavn  188J).  —  [Analyse:]  Jahrb.  Ub.  d.  Forlschr.  d. 
Mathem.  15  (1883),  563—565.  (R[oh]n.)  —  Bullet,  d.  sc.  mathém.  8,,  1884; 
Revue   157  —  159.     (J.  T[anneby].) 

WEBER,   HEINRICH. 

Né  à  Heidelberg  eu  Allemagne  le  5  mars  1842,  maîtra  de  conférences  à  l'université  de 
Heidelberg  1866 — 1869,  professeur  extrnoi-dinaire  à  la  même  université  en  1869,  professeur  à 
l'école  polytechnique  de  Zürich  1870—1875,  à  l'université  de  Königsberg  1875 — 1883,  à  l'école 
polytechnique  de  Berlin  1883—1884,  à  l'université  de  Marburg  depuis  1884. 

Zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen.  6,  329—416. 

Theorie  der  Abel'schen  Zahlkörper.  I.  Abersohe  Körper  und  Kreiskörper. 
II.  Über  die  Anzahl  der  Idealolassen  und  die  Sinheten  in  den  Kreis- 
körpern^  deren  Ordnung  eine  Potenz  von  2  ist.  HI.  Der  Eroneoker^sohe 
SatE.     IV.    Über  die  Bildung  Abersoher  Körper  mit  gegebener  Gruppe. 

8,  193-263.   9,  105-130, 
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WEIERSTRASS,  karl. 

Né  à  Osterfelde  (Regierungsbezirk  Miitister)  eu  Allemagne  le  SI  octobre  1816^  professeur' de 
mathématiques  à  Deutsch-Crooe  en  1842  et  ù  Braunsljerg  en  1848,  professeur  extraordinaire  à 
runiversité  de  Berlin  et  à  1  école  des  arts  et  des  mëtici-s  (Gewcrbc-Institut)  en  1856,  professeur 
ordinaire  à  la  même  université  depuis  18G4. 

Sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.     Traduit  de  raUemand  par  A. 

Pautonnier.  6,  169-228. 

Le  texte  allemand  de  ce  mémoire  a  été  publié  avec  le  titre:  Zur  Theorie  der 

elliptischen  Functionen  dans  les  Sitzungsberichte  der  prcussischon  Akademie 

der  Wiascnichaften   1883,   95  — 105,    163— 173,  621—647. 

[Eine  Integrationsmethode  für  lineare  partielle  Differentialgleichungen]. 

Voir    KOWALEVSKI. 


WEINGARTEN,  Julius. 


Xé  h  Berlin  le  25  mara  1836,  profencur  à  l'académie  royale  dea  architectes  (Bauakademie) 
de  Berlin  depuis  1864. 

Zur  Theorie  des  Flächenpotentials.  10,  303-309. 

ZELLER,  CHRISTIAN  JULIUS  JOHANNES. 

Né  &  Mühlbaueen  près  Stuttgart  en  Allemagne  le  24  juin  1822,  profVsstmr  de  maUiéma- 
tiques  au  Béminaire  de  Schoenthal  1848—1851,  curé  à  Schöckiugen  eu  1854,  depuis  1874  recteur 
au  séminaire  de  MarkgroDÎDgen  (Wurtemberg). 

Zu  Eulers  Recursionsformel  für  die  Divisorensummen.  4,  415-416. 

Comparez  la  note  de  M.  Stebn  insérëc  dans  le  tome  6,  p.  327 — 328.  — 
[Analyse:]  Jahrb.  üb.  d.  Fortschr.  d.  Mathem.  16(1884),  147—148.    (8[imo]n.) 

Kalender-Formeln.  9,  181-186. 

Ces  formules  ont  été  signalées  aussi  dans  la  note  :  Frohlema  duplex  calendarii 
fundamentale  (Bullet,  de  la  soc.  mathùm.  de  France  7,  1883,  59  —  61)  et 
dans  les  Mathematisch-naturwissonsohaftlichc  Mittheilungen  (Tübingen) 
Heft  2,    1885,  p.   54. 

ZEUTHEN^  HIERONYMUS  GEORG. 

Né  à  Grimstnip  (Jylland)  en  Dauemarc  le  15  février  1839,  maître  de  couféreuces  à  l'uni- 
versité de  Kjöbenhavu  en  1871,  professeur  extraordinaire  à  la  môme  uuiversité  en  1883,  pro- 
fesseur ordinaire  depuis  1886. 

Sur  un  groupe  de  théorèmes  et  formules  de  la  géométrie  énumérative. 

1,  171-188. 

L'auteur  présente  une  formule,  qu'il  avait  indiquée  précédemment  dans  la  note 
Nouvelle  démonstration  de  théorèmes  sur  les  séries  de  points  correspondants  sur 
deux  courbes  (Mathem.  Ann.  3,  1870,  150  — 156),  sous  une  forme  due  à  M. 
Halphen   (voir   la  note   Sur  les  correspondances  entre  les  points  de  deux  courbes^ 
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ZEUTHEN,    HIEUONYMUS    GEORG. 

Bulletin  de  la  soc.  mathëm.  de  France  5,  1877,  7 — J8).  —  [Analyse:] 
Jahrb.  üb.  d.  Fortschr.  d.  Mathem.  15  (1883),  566—568.  (Sch[ubke]t.)  — 
Bullet,  d.  sc.  mathém.  8,,  1884;  Revue  144—145  (J.  T[ANNERy].)  —  A  ce 
memoire  se  rattache  une  note  Sur  un  problème  de  Steiner  publiée  dans  le  Bullet, 
d.  se.  mathdm.    11,,   1887,   82—86. 

Sur  les  pentaèdres  complets  inscrits  à  une  surface  cubique.    5,  208—204. 
Cette  note  fait  suite  à  l'article  précédent  de  M.  Le  Paioe;  Nouvelles  recherches 
biir    les    surjaces    du    troisième    ordre,    —    [Analyse:]    Jahrb.    üb*  d.  Fortschr.  d. 
Mathem.   16  (1884),  592.     (R[einhae]dt.) 


N.  H.  Abel. 

Portrait  (héliotypic)',  au  commencement  du  tome   1. 

Weierstrass. 

Portrait  (héliotypic);  au  commencemcut  du  tome  7. 

[Avant-propos  de  la  rédaction.] 

'  Au  commencement  du  tome   1   (2  pages).  —  En  allemand  et  en  français. 

[Annonce  de  la  mort  de  Hj.  Holmgren  et  G.  J.  Malmsten.] 

Au  commencement  du  cahier  7  :  4  (2  pages). 

[Communication   sur  un   prix   de   mathématiques   fondé   par  le   roi 
Oscar  IL]  7,  i-VL 

En  allemand  et  en  français.  —  Cette  communication  a  aussi  été  publiée  sé- 
parément en  suédois,  danois,  français,  allemand  et  anglais.  —  [Reproductions  ou 
traductions:]  Paris,  Acad.  d.  se.  Comptes  rendus  101,  1885,  531  —  533.  — 
Revue  scientifique  36,  1885,  318—319.  —  Giorn.  di  matem.  23,  1885,  244 
— 246.  —  Deutsche  Litteraturz.  6,  1885,  1254 — 1255.  —  Leipzig,  Astronom. 
Gesellsch.,  Yierteljahrsschr.  20,  1885,  210 — 213.  —  Quarterly  j  ou  rn.  of  mathem. 
21,  1886,  209 — 212.  —  Washington,  Smithsonian  Institution,  Annual  report 
1885,  n°  1,  331—333.  —  Cronica  cientifica  9,  1886,  34 — 36  (en  espagnol).  — 
*H3MK0-MaTeMaTH«iecKui  HayKM  1,   1885,  B:193 — 196  (en  russe). 

Preisaufgabe    der   flirstlich   Jablonowski'schen   Gesellschaft  fiîr  das 
Jahr  1889.  8,  264. 
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BERGER.  DÉDUCTION  DE  QUELQUES  FORMULES  ANALYTIQUES  d'üN  THEO- 
REME   ÉLÉMENTAIRE    DE    LA    THÉORIE    DES   NOMBRES.  9,    301—320. 

HACKS.     Einige  Sätze  über  Summen  von  Divisoren.      9,  177  —  181. 
HACKS.     Über  Summen  von  orössten  Ganzen.  10,  1—52. 

HERMITE  ET  LIPSCHITZ.  SUR  QUELQUES  POINTS  DANS  LA  THÉORIE  DES 
NOMBRES.  2,    299  —  304. 

HERMITE.  Sur  QUELQUES  CONSÉQUENCES  ARITHMÉTIQUES  DES  FORMULES 
DE    LA    THÉORIE    DES    FONCTIONS    ELLIPTIQUES.  6,    297—330. 

HOLST.  Beweis  des  Satzes  dass  eine  .jede  algebraische  Gleichung 
EINE  Wurzel  hat.  8,  155— 160. 

LAGUERRB.       Suil     QUELQUES     POINTS     DE     LA    THÉORIE    DES    ÉQUATIONS 

NUMÉRIQUES.  4,    97  —  120. 

LIPSCHITZ.     DÉDUCTION    ARITHMÉTIQUE    d'UNE    RELATION    DUE    A  JaCOBL 

7,  95-100. 
LIPSCHITZ.    Beweis   eines   Satzes   aus   der  Theorie  der  Substitu- 
tionen. 10,  137  —  144. 
LGRIA.     Sur  une  démonstration  du  théorème  fondamental  de  la 

THÉORIE    DES    ÉQUATIONS    ALGÉBRIQUES.  9,    71  —  72. 

MINKGAVSKI.  UNTERSUCHUNGEN  ÜBER  QUADRATISCHE  FoRMEN.  I.  BE- 
STIMMUNG DER  Anzahl  versc;hiedener  Formen,  weix'HE  ein  oeoebenes  Genies  enthält. 

7,   201—258. 

MGLK.     Sur  une  notion  qui  comprend  celle  de  la  divisibilité  et 

SUR    LA    théorie    GÉnÉRALE    DE    l/ ÉLIMINATION.  6,    1  — 16f). 

NETTG.     Zur  Theorie  der  Discriminanten.  1,  371—399. 

NETTG.     Zur  Theorie  der  Elimination.  7,  101—104. 

NETTG.     Über  orthogonale  Substitutionen.  9,  295  —  300. 
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NOETHBR.     Über  die  redüctiblen  algebraischen  Cürvex. 

8,  161—192. 
RUNGE.     Entwicklung    der    Wurzeln    einer    algebraischen   Glei- 
chung IN  Summen  von  rationalen  Functionen  der  Ooefficienten. 

6,  305—318. 
RUNGE.     Über  die  auflösbaren  Gleichungen  von  der  Form 

x'  +  ux  +  V  =  o.  7,  173— 18ß. 

SCHERING.     Zur  Theorie  der  quadratischen  Reste.    1,  153— 170. 
8CHWER1NG.     Über  gewisse  trinomiscue  komplexe  Zahlen. 

10,  57—86. 
STERN.     Eine  Bemerkung  Ober  Divisorensummen.  6,  327—328. 

STERN.  Sur  UN  THÉORÈME  DE  M.  Hermite  relatif  a  la  fonction 
E{x).  8,  93—96. 

STERN.  Sur  la  valeur  de  quelques  séries  qui  dépendent  de  la 
fonction  E{x).  10,  53—56. 

STIELTJES.      Un  THÉORÈME  d'algèbre.  6,  319—320. 

STIELTJES.     Sur  les  racines  de  l'équation  X.  =  o.     9,  385—400. 

WEBER.  Theorie  der  Abel'schen  ZahlkOrper.  I.  Abel'sche  Körper 
UND   Kreiskörper.     II.    Über  die  Anzahl  der  Idealclascjen  und  die  Einheiten  in 

DEN    KrEISKÖRPERN,    DEREN    ORDNUNG    EINE    POTENZ    VON    2    IST.       III.      DeR  KrONECKER'- 

scHE  Satz.     IV.    Über  die  Bilduno  AbelV^her  Körper  mit  gegebener  Gruppe. 

8,   193—263;   9,   105  —  130. 
ZELLER.     Zu   Eulers   Recursionsformel  fCr    die  Divisorensummen. 

4,  415—416. 
ZELLER.     Kalender-Formeln.  9,  131—136. 

2.  WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG.   —  THÉORIE 

DES  PROBABILITÉS. 

LINDELÔF.     Une  question  de  rentes  viagères.  3,  97  —  101. 

MALMSTEN.     ZuR  THEORIE  DER  Leibrenten.  1,  63—76. 

3.  ALLGEMEINE  FUNKTIONENTHEORIE.  —  THÉORIE 

GÉNÉRALE  DES  FONCTIONS. 

BENDIXSON.  Quelques  théorèmes  de  la  théorie  des  ensembles  de 
points.  2,  415—429. 

CANTOR.  Sur  une  propriété  du  système  de  tous  les  nombres  algé- 
briques réels.  2,  305—310. 
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CANTOR.  Une  contribution  a  la  théorie  des  ensembles.  2,  811— 328. 

CANTOR.    Sur  les  séries  trigonométriques.  2,  329—335. 

CANTOR.    Extension  d'un  théorème  de  la  théorie  des  séries  tri- 
gonométriques. 2,  336—348. 

CANTOR.    Sur  les  ensembles  infinis  et  linéaires  de  points.    I — IV. 

2,  349—380. 

CANTOR.    Fondements  d'une  théorie  générale  des  ensembles. 

2,  381—408. 

CANTOR.    Sur  divers  théorèmes  de  la  théorie  des  ensembles  de 

POINTS    SITUÉS    dans    UN    ESPACE    CONTINU    A    N  DIMENSIONS.      PeemIÈEB  COM- 
MUNICATION.  2,    409—414. 

CANTOR.    De  la  puissance  des  ensembles  parfaits  de  points. 

4,  381—392. 
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MENGEN     IN     EINEM    tl-FACH     AUSGEDEHNTEN     STETIGEN     RaUME     O^.       Zweitb 
MlTTHSIIiUNO.  ^  7,    1.05  — 124. 

DU  BOI8-RBYMOND.    Über  den  Begriff  der  [iÄNGE  einer  Curve. 

6,  167—168. 

MALMSTEN.      SUR   LA    FORMULE 

hu:=  Au^-l.  Au:  +  ^.  Au'J  -^^.  AuV  +  etc. 

5,   1—46. 

MARKOFF.       Sur    UNE     QUESTION     DE     MAXIMUM     ET     DE  "  MINIMUM     PRO- 
POSÉE PAU  M.  Tchebycheff.  9,  57—70. 
PHRAGMËN.    Beweis  eines  Satzes  aus  der  Mannigfaltigkeitslehre. 

6,  47—48. 
PHRAOMÊN.  Über  die  Begrenzungen  von  Continua.  7,  43—48. 
RUNOB.     Über  die  Darstellung  willkürlicher  Functionen. 

7,  387-392. 
SCHEBFFER.     ALLGEMEINE  Untersuchungen  Ober  Rectification  der 

CüRVEN.  6,   49  —  82. 

8CHEEFFBR.     Zur  Theorie  der  stetigen  Funktionen  einer  reellen 

Veränderuchen.  5,  183-^194,  279—296. 

80NINB.    Sur  la  qénéralisation  d'une  formule  d'Abel.  4,  171—176. 

8TIELTJBS.     Note   sur  un  développement  de  l'intégrale    fe'^dx. 

0 

9,   167—176. 

^  Aeta  mathematica.    10.    Imprimé  le  »  NoT«mbr«  1887.  40 
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ARCS    DE   CERCLE.  1,    145  —  152. 

APPELL.  Sur  une  classe  de  fonctions  de  deux  variables  indépen- 
dantes. 2,  71—80. 

BENDIX80N.  Sur  une  extension  a  l'infini  de  la  formule  d'inter- 
polation DE  Gauss.  9,  l-r34. 

aOURSAT.    Sur  un  théorème  de  M.  Hermite.  1,  189—192. 

aOURSAT.    Sur  une  classe  de  fonctions  représentées  par  des  inté- 

GRALFÄ   DÉFINIFÄ  2,    1  —  70. 

GOÜRSAT.       DÉMONSTRATION    DU    THÉORÈME    DE   CaUCHY.      4,  197  —  200. 

QOURSAT.    Sur  une  classe  d'intégrales  doubles.  5,  97—120. 

LERCH. ,   Un  théorème  de  la  théorie  des  séries.  10,  87-^88. 

"MITTAG-LEFFLER.  Sur  LA  représentation  analytique  des  fonc- 
tions monogènes  uniformes  d'une  variable  indépendante.        4,  .1—79. 

MITTAQ-LEFPLER.      DÉMONSTRATION    NOUVELLE   DU   THÉORÈME   DE  LAU- 
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PINCHERLE.     Note  sur  une  intégrale  définie.              7,  381—386. 
PINCHERLE.     Sur  certaines  opérations  fonctionnelles  représentées 

PAR    des    intégrales   DÉFINIES.  10,    158  —  182. 

POINCARÉ.  Sur  les  fonctions  de  deux  variables.  2,  97—113. 
POINCARÉ.  Sur  les  résidus  des  intégrales  doubles.  9,  321—380. 
RUNOE.     Zur  Theorie  der  eindeutigen  analytischen  Functionen* 
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RUNGE..  Zur  Theorie  der  analytischen  Functionen.     6,  245—248. 
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8CHEBFFBR.    Beweis  des  Laurent'schen  Satzes.  4,  375—380. 

00 

8CHLÀFLL     Über    /   !  V^  — -^  und  verwandte  Integrale. 
J  embz    i  +  X* 

0 

7,  187-196. 


5.     THEORIE  DER  ANALYTISCHEN  FUNKTIONEN.     BESON- 
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ANALYTIQUES.     FONCTIONS  SPECIALES. 

BOURGUBT.     Note  sur  les  intégrales  eulÉiuennes.     1,  295—296. 
BOURG  ÜBT.     Sur  quelques  intégrales  définies.  1,  363—367. 

BOURGUBT.     Sur  les  intégrales  eulériennes  et  quelques  autres 

FONCTIONS    UNIFORMES.  2,    261  —  295. 

BOURGUBT.     Sur  la  FONCTION  eulérienne.  2,  296—298. 

CASORATI.     Les  fonctions  d'une  seule  variable  a  un  nombre  quel- 
conque DE  périodes.  8,  345—359. 
CASORATI.     Les   lieux    fondamentaux    des  fonctions  inverses  des 

INTÉGRALES     AbÉLIENNES     ET    EN    PARTICULIER    DES    FONCTIONS    INVERSES    DES 
INTÉGRALES    ELLIPTIQUES    DE    2°*    ET    S""*    ESPECE.  8,    360—386. 

FALK.    Beweis  eines  Satzes  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Func- 
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HBRMITB.    Sur  une  relation  donnée  par  M.  Cayley,  pANS  la  théorie 

DES    FONCTIONS   ELLIPTIQUES.  1,    368—370. 

HBRMITB    ET   FUCH8.      SuR   UN   DÉVELOPPEMENT  EN  FRACTION  CONTINUE. 

4,  89—92. 

HBRMITB  ET  LIPSCHITZ,  SuR  l'uSAGE  DES  PRODUITS  INFINIS  DANS 
LA    THÉORIE    DES   FONCTIONS    ELLIPTIQUES.  4,    193  —  196. 

HUMBBRT.  Sur  LES  INTÉGRALES  ALGÉBRIQUES  DE  DIFFÉRENTIELLES  AL- 
GÉBRIQUES. 10,  281-298. 

KOBB.    Sur  le  mouvement  d'un  point  matériel  sur  une  surface  de 

RÉVOLUTION.  10>   89  —  108. 

KOWALBVSKI.    Über  die  Reduction  einer  bestimmten  Klasse  Abï:l'- 
SCHER-  Integrale  3*'''  Ranges  auf  elliptische  Integrale.    4,  393—414» 
KRAUSB,    Sur  I/a  transformation  .  des  fonctions  elliptiques. 

3,  93—96. 
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/    KRAUBB.     Sur   LA  TBANSfOKMATION  DJfi8  FONCTIONS  HTFKRBLUFTIQUK  DE 
PREMIER   ORDRE.  3,    153  —  180. 

KRAX7SB.    Sur  le  multiplicateur  des  fonctions  hyperelliptiques  de 

PREMIER    ORDRE«  3,    283—288. 

KRAZBR  UND  PRYM.  Über  die  Verallgemeinerung  der  Riemann'- 
SCHEN  Thetaformel.  3,  240—276. 

MBLLIN.     Über    die  transcendente  Function   Q{x)  =  r{x)  —  P{^)' 

2,  231—232. 

MBLLIN.     Eine  Verallgemeinerung  der  Gleichung 

/'(i  +  x)r(i  —x)  =-T^^-  3,  102-104. 

MBLLIN.  Über  gewisse  durch  die  Gammafunction  ausdrOckbare 
unendliche  Producte.  3,  322— 324. 

MBLLIN.    Zur  Theorie  der  Gammafünction.  8,  37— 80. 

PHRAOMËN.   Sur  UN  théorème  concernant  les  fonctions  elliptiques. 

7,  33—42. 

PICARD.  Sur  une  classe  de  groupes  discontinus  de  substitutions 
linéaires  et  sur  les  fonctions  de  deux  variables  indépendantes  res- 
tant xIN  variables  PAR  CES  SUBSTITUTIONS.  1,   297—320. 

PICARD.  Sur  des  fonctions  de  deux  variables  indépendantes  ana- 
loguf^  aux  fonctions  modulaires.  3,  114—135. 

PICARD.  Sur  les  formes  quadratiques  ternaires  indéfinies  a  indé- 
terminées conjuguées  et  sur  les  fonctions 'iiyperfuchsiennes  corres- 
pondantes. 5y  121—182. 

POINCARÉ.     Théorie  des  groupes  fuchsiens.  1,  1—62. 

POINCARÉ.     mémoire  sur  les  fonctions  fuchsiennes.     1,  193—294. 

POINCARÉ.       MÉMOIRE   SUR    les    GROUPES    KLEINÉENS.  3,    49—92. 

POINCARÉ.    MÉMOIRE  SUR  LES  FONCTIONS  ZÉTAFUCHSIENNES.    6,209—278. 

PRYM.    Ein  neuer  Beweis  für  die  Riemann'sche  Thetaformel. 

3,  201— 215* 
PRYM.  Ableitung  einer  allgemeinen  Thetaformel.  3,  216—239. 
8CHROBTBR.    Beiträge  zur  Theorie  der  elliptischen  Funktionen. 

6,  205—208. 
STAUDE.    Über   hyperelliptische    Integrale   zweiter    und    dritter 
Gattung.  8,  81—92. 

9TA17DB.    Über  eine  Gattxjng  transcendante«  Raumcoordinaten. 

10,  183—200. 
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STIBIiTJBS.     Table  des  valeurs  des  sommes  8^  =  Sn~*. 

10,  299—302. 
V^EBBR.    Zur  Theorie  der ' elliptischen  Functionen.     6,  329—416. 

WBIBRSTRAS8.      SUR    LA    THEORIE  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES.      TradUIT 
DB  LALLEttAKD   PAB  A.   PaUTONUIEE.  6,    169—228. 


6.     THEORIE  DER  GEWÖHNLICHEN   DIFFERENTIAL- 

GLEICHUNGEN.  —  THÉORIE  DES  ÉQUATIONS 

DIFFÉRENTIELLES  ORDINAIRES. 

ELLIOT.  Sur  UNE  ÉQUATION  LINÉAIRE  DU  SECOND  ORDRE  A  COEFFICIENTS 
DOUBLEMFJÎT   PERIODIQUES.  2,    233  —  260. 

FUCHS.  Über  lineare  homooene  Differentialgleichungen,  zwischen 
DEREN  Integralen  homogene  Relationen  höheren  als  ersten  Grades 
bestehen.  1,  321—362. 

HALPHBN.  Sur  les  invariants  des  équations  différentielles  li- 
néaires  DU   QUATRIEME   ORDRE.  8,    325  — 380. 

KÔNI08BER0ER.  Über  die  einer  beliebigen  Differentialglei- 
chung ERSTER  Ordnung  Angehörigen  selbständigen  Transcendenten. 

3,   1—48. 

MELLIN.  Über*  einen  Zusammenhang  zwischen  gewissen  linearen 
Differential-  und  Differenzengleichungen.  9,  137—166. 

POINCARÉ.     Sur  les  groupes  des  équations  linéaires.     4,  201—311. 

FOINCARÊ.     Sur  un  théorème  de  M.  Fuchs.  7,  1—32. 

POINCARÉ.  Sur  les  intégrales  irtîégulières  des  équations  liné- 
aires. 8,  295—344. 

POINCARÉ.  Remarques  sur  les  intégrales  irrégulières  des  équa- 
tions LINÉAIRES.  10,  310  —  312. 

SPARRB.     Sur  l'équation  etc.  3,  105  —  140,  289—321. 

STBEN.     Note  sur  certaines  équations  différentielles  linéaires. 

3,  277—282. 

stenberg.  elnige  eigenschaften  der  linearen  und  homogenen 
Differentialgleichungen.  8,  119—154. 

STENBERG,  Sur  un  cas  spécial  de  l'équation  différentielle  de 
I^AMÉ.  10,  339-348, 
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STIBLTJBS.     Sur    certains    polynômes   qui   vérifient   une  équation 

DIFFÉRENTIELLE    LINEAIRE   DU    SECOND    ORDRE   ET   SUR   LA    THEORIE   DES   FONC- 
TIONS DE  Lamé.  6,  321—326. 


7.     THEORIE  DER  PARTIELLEN  DIFFERENTIAL- 
GLEICHUNGEN. —  THÉORIE  DES  ÉQUATIONS 
AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES. 

APPELL.      Sur   LES   FONCTIONS    DE  TROIS  VARIABLES  RÉELLES  SATISFAISANT 

A  l'Équation  différentielle  Ai^=o.  4»  313—374. 

DARBOUX.     Sur  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  troisième 

ordre  des  systèmes  orthogonaux.  4,  93—96. 

KOAVALBVSKL  Über  die  Brechung  des  Lichtes  in  cristallinischen 
Mitteln.  6,  249—304. 

WEINGARTEN.    ZüR  Theorie  des  Flächenpotbntials.    10,  303—309. 

8.     GEOMETRIE.  —   GÉOMÉTRIE. 

CRONE.    Sur  une  espèce  de  courbes  symétriques  de  la  sixième  classe. 

2,  81—96. 

DOBRINER.    Die  Flächen  cOxVstanter   Krümmung  mit  einem  System 

sphärischer   KrCmmungslinien   dargestellt  mit  Hilfe  von  ïhetafunc- 

TIONEN   ZWEIER    VaRIABELN.  •  9,    73—104. 

DOBRINER.  Die  Minimalflächen  mit  einem  System  sphärischer 
KrCmmungslinien.  10,  145—152. 

FIEDLER.  Über  die  Durchdringung  gleichseitiger  Rotationshyper- 
boloide VON  parallelen  Axen..  6,  331— 408. 

KOBNIOS.  Sur  une  classe  de  formes  de  différentielles  et  sur  la 
théorie  des  systèmes  d'éléments.  10,.  313—338. 

KRBY.    Einige  Anzahlen  fOr  Kegelflächen.  6,  83— ô 6. 

KRBY.    Über  Systeme  von  Rlancurven.  7,  49 — 94. 

LECORNU.    Sur  les  surfaces  possédant  les  mêmes  plans  de  symétrie 

QUE  l'un  des  polyèdres  RÉGULIERS.  10,  201  —  280. 

LE  PAIGE.    Sur  les  surfaces  du  troisième  ordre.  3^  181—200. 

LE  PAIGE.    Nouvelles   recherches   sur   les  surfaces   du   troisième 

ORDRE.  5,    195—202. 

LIP9ÇHITZ;    Zur  Theorie  der  krummen  Oberflächen.  10,  131—13©, 
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DÉMONSTRATION  D'UN 

THÉORÈME  GÉNÉRAL  SUR  LES  FONCTIONS  UNIFORMES 

LIÉES  PAR  UNE  RELATION  ALGÉBRIQUE. 

Extrait  d'une   lettre   adressée   à   M.    Mittag-Leffler 

PAR 

EMILE  PICARD 

4  PARIS. 

Le  théorèrae  que  je  me  propose  de  démontrer  peut  être  énoncé  de 
la  manière  suivante. 

Si  entre  deux  fonctions  analytiques  uniformes  d'une  variable  existe 
une  relation  algébrique  de  genre  supérieur  à  l'unité,  ces  fonctions  ne 
pourront  avoir  de  point  singulier  essentiel  isolé. 

Je  possède  de  cette  proposition  deux  démonstrations- essentiellement 
différentes.  La  première,  qui  s'appuie  sur  la  théorie  des  fonctions  fuch- 
siennes,  ne  sera  à  très  peu  près  que  la  reproduction  de  celle  que  j'ai 
donnée,  il  y  a  quelques  années,  dans  le  Bulletin  des  sciences  ma- 
thématiques 7,  (1883),  p.  107 — 116,  pour  une  proposition  moins  gé- 
nérale en  apparence,  mais  identique  au  fond  à  celle  que  je  viens  d'énon- 
cer. Quant  à  la  seconde,  j'en  ai  seulement  autrefois  indiqué  le  principe 
dans  un  cas  particulier,  et  c'est  à  une  ingénieuse  remarque  de  M.  Hur- 
wiTZ  que  je  dois  d'avoir  pu  la  pousser  jusqu'au  bout. 

Prem^ière  démonstraUon. 

1.  Mon  point  de  départ  est  dans  la  proposition  suivante  qui  résulte 
des   recherches   de    M.  Poincaré  sur   les  fonctions  fuchsiennes  [Mémoire 

Aetm  mathêmaticm.    U.    Imprimé  le  80  Novembre  1887.  1 
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sur  les  groupes  des  équations  linéaires  y  Acta  Mathematica  tome  4). 
X  eX  y  étant  liés  par  la  relation  algébrique 

(i)  f{x,y)  =  o 

de  genre  au  moins  égal  à  deux,  on  peut  trouver  une  équation  linéaire 
du  second  ordre 

—  =  ^{x,y).z 

(où  f»  est  rationnelle  en  x  et  y)  n'ayant  d'autres  points  singuliers  que 
les  points  analytiques  (a?  =  a,y  =  6),  points  singuliers  de  1  equation  (i), 
et  jouissant  des  propriétés  suivantes.  Si  Ton  prend  deux  integrales  con- 
venables û>,   et  cOj,  l'équation 

—  =  î* 

donne  pour  x  une  fonction  fuchsienne  de  ^,  fonction  qui  n'est  définie 
que  pour  les  valeurs  de  w,  dans  lesquelles  le  coefficient  de  i  est  positif. 
De  pluSy  dans  le  voisinage  d'un  point  analytique  {x  =  a,y  =  b)  (6  faisant 

partie  d'un  système  circulaire  de  p  racines),  le  quotient  —  sera  fonction 

1 
uniforme  de   {x  —  ay ,   et  enfin^  .aucune   des  substitutions  du  groupe  de 
l'équation  linéaire  n'est  parabolique. 

La  fonction  u  de  x^  que  nous  venons  de  définir,  a  pour  chaque 
valeur  de  x  une  infinité  de  déterminations;  quel  que  soit  Xj  toutes  ces 
déterminations  ont  des  valeurs  finies,  et,  dans  ces  expressions  mises  sous 
la  forme  ordinaire  des  quantités  complexes,  le  coefficient  de  i  est  toujours 
positif  et  différent  de  zéro,  u  désignant  Tune  d'entre  elles,  toutes  les 
autres  sont  données  par  la  formule  j 

Au  +  B  l 

Ou  +  D 

oil'  A  9  B  f  C  et  D  sont  réels,  avec  AI)  —  BC  =1. 

La  substitution  {Aj  B  ^  C  y  D)  est  une  substitution  du  groupe  fuch- 
sien  défini  plus  haut.  Ce  groupe,  comme  je  l'ai  dit,  ne  renferme  pas  de 
substitutions  paraboliques. 
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2.     Ces  résultats  étant  admis,  soient 

X  =  P{z),         y  =  Q{z) 

deux  fonctions  analytiques,  uniformes  dans  le  voisinage  d'un  point  a,  que 
nous  allons  supposer  être,  pour  ces  fonctions,  un  point  singulier  essentiel 
isolé.     Je  suppose  qu'entre  x  Qt  y  existe  une  relation  algébrique 

f{x,y)  =  o 

de  genre  égal  ou  supérieur  à  deux. 

J'envisage  la  fonction  u  de  Xy  définie  plus  haut;  je  remplace  dans 
cette  fonction  x  par  P{z);  u  devient  une  fonction  de  Zj  dont  nous  allons 
faire  l'étude,  dans  le  voisinage  de  a,  c'est-à-dire  à  l'intérieur  d'un  certain 
cercle  C  décrit  du  point  a  comme  centre,  cercle  à  l'intérieur  duquel  les 
fonctions  P{z)  et  Q{z)  sont  uniformes  et  ont  le  seul  point  singulier 
essentiel  a. 

Dans  le  voisimige  de  toute  valeur  de  Zj  à  laquelle  ne  correspond 
pas  un  système  de  valeurs  de  a?  et  y  qui  donnent  un  point  singulier  de 
la  relation  algébrique,  la  fonction  u  est  évidemment  uniforme.  Soit 
maintenant  z  ^=  z^  une  valeur  de  z  pour  laquelle  on  ait  x  =  a%  y  =  h\ 
cette  dernière  faisant  partie  d'un  système  circulaire  de  ^  racines;  1  equa- 
tion P{z)  =  a'  admettra  la  racine  z  =  z^  à  un  degré  de  multiplicité 
multiple  de  |?,  puisque  la  valeur  de  y  tirée  de  l'équation  (i)  doit  être 
une  fonction  uniforme  de  z.     Or  u{x)  étant. dans  le  voisinage  dea;  =  a' 

fonction  uniforme  de  {x  —  a'Y  j  sera  par  suite  une  fonction  uniforme  de 
e  dans  le  voisinage  de  z^ .  Nous  concluons  de  là  que  u  est  une  fonction 
uniforme  de  z^  dans  tout  contour  simple,  situé  à  l'intérieur  de  C  et  ne 
comprenant  pas  le  point  a. 

Nous  allons  maintenant  rechercher  la  forme  de  u  dans  le  voisinage 
du  point  a.  Soit  pour  un  point  du  cercle  C  une  détermination  u  de 
la  fonction  u{z)]  quand  z  fait  un  tour  complet  autour  du  point  a  dans 
le  sens  positif,  x  =  P{z)  décrit  dans  son  plan  Une  courbe  également 
fermée,  et  par  conséquent  la  nouvelle  détermination  de  ti  a  la  forme 

Au  +  B 
Cu  +  D' 
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cette  substitution  étant  une  des  substitutions  du  groupe  dont  il  a  été 
parlé  précédemment,  et  deux  cas  vont  être  à  distinguer,  suivant  que 
cette  substitution  est  hyperbolique  ou  elliptique. 

3.  Supposons  d'abord  que  la  substitution  (-4,B,(7,D)  soit  hy- 
perbolique. On  a  alors  {Ä  +  Dy  >  4.  On  peut  alors,  comme  il  est 
bien    connu,    trouver   cinq    quantités    réelles    «,/?,/',(?   et  A,  telles  que 

^     se  reproduise  multiplié  par  k  après  un  tour  complet  de  js  autour 

du  point  a. 

k  est  d'ailleurs  une  constante  positive  différente  de  Tunité;  dé- 
signons par  fi  son  logarithme  arithmétique.     Le  quotient 

reprend  par  suite  la  même  valeur  après  un  tour  complet,  et  Ton  peut 
écrire 

a  +  79u 


r  +  ** 


=  (^  — «rVW, 


la  fonction  ip{z)  étant  uniforme  dans  le  cercle  (7;  ipi^z)  n'aura  dans  ce 
domaine  d'autre  point  singulier  que  le  point  a,  car  le  dénominateur 
^  +  ^  ne  peut  jamais  devenir  nul,  puisque  ;*  et  <ï  sont  réels.  De  plus 
<p{z)  ne   s'annulera  jamais,  puisque^  a  +  ßn  ne  peut  s'annuler;  par  suite, 

le  quotient  ^^-j\  ®®*  uniforme  et  continu  dans  G  à  l'exception  de  a. 
On  peut  alors  écrire 

^(«)  (»  ■-- a)         j?  —  a  ^  ^    ' 

série  double  procédant  suivant  les  puissances  croissantes  de  ;sf  —  a.  En 
intégrant,  on  voit  de  suite  que  A^  doit  être  un  entier  m  positif  ou  né- 
gatif, puisque  (p{^z)  est  uniforme;  on  a  donc 

f{z)  étant  uniforme  dans  C  et  continue  à  l'exception  du  point  a.  En 
résumé,  nous  obtenons 
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Or  le  coefficient  de  %  dan«  le  premier  membre  a  un  signe  invariable) 
puisque  dans  u  le  coefficient  de  %  est  toujours  positif;  nous  allons  montrer 
que  le  coefficient  de  %  dans  le  second  membre  ne  peut  avoir  un  signe 
constant;  écrivons  à  cet  effet 


Si  dans  cette  expression  le  coefficient  de  i  a  toujours  le  même  signe, 
le  signe   +   pour  fixer  les  idées,  le  coefficient  de  i  dans 


f^.+  ^)log(,_a)+>(>) 


devra  rester  compris   entre  2]in  et^(2Ä;  +  i);r,  c'est-à-dire  entre  deux  li- 
mites fixes. 
Posons 

(^.+  »,)log(0-a)  +  f{z)  =  t^+  iF. 

Il  est  tout  d'abord  évident  que,  si  m  n'est  pas  nul,  F  ne  peut 
rester  entre  deux  limites  fixes,  car  une  rotation  autour  du  point  a  aug- 
mente  F  de  2m;r. 

Supposons  donc  m  =  o;  l'égalité  précédeftte  pourra  s'écrire 

1      /            \    I    2;ri  -,   V              2'kY  .    27nU 
\og{z  —  a)+yf{z)^ —  +  —' 

ou 

M  _?îl   agit; 

{z  —  a)e^    '  =  6    ^  c  ^  . 

Mais  le  module  du  second  membre  reste  compris  entre  deux  li- 
mites déterminées,  tandis  que  le  premier  peut  devenir  aussi  petit  que 
Ion  veut,  que  f{z)  soit  continue  ou  non  au  point  z  =  a. 

Il  résulte  de  la  contradiction  que  nous  venons  de  rencontrer  que 
la  substitution  (-4  ,  J5 ,  C ,  B)  ne  peut  être  hyperbolique. 

4.  Supposons  maintenant  que  la  substitution  soit  elliptique.  Nous 
avons  dans  ce  cas 

(^  +  D)»<4. 
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On    pourra  encore  trouver   quatre  quantités   a  j  ß  ^  y  ^  d  et  k  telles 

que  ^     se  reproduise   multiple  par  k  après  un  tour  de  z  autour  de 

a;  mais  ici  ces  quantités  ne  sont  plus  réelles.     On  a  pour  déterminer  le 
rapport  de  ^^  à  (?  l'équation  du  second  degré 

Bd^  +  (2>  —  A)âr  —  Cf  =  o, 
et  pareillement 

Bß^  +  {D  —  Ä)ßa  —  Ca'  =  o; 

ay 

n  et  ^  sont  donc  racines  de  l'équation  du  second  degré 

B  +  {I)  —  A)x  —  Cx''  =  Oy 

dont  les  racines  sont  imaginaires,  puisque 

{A+Dy<4     et     AD  —  BC=i. 

Nous    prendrons  pour  ^  la  racine   dans   laquelle  le  coefficient  de  i 

est  négatif,  et  par  suite  dans  ^  le  coefficient  de^i  sera  positif. 

Quant  au  multiplicateur  A,  il  est  nécessairement  une  racine  de 
l'unité,  sans  quoi  le  groupe  dont  fait  partie  la  substitution  (J. ,B,(7,2>) 

Souri 

ne  serait  pas   un   groupe  discontinu;  nous  poserons  donc  A;  =  c  *   ,  m  et 
n  étant  positifs  et  premiers  entre  eux. 
Ceci  posé,  considérons  le  quotient 

ce  quotient  sera  une  fonction  uniforme  dans  le  domaine  C 
Ecrivons  donc 

y  '\-  an         ^ 

D'après  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut,  le  coefficient  de  i  dans 
—  ^  est  négatif,  tandis  qu'il  est  positif  dans  — ^.  Le  dénominateur 
y  '\'  du   ne    peut    donc   s'annuler,    puisque    dans  u  le  coefficient  de  i  est 
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toujours  positif;  il  y  a  plus,  le  module  du  premier  membre  reste  toujours 
inférieur  à  une  limite  qu'il  serait  facile  d'assigner.  On  en  conclut  que 
le  point  z  =  a  ne  peut  être  un  point  singulier  essentiel  pour  ^(^e?).  Ce 
point  est  donc  un  pôle  ou  un  point  ordinaire  pour  la  fonction  f»;  dans 
ces  conditions,  l'expression 

m 

n  étant  plus  grand  que   i   et  m  étant  premier  à  w,  ne  peut  que  tendre 
vers  zéro  ou  augmenter  indéfiniment  quand  2  tend  vers  a;   la  seconde 
supposition   étant,   d'après  ce   qui   précède,   inadmissible,   cette   expression 
a  la  valeur  zéro  pour  z  =  a.     Nous  arrivons  donc  à  cette  conclusion: 
De   quelque   manière    que   0   tende    vers   le    point  a,  la  fonction  u 

tend  vers  — |.     Or,   pour  w  =  — ^,  la  fonction  fuchsienne  x  de  u,  dé- 

finie  par  la  relation  (n**  1) 

possède  une  valeur  parfaitement  déterminée;  donc,  de  quelque  manière 
que  z  tende  vers  a,  la  fonction  x  =  P{z)  tend  vers  une  valeur  déter- 
minée, ce  qui  est  en  contradiction  avec  l'hypothèse  que  le  point  a  est 
un  point  singulier  essentiel  de  P{z). 

La  substitution  [A  ^  B  j  G  ^  D)  ne  peut  donc  être  elliptique;  or, 
comme  le  groupe  ne  renferme  que  des  substitutions  elliptiques  et  hyper- 
boliques, il  ne  nous  reste  plus  qu'à  supposer  que  la  fonction  u  àe  z  est 
uniforme  dans  le  voisinage  de  a. 

5.     L'examen  de  ce  cas  sera  bien  facile.     On  aurait  alors 


ou 


u^A{z)^B{z\ 
Ä{z)  =  Å,  +A,{z  —  a)  +  ..., 

B{Z)  «  -^  +  r-A-r.  +  .  .  .  . 
^   ^        »  —  a    '    (»  —  a)'    ' 

B{z)  doit  être  nulle,  sinon  le  coefficient  de  i  dans  la  fonction  u  aurait 
un  signe  variable.     On  a  donc 

u~A,  +  A,iz  —  a)  +  A,{z^ay  +  .... 
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Dans  la  constante  J^,  le  coefficient  de  i  doit  être  différent  de  aséro 
et  positif;  il  ne  peut,  en  effet,  être  nul,  car  alors  le  coefficient  de  i  dans 
u  serait  le  même  que  dans 

et  ce  dernier  dans  le  voisinage  de  z  =  a  n*a  évidemment  pas  un  signe 
constant. 

On  voit  donc  que,  quand  a  tend  vers  a,  u  tend  vers  une  valeur 
Aq  dans  laquelle  le  coefficient  de  i  est  différent  de  zéro  et  positif.  En 
raisonnant  comme  plus  haut,  nous  en  concluons  que,  pour  jsr  =  a,  la 
fonction  P{z)  a  une  valeur  parfaitement  déterminée. 

Il  est  maintenant  bien  aisé  de  conclure.  Nous  sommes  en  effet,  par 
ce  qui  précède,  conduit  à  cette  conclusion  que  le  point  a  ne  peut  être 
un  point  singulier  essentiel  de  P{z)  et  Q{z).  C'est  donc  bien,  comme 
on  voit,  le  théorème  énoncé  au  début  qui  se  trouve  ainsi  démontré 
d'une  manière  complètement  rigoureuse.  On  peut  encore  dire,  ce  qui 
reviendra  au  même,  que: 

Si  entre  deux  fonctions  analytiques  uniformes  ayant  un  point  singulier 
essentiel  isolé,  existe  une  relation  algébrique,  le  genre  de  cette  relation  ne 
peut  dépasser  un. 


Seconde  dêmanstroHan. 

6.  Nous  allons  maintenant  donner  une  seconde  démonstration  du 
même  théorème,  sans  rien  emprunter  à  la  théorie  des  fonctions  fuchsi- 
ennes.  A  cet  effet,  nous  supposerons  d'abord  que  la  relation  f(x  ,  y)  =  o 
soit  hyperelliptique;  nous  pourrons  alors  nous  placer  dans  l'hypothèse  où 
cette  relation  a  précisément  la  forme 

y^  =  {x  —  b,){x  —  b^)...{x  —  i„); 

Ji ,  &j , . . . ,  &^  sont  n  constante«   différentes  et  n  est  supérieur  à  quatre. 
Nous  supposons,  comme  plus  haut,  que  l'on  puisse  poser 

X  =  P{z),        y  =  Q{z) 

P  et  Q  -étant  des  fonctions  analytiques,  uniformes  dans  le  voisinage  d'un 
point  a,  qui  sera  pour  ces  fonctions  un  point  singulier  essentiel  isolé. 


Digitized  by  VriOOQiC 
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Il  est  clair  que  les  équations 

P{z)==h„         P{z)  =  b„     .  .  .  ,     P{z)^K, 

n'auront  dans  le  cercle  C  que  des  racines  d'un  degré  pair  de  multiplicité. 
Ceci  posé,  formons  le  quotient 

dP 
dz 


ce  sera  une  fonction  R{z)f  uniforme  dans  le  cercle  C,  et  continue  sauf 
au  point  a  qui  pourra  être  pour  elle  un  point  singulier  essentiel.  Nous 
pouvons  donc  écrire 


/■ 


dP 


y'(P-?>j...(P_tJ 


:  jR{z)dz  =  S{z)  +  A  log  {z  —  a) 


8{z)  désignant  une  fonction  uniforme  dans  C,  et  continue  sauf  au  point 
a,  qui  pourra  être  pour  elle  un  point  singulier  essentiel;  A  représente 
une  constante,  et  27üiA  est  évidemment  une  somme  de  multiples  de  pé- 
riodes de  Tintégrale  elliptique. 

On  conclut  de  là  que  P{z)  est  une  fonction  doublement  périodique 
y  de  S{z)  +  A  log  {z  —  a),  soit 

P{z)  =  ^[S{z)  +  Ä\og{z  -  a)\ 

Je  vais  maintenant  montrer  que  P{z)  ayant  cette  forme,  Téquation 

(I)  .  P{z)^h 

où  h  est  diflférent  de  ôj ,  i, ,  63 ,  64  ne  peut  avoir  dans  C  toutes  ses  ra- 
cines d'un  degré  pair  de  multiplicité.  Remarquons  d'abord  que  la  dé- 
rivée de  ^(w)  considérée  comme  fonction  do  u  ne  s'annule  que  quand  ^^ 
prend  une  des  valeurs  b^jb^jb^  ou  i^;  il  en  résulte  que  si  z  =  z^  est 
une  racine  d'un  certain  degré  de  multiplicité  9e  1  equation  (i),  elle  sera 
racine  du  même  degré  de  multiplicité  de  l'équation: 

S{z)  +  A  log  {z  —  a)^  S{z,)  +  A  log  {z,  —  a). 

Aeta  mathtmtitica.    U.    Imprimé  le  8  Décembre  1887.  2 
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Si  donc  nous  désignons  par  u^  et  u^  les  racines  de  l'équation  ^(m)  =  6 
dans  un  parallélogramme  de  périodes  {w  ,  û>'),  toutes  les  équations 

S{z)  +  Ä  log  {z  —  a)  =  Wj  +  Wû>  +  m'û)' 
(2) 

S{z)  +  -41og(^  —  a)  =  t^2  +  ^wû>  +  w^'û>' 

où  w  et  m'  sont   des  entiers  quelconques,  devront  avoir  dans  C  toutes 
leurs  racines  d*un  degré  pair  de  multiplicité. 
Considérons  maintenant  la  fonction 

ê{z)  =  {z  —  à)e'^ 

c*est  une  fonction  uniforme  dans  C,  et  continue  sauf  au  point  a  qui  est 
pour  elle  un  point  singulier  essentiel.     Les  équations 

ê(^)  =  e      ^       ,         ê{z)  =  e      ^ 

n'auront  dans  C  que  des  racines  d'un.degr^ç  pair  de  multiplicité,  car  ces 
équations  sont  identiques  aux  équations  (2),  puisque,  comme  nous  l'avons 
dit,  on  a 

27riA  =  ÄÉtf  +  ß<^' 

a  et  ^  étant  des  entiers.  De  plus,  ces  équations  sont  en  nombre  infini; 
nous  avons  donc  une  fonction  ê{z)  uniforme  dans  C,  continue  sauf  au 
point  singulier  essentiel  a,  et  telle  que  pour  une  infinité  de  valeurs  de  Ä, 
l'équation 

Q{z)  =  li 

a  dans  C  toutes  ses  racine3  de  degré  pair  de  multiplicité.  C'est  à  la 
démonstration  de  Timpossibilité  de  ce  fait  que  nous  sommes  ramené. 

En  considérant  quatre  des  valeurs  possibles  de  A,  et  en  raisonnant 
sur  ê,  comme  nous  avons  raisonné  plus  haut  sur  P,  on  montrera  que 
<p^   désignant  une  fonction  doublement  périodique,  on  a: 

(3)  ê{z)  =  <p,[S,{z)  •{■  A,\og{z  -  a)\ 

'S^[z)  étant  une  fonction  de  même  nature  que  8  et  ê. 

Or  Videntité  (3)  est  iiyxdmissible.  Car  soit  A  +  ^'?û>j  +  ^w'û>î  une  série 
de  pôles  de  la  fonction  ^j,  dont  w^  et  a)\  désignent  les  périodes;  les 
équations 

(4)  S^{z)  +  A^  log {z  —  a)  =  l  +  ma),  +  rn'ù}[ 
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auront  certainement  des  racines  dans  le  cercle  C,  car  ces  équations  re- 
viennent aux  équations^ 

{z  —  a)e^»  =  e      ^» 

(en  se  rappelant  la  relation  nécessaire  27nAi  =  a^cD^  +  ßi^d- 

Le  second  membre  a  une  infinité  de  valeurs  quand  on  donne  aux 
entiers  m  et  m'  toutes  les  valeurs  entières  possibles*  Or  si  Ton  considère 
la  fonction: 

Sl(M) 

[z  —  a)e^' 

elle  prend  une  infinité  de  fois  dans  le  voisinage  de  a  toute  valeur  donnée, 
deux  exceptions  seulement  étant  possibles,  d'après  une  proposition  géné- 
rale que  j'ai  donnée  autrefois  sur  les  valeurs  d'une  fonction  uniforme 
dans  le  voisinage  d'un  poifit  singulier  essentiel.^  Pour  une  racine  de 
l'équation  (4),  Q{z)  sera  infini,  ce  qui  est  en  contradiction  avec  le  fait 
que  ê(^)  doit  être  continue  pour  tous  les  points  de  C'a  lexception  seule- 
ment de  a. 

Le  théorème  est  ainsi  complètement  démontré  pour  les  courbes  hy- 
pcrelliptiques. 

7.  Il  a  été  supposé,  dans  ce  qui  précède,  que  la  relation  entre  x 
et  y  était  hyperelliptique.  Mes  tentatives,  pour  passer  au  cas  général, 
n'avaient  pas  été  couronnées  de  succès,  mais  on  peut  cependant  achever 
la  démonstration,  en.  restant  dans  le  uiéme  ordre  d'idées,  grâce  à  une 
remarque  fort  intéressante  que  m'a  communiquée  M.  A.  Hurwitz  dans 
une  lettre  déjà  ancienne. 

Soit  f{x ,  y)  =  o,  la  relation  que  l'on  ne  suppose  pas  hyperelliptique, 
et  pour  laquelle  on  a  par  conséquent  jp  >  2.  A  l'équation  précédente, 
le  savant  géomètre  associe  une  relation 

jouissant  des  propriétés  suivantes:  les  points  de  ramification  de  la  fonc- 
tion algébrique  y^  de  x  sont  tous  compris  parmi  les  points  de  ramifica- 
tion de  la  fonction  algébrique  y  de  x  (on  suppose,  pour  plus  de  simpli- 
cité,  et  comme    il    est   permis,   que  tous  les  points  de  ramification  de  la 

*  Mémoire  sur  les  fonctions  entières  (Annales  de  Técole  normale  supérieure 
de   Paris,   1880). 
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fonction  donnent  seulement  des  cycles  de  deux  racines),  et  dans  le  voi- 
sinage de  tout  point  analytique  {x ,  y)  la  fonction  y^  peut  être  considérée 
comme  une  fonction  uniforme  du  point  {x  y  y).  L'équation  /j(ic  ,  yj  peut 
d'ailleurs  être  déterminée  d'une  infinité  de  manières,  comme  le  montre 
la  considération  de  la  surface  de  Riemann  correspondant  à  Y(a; ,  y)  =  o. 
Substituons  maintenant  dans  cette  fonction  y^  de  x 

X  =  P{z). 

y^  va  devenir  une  fonction  de  z,  uniforme  et  continue  dans  le  voisinage 
de  tout  point  du  cercle  C\  autre  que  le  point  a;  quand  z  fera  un  tour 
autour  du  point  a,  y^  pourra  ne  pas  retrouver  la  même  valeur,  mais 
comme  y^  n'a  qu'un  nombre  limité  de  valeurs,  on  est  assuré  qu'après  un 
certain  nombre  de  tours,  soit  m,  y^  reprendra  sa  valeur  initiale.    Or  posons 

z  —  a  =  z"" 
X  sera  une  fonction  uniforme  de  z'  dans  le  voisinage  de  z'  ^=  Oy  et  y,  sera 
pareillement  une  fonction   uniforme  de  cette  même  variable;  nous  avons 
donc  deux  fonctions  x  et  y^  de  ;?',  uniformes  dans  le  voisinage  de  /=o 
qui  est  pour  elles  un  point  singulier  essentiel  isolé,  et  liées  par  la  relation 

dont  le  genre  est  égal  à  deux.  Cette  conclusion  est  inadmissible  d'après 
ce  que  nous  avons  dit  d'une  manière  générale  dos  relations  hyperellip- 
tiques.     Le   théorème   est  donc,   cette   fois,    établi  sans  aucune  restriction. 

8.  Des  deux  démonstrations  précédentes,  la  seconde  ne  faisant  pas 
appel  à  la  théorie  des  fonctions  fuchsiennes  a  évidemment  un  caractère 
plus  élémentaire.  Elle  est  cependant  beaucoup  plus  artificielle,  et  il  me 
paraît  plus  naturel,  pour  démontrer  l'impossibilité  en  question,  de  s'adres- 
ser précisément  aux  fonctions  uniformes  réalisant  cette  expression  des 
coordonnées  d'une  courbe  algébrique  à  l'aide  d'un  paramètre.  Les  fonc- 
tions fuchsiennes  se  justifient  en  quelque  sorte  ainsi  elles  mêmes;  je 
veux  dire  qu'on  peut  tenir  pour  certain,  d'après  le  théorème  qui  fait 
l'objet  de  cet  article,  qu'il  est  impossible  d'obtenir  des  fonctions  uni- 
formes plus  simples  que  celles  de  M.  Poincaré  pour  exprimer  les  coor- 
données d'une  courbe  algébrique  de  genre  quelconque. 

Paris,  le   ii   Octobre   1887. 
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EINE  VERALLGEMEINERUNG  DER  DEKADISCHEN  SCHREIBWEISE 

NEBST 
FUNCTIONENTHEORETISCHER  ANWENDUNG 

VOK 

EMIL  STRAUSS 

in  FBANKFUBT  a/M. 

Bekanntlich  lassen  sich  viele  Satze  über  ganze  rationale  Functionen 
auch  auf  ganze  transcendente  Functionen  übertragen.  Man  könnte  daher 
vermuthen,  dass  dies  auch  bei  dem  folgenden  Satze  der  Fall  ist: 

»Wenn  eine  ganze  rationale  Function  mit  rationalen  Coefficienten  für 
eine  Wurzel  einer  irreductibcln  algebraischen  Gleichung  verschwindet,  so 
verschwindet  sie  für  sämmtliche  Wurzeln  derselben.» 

Würde  sich  dieses  Theorem  auch  auf  ganze  transcendente  Func- 
tionen (d.  h.  Functionen,  die  durch  beständig  convergente  Potenzreihen 
darstellbar  sind,)  ausdehnen  lassen,  so  wftre  damit  ein  einfacher  Beweis 
für  die  Transcendenz  von  tu  erbracht.  Dieser  Satz  ist  indessen  nicht 
richtig  und  es  soll  in  den  folgenden  Zeilen  eine  ganze  transcendente 
Function  luit  rationalen  Coefficienten  construirt  werden,  welche  zwar  für 
eine  Wurzel,  nicht  aber  zugleich  für  die  anderen  Wurzeln  einer  irre- 
ductibcln algebraischen  Gleichung  verschwindet.  Es  ist  dies  auf  mannig- 
faltige Weise  möglich,  am  bequemsten  wohl  mit  Benutzung  der  im  fol: 
genden  zu  entwickelnden  Darstellung  einer  beliebigen  Grösse,  einer  Dar- 
stellung, die  sich  als  Verallgemeinerung  der  dekadischen  Schreibweise 
auffassen  lägst.    . 

Acitt  mathematiça.     11.     Iiupriinô  le  3  I>C'ceiubre  1887. 
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Kiiiil  ätraosä. 


I. 

E*  sei  gegeljen  ei:ie  unendliche  Reihe  von  Grössen 


und  zwar  möge  sein: 

1 


^1  >  ^2  »    •  •  •  ?    ^^  : 


'~ä' 


WO  die  Grössen 


c\  = 


I 


a^a^ 


C\  = 


tfi«. .  . .  «, 


a,  ,  a, ,  ... 

irgend  welche  ganze  positive  Zahlen  ausser  o  und  i  bedeuten.  Es  lasst 
sich  dann  jede  positive,  rationale  oder  irrationale  Grösse  ûi,  die  kleiner 
ist  als   I,  in  der  Form  darstellen: 

^  =  «1^1  +  «»^5  +  ^2^z  +  -  •  -  » 

wo   a^jü^^  ...    ganze   Zahlen  bedeuten,  die  den  Ungleichungen  genQgen 

rtj  <  a^,  (t^  <  «,,     .... 

Um  diesen   Satz  zu   beweisen   genügt  es  die  Methode  anzugeben,  wie  die 
Grössen  a  gefunden  werden,  wenn  die  Grössen  a  gegeben  sind, 
Man  setze 

«IUI  lii   =  Wi 


(0.(2) 


[oLlO)]  =  Qi 


OL^O'i        «2  =    0^2 


a,û>,_,  —  fl,  =  ö>. 


Dabei  bedeutet  [x]  die  grösste  ganze  Zahl,  welche  nicht  grösser  ist  als  x; 
es  sind  demnach  die  Grössen  oii  ,  cei, ,  . . . ,  û>^,  sämratlich  echte  Brüche, 
es  sei  denn,  dass  eine  derselben  und  mithin  alle  folgenden  verschwinden. 
In  dem  letzteren  Falle  ist  die  Darstellung  eine  endliche,  sonst  ist  sie  un- 
endlich.    Die  Grössen  a  genügen  ferner  der  geforderten  Bedingung 
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Die  Darstellung  liefert  einen  convergenten  Ausdruck;  denn  es  ist 


«1  a, . .  .  ffy  =      a^  a//,  «i«, ...  fly 

also 


tt.a« .  .  .  flu 


Endlich  ist  zu  zeigen ,  dass 

(3)   '  lixnU-^-^-... "^^—l^o. 

Multiplicirt  man  die  p  ersten  von  den  Gleichungen  (2)  der  Reihe  nach  niit 


'  I  I 

—  y  }      *   *    •    9 


und  addirt  dann,  so  erhalt  man 

a> '-  —  — Î .• , = < , 

ce,        a^a^  a^a^  •.  •  •  ccy        cc,ai .  .  .  o«        ai«, .  .  ,  «y 

woraus  die  Gleichung  (3)  sich  ergiebt.  Damit  ist  der  in  Rede  stehende 
Satz  erwiesen. 

Es  seien  noch,  wiewohl  für  unseren  nächsten  Zweck  unnöthig,  die 
folgenden  Bemerkungen  zu  dieser  Darstellungsweise  einer  Zahl,  welche 
eine  Verallgemeinerung  der  dekadischen  Schreibweise  repräsentirt,  hin- 
zugefügt. 

i^  Wenn  von  irgend  einem  Index  ab  jede  Grösse  a  den  höchsten 
Werth  hat,  den  sie  haben  kann,  so  l&sst  sich  statt  dieser  Darstellung 
eine  endliche  geben. 

Denn  es  sei 

w  =  «iCi  4-  «3C2  +  . . .  +  a^c^  +  (a^+i  —  i)c^+i  +  {a^^^  —  1)^4+2  +  . .  •  ; 
nun  ist  aber 

also 

Û)  =  a,c,  +  a^c^  +  .-..  +  a»_,Ci_,  +  (a»  +  1)0^. 
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Dieses  ist  eine  endliche  Darstellung  und  wenn  a^  +  ^  <  «*>  so  iß*  die- 
selbe auch  von  der  gewünschten  Form;  wo  nicht,  so  muss  sein 

a^fc  +  I  =  at, 

also 

{a,  +  i)c,  =  c,_,. 

Mithin  ist  die  noch  kürzere  Darstellung  möglich 

o)  =  a^Ci  +  . . .  +  a*_2Ö*-a  +  («*-i  +  0^*-i- 

Dieses  ist  nun  die  gewünschte  Form,  wenn  a^^i  +  i  <  a*-i;  wo  nicht, 
so  verfährt  man  wie  eben.  Schliesslich  muss  man  auf  diese  Weise  zum 
Ziele  gelangen,  da  o)  <  i  vorausgesetzt  wird  und  die  Ungleichung  statt- 
findet • 

(«1  +  0^1  <  ï- 

2^  Abgesehen  von  dem  eben  erwähnten  Falle  giebt  es  für  eine 
Grösse  û>  stets  nur  eine  Darstellung  in  der  gewünschten  Form,  nämlich 
die  oben  gelehrte. 

Denn  wenn  w  sich  in  zweierlei  Weise  darstellen  liesse: 

und 

a[c,  +  a'^c,,  +  . . .  +  «I^A  +  «i+i^i+i  +  ...  =  «', 

so  seien  die  ersten  beiden  von  einander  verschiedenen  Grössen  a  die- 
jenigen mit  dem  Index  fc  +  i,  während  die  vorangehenden  übercinstim- 
men  mögen  und  zwar  sei 

dann  ist 

(4)  ^  >  «1^1  +  «2^2  +  •  •  •  +  «*^i  +  K+i  +  0^*+i- 

Da  wir  voraussetzen,  dass  keine  der  Darstellungen  zu  den  oben  erwähnten 
gehöre,  d.  h.  zu  denen,  bei  welchen  von  irgend  einem  Index  ab  jedes  a 
um   I  kleiner  ist  als  das  entsprechende  oe,  so  ist 

ûi+2C*+2   +   «I+8^*-H8   +    .  .   .  <   (a*+2  —    0^*+2   +    (ä*+8  "    0^*+8    +    •  •  • 

d.  h.  <  c^^i, 
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also 

(5)  ^  <  <^i  +  a;c,  +  . . .  +  a',c,  +  (a;+,  +  i)c^^x\ 

durch  Vergleichung  von  (4)  und  (5)  ergiebt  sich 

s>  sT. 


IL 

Wir  wollen  jetzt  mit  Hilfe  dieser  Verallgemeinerung  der  dekadischen 
Schreibweise  einer  Zahl  eine  ganze  transcendente  Function  bilden,  die 
zwar  für  eine,  nicht  aber  für  jede  Wurzel  einer  irreductibeln  Gleichung 
verschwindet. 

Als  die  irréductible  Gleichung  w&hlen  wir  die  Gleichung: 

hx*  —  1=0, 

wo  k  eine  positive  ganze,  nicht  quadratische  Zahl  bedeutet.  Es  sei  ferner 
œ  eine  beliebige  irrationale  GrOsse,  welche  nur  die  beiden  Ungleichungen 
befriedigt: 

o)  <  i     und     (Osjlc  <  I. 

Wir  entwickeln  dann  die  beiden  Grössen  œ  und  m^^  auf  die  in  I 
gezeigte  Weise;  dabei  soll  sein 

«1  =  Ä,  Oa  =  2Ä:,       ...»     «y  =  vÄ^j     ... 


also 

1 
*         ifc 

,        c,= 

I 

.  .  . 

»        Cy 

= 

I 

Die  Entwicklungen 

seien: 

(0  = 

a,c. 

+  c,c. 

+  - 

• 

0)^1  = 

h,c, 

+  h<^. 

+  .. 

•  > 

WO 

Acta  mathrmatira.    11.     Imprimé  le  2  D('>cembr«  1887. 
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Betrachten  wir  jetzt  die  beiden  Potenzreihen 

SO  sind  diese   bestandig  convergent;   denn  setzt  man  statt  der  Grössen  a 
und    b   ihre   oberen   Grenzen,   so    erhalt  man  noch  immer  eine  bestandig 
convergente  Reihe,  nanalich  die  Reihe  für  ä-ojV*. 
Nun  ist 

Setzt  man  daher  endlich 
so  ist 

Demnach  hat  die  ganze  transcendente  Function  Ii{x\  welche  rationale 
Coefficienten  besitzt,  die  Eigenschaft  zwar  für  eine  Wurzel  der  obigen 
irreductibeln  Gleichung  zu  verschwinden,  nicht  aber  für  die  andere. 
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NOTE  SUR  LA  FONCTION 

PAB 

M.  LEECH 

à  VINOHBADY. 

Soit  X  une  quantité  dont  la  partie  imaginaire  est  positive  ou  nulle,     "jovi  X  ^0 
w  une  quantité  réelle  positive  et  moindre  que  Tunité  et  soit  s  une  quan*      o<»U-^^1 
tité  dont  la  partie  réelle  est  supérieure  à  Tunité.     En  représentant  par      fij  s.  "^^  1 
(ir  +  ky  la  quantité  e'**^"'^*^  où  le  logarithme  est  pris  en  sens  aritbmé- 
tique,  considérons  la  somme 

convergente  pour  chaque  valeur  de   5,  si   la  partie  imaginaire  de  x  est 
supérieure  à  zéro,  et  ne  convergente  que  pour  les  valeurs  de  s  dont  la 
partie  réelle  est  positive,  si  x  est  une  quantité  réelle. 
En  se  rappelant  de  la  formule  connue 


fe-^^+'^'z'-'dz  = 


I\s) 


{w  +  ky 
nous  aurons 


as  09 


k^O  0 
Acta  mmtkemmtte:    11.    Imprimé  1«  S  Oée«mbre  1887. 


Digitized  by  VriOOQiC 


20  M.  Lcrch. 

Or  on  peut  démontrer  aisément  l'égalité  suivante 


_  /  >«A 

et  il  s'ensuit  la  formule 


0 

En    appliquant   un  raisonnement   dû   à   Riemann  ^  et  employé  dans  une 
excellente  communication  de  M,  Hurwitz'  nous  ferons  voir  que  la  série 
(i)   est  une  fonction  transcefidante  entière  de  5  et  nous  développerons  une 
relation  qui  nous  semble  mériter  d'être  signalée. 
Considérons  l'intégrale 

(3)  K{w,x,s)  =  j  ^  _ ^,,,,,, 


(«0,0,  oo) 


prise  le  long  d'un  contour  fermé  {cx)aßju(X>)  enveloppant  l'origine  au 
moyen  d'un  cercle  aßj'a  du  rayon  a  ne  contenant  ni  à  son 'intérieur  ni 
à  sa  périphérie  aucun  des  points  27ri{x  +  \i)y  (v  =  o ,  +  i ,  i  2  ,  ±  3  ,  . . .). 
Nous  avons  représenté,  dans  cette  intégrale,  par  n^"]  la  quantité 
^«-Digf^  la  partie  imaginaire  de  Ig^er  étant  supposée  ou  nulle  ou  positive 
et  non  supérieure  à  2;r,  de  sorte  que  la  fonction  ^"*  est  continue  dans 
tout  le  plan  des  z  à  l'exception  des  points  de  la  coupure  (o  . . .  cx>)  où 
elle  est  discontinue  de  la  manière  qu'on  peut  exprimer  par  les  formules 

{z  +  o.iy-'  =zf-^  =6«'-^)'«' 

le    logarithme  y  étant  pris  en   sens  arithmétique.     Nous  avons  évidem- 
ment 

a  00 

^       II  —  e«»^'-'  "*■  /   I  _  e'ïnix-M  "f  ^  J  ^  —  e^'^'-* 

00  (aßjrd)  a 

'  Über  die  Anzahl  der  Primzahlen  unter  einer  gegebenen  Grösse  (MoDitsber.  der 
Preuss.  Akad.  der  Wissensch.   1859). 

•  Zeitschrift   für   Mathem.    und   Physik  t.  27,   1882. 
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et  en  nous  rappelant  de  ce  que 


,.       re-'"z''-^  da 


iaßra) 


nous  aurons 


K  =  2iV"'  sin  n8r{s)St{w  ,  a; ,  «), 


et  puisqu'on  a 

il  s'ensuit  la  formule 


r(*)r(i -«)  =  -. 


7Ü 


Bin;rs 


(4)  »{W,X,8)^  6— 'r(l  —S)^K{W,X,8). 

L'intégrale  K  donnée  par  la  formule  (3)  existe  évidemment  pour 
chaque  valeur  finie  de  8  et  on  démontre  aisément  qu'elle  est  une  fonc- 
tion transcendante  entière  de  cette  variable.  Cette  intégrale  devant  s'an- 
nuler, d'après  le  théorème  de  Cauchy,  pour  5  =  i  ,  2  ,  3  , . .  •  et  la 
fonction  r(i  —  8)  ne  devenant  infinie  que  pour  ces  valeurs-ci,  il  suit  de  la 
formule  (4)  que  ^{w  yX  ^  s)  est  elle-même  une  fonction  transcendante 
entière  de  «;  c.  q,  f.  d. 

La  fonction  sous  le  signe  J  dans  la  formule  (3)  ne  devient  infinie 
que  pour  z  =  27n{x  +  v),  (v  =  o  ,  +  i  ,  ±  2  ,  ±  3  ,  . .  •)•  Soit  C,  le  cercle 
du  centre  27cix  et  du  rayon  n{2n  +  i),  cercle  qui  ne  contient  à  sa  péri- 
phérie aucun  des  infinis  de  la  dite  fonction,  et  représentons  par  ^,  le  con- 
tour composé  du  contour  {X^aßjraX^)  et  du  cercle  C,  parcouru  dans  le  sens 
rétrograde,  Å^  désignant  Tintersection  du  cercle  C,  avec  Taxe  réel.  Ce 
contour  ^.  limite  une  aire  finie  simplement  connexe  qui  ne  contient 
d'autres  infinis  de  la  fonction  sous  le  signe  f  dans  la  formule  (3)  que 
les  suivants: 

Z  =1  (^X  +  v).  (»»-o.ii.iî.ts,...,  ±11) 

Cela  étant,  le  théorème  de  Caucht  nous  donne 
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en  désignant  par  [27ci{x  +  *^)}*"*  1^  quantité  e^'-^*«''^'<*+*>,  la  partie  ima- 
ginaire du  logarithme  étant  supposée  ou  nulle  ou  positive  et  non  supé- 
rieure à  27r. 

La  quantité  w  étant  réelle,  positive  et  moindre  que  l'unité  la  fonction 


sera  moindre  en  valeur  absolue  qu'une  certaine  quantité  finie  pour  chaque 
valeur  de  z  appartenant  à  la  circonférence  C„,  et  si  nous  supposons  que 
la  partie  réelle  de  s  est  négative^  cette  fonction-là  devient  infiniment  petitç 
pour  les  valeurs  indéfiniment  croissantes  de  n,  de  sorte  que  nous  aurons 

Cn 

et  par  conséquent 

de  sorte  que  la  formule  (a)  nous  donnç 

(5)  K(u,  ,^,s)  =  -  ^"•^'"•;£|.^; +  »).--■  • 

Il  est  permis  de  supposer  que  la  partie  réelle  de  x  est  entre  les  limites 
(o  . . .  i)  ;  dans  ce  cas  nous  aurons 

Or  on  a,  d'après  les  conventions  faites  plus  haut: 

{ 27n{x  +  k)f''  =  {27ry"e'^'''"\x  +  kf-^ 
{_  27ri{i  —x  +  k)Y~'  =  {27ry"e'''^''^'\i  —x  +  */"', 


y 
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de  sorte  que  la  formule  (5)  devient 


te 


)3irli9x 


(50  ^K{w,x,s) 


-^(1-*)^    e-«*'**»  8iri«.+?(i-i), 


Nous  n'avons  défini  la, fonction  ß  que  pour  les  valeurs  réelles  et  po- 
sitives de  w.  Représentons  par  [w']  la  quantité  e'''^",  la  partie  imagi- 
naire de  Igw  devant  être  contenue  entre  les  limites  ( —  m  . . .  ;ri),  de  sorte 
que  la  fonction  [w']  sera  continue  et  uniforme  dans  le  plan  des  u  affecté 
de  la  coupure  ( —  cxd  . . .  o)  le  long  de  laquelle  celle-là  est  discontinue, 
et  posons  d'une  manière  générale 

ft(«;,a;,.)=Xi(;rHtF]- 
D'après  cette  convention  nous  aurons 

{x  +  ky-'  =  [{x  +  ky-'i      {i—x  +  kf"'  =  e'^''-'^[{i  —  x  +  ky-'] 

et  la  formule  (5')  deviendra 


te 


iirtiex 


TrK{w,x,8) 


-V(»-')-.,  V      .         ^iHtc~K\-») 


=  c   *  "  ''^{x ,  —  w; ,  I  —  s)  +  e '  "  " Ä(i  —  a? ,  w; ,  i  —  s) 

ou,  d'après  (4),  en  changeant  5  en   i  —  s: 
(6)  Ä(w  ,x,i  —s) 

Cette   formule  devient  une  relation  concrète  en  supposant  que  la  partie 
imaginaire    de   x   est   supérieure    à   zéro,    que   iv  est  une  quantité  réelle 
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entre  les  limites  (o  . . .  i)  et  que  la  partie  réelle  de  8  est  positive;  si 
elle  fait  partie  de  l'intervalle  (o...i)y  la  même  chose  aura  lieu  aussi 
dans  le  cas  où  la  valeur  de  x  est  réelle.  En  exprimant  les  fonctions  R 
par  les  intégrales  K  au  moyen  de  la  formule  (4)  on  obtient  une  rela- 
tion entre  les  trois  intégrales 

K{tO   jXy     l     S)y       .  K{X   ,    tV  fS)y  K{l     X   y    W   y    S). 

Remarquons  encore  que  pour  s  =  o  la  formule  (5)  nous  donne  d'après 
une  digression  facile 


formule  qui  a  été  donnée  par  M.  Kroneckër  dans  les  Sitzungsberichte 
der  Preuss.  Akad.  der  Wissensch,  (Avril   1883  et  Juillet  1885), 
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ÜBER  DIE  INTEGRALE  DES  VIELKÖRPER-PROBLEMS' 

TON 

H.    BRUNS 

in  LRIPZIO. 

L 

^  1.  Die  bis  jetzt  bekannten  Integrale  des  Vielkörper-Problenis,  näm- 
lich die  Schwerpunkts-  und  Flachen-Sfttze  und  der  Satz  von  der  leben- 
digen Kraft,  besitzen  die  gemeinsame  Eigenschaft,  dass  sie  die  Coordinaten 
und  die  Geschwindigkeits-Componenten  nur  in  algebraischen  Verbindungen 
enthalten.  Dieser  Umstand,  sowie  die  Vergeblichkeit  der  bisherigen  Be- 
mühungen zur  Auffindung  weiterer  Integrale  legen  die  Vermuth  ung  nahe, 
dass  der  Kreis  der  algebraischen  Integrale  mit  den  genannten  abgeschlos- 
sen sei.  Es  soll  deshalb  hier  die  Aufgabe  behandelt  werden,  alle  alge- 
braischen, die  Zeit  nicht  explicite  enthaltenden  Integrale  aufzusuchen. 
Das  Ergebniss  ist,  wie  hier  gleich  bemerkt  werden  soll,  negativer  Art, 
d.  h.  die  noch  fehlenden  Integrale  sind  sftmmtlich  transcendent. 

Es  seien  tn^j  x^^y^,  z^,  (a  =  i  ,  2 ,  . . . ,  n)  die  Massen  und  die  Coor- 
dinaten der  materiellen  Punkte,  r^  die  Distanz  der  Massen  m« ,  w^ , 


u-r. 


mafiiß 


Taß 

die    Krâftef unction   für   den    Fall    des  Newton  sehen   Gravitationsgesetzes, 
dann  können  wir  die  Bewegungsgleichungen  in  der  Form| 

^    '  dt  dt  ma     dXa 

'  Mit   GeoehmiguDg  des  Verfassers  abgedruckt  aus  den   Berichten  der  König]. 
Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften    1887;  Math.  Cl.    1—39,   55—82. 

Äetm  uuUhêmatUm.    11.    Imprimé  le  19  Novembre  1887.  4 


Digitized  by  VriOOQiC 


â6  Q.  Bruns. 

schreiben.  Wir  beschränken  uns,  wie  bereits  angedeutet,  auf  die  von  i 
freien  Integrale  und  bezeichnen,  wie  üblich,  als  Integral  einen  aus  den 
rr  ,  X ,  . .  .  gebildeten  Ausdruck  jp ,  dessen  Ableitung  nach  t  unter  Berück- 
sichtigung der  Differentialgleichungen  (i)  identisch  verschwindet,  der  also 
der  Bedingung 

genügt.  Ausserdem  werden  wir  mit  Ausdrücken  ^  zu  thun  haben,  welche 
die  Bedingung  (2)  zwar  nicht  identisch  befriedigen,  wohl  aber  in  Folge 
der  Bedingung  jr  =  o.  Derartige  Ausdrücke  wollen  wir,  in  Ermangelung 
einer  anderen  Bezeichnungsweise,  kurz  »Integralgleichungen»  nennen.  Solche 
Ausdrücke  entstehen  z.  B.  durch  Verbindung  und  Umformung  von  Glei- 
chungen, welche  Bestandtheile  einer  allgemeinen,  particul&ren  oder  singu- 
lären  Lösung  der  vorgelegten  Differentialgleichungen  sind.  Im  vorliegen- 
den Falle  haben  wir  diese  verschiedenen  Möglichkeiten  nicht  naher  zu 
untersuchen;  wir  können  deshalb  auch  davon  absehen,  dass  das  vorgelegte 
Problem  überhaupt  keine  singularen  Lösungen  besitzt. 

Zur  Abkürzung  des  Ausdruckes  wollen  wir  noch  festsetzen,  dass  die 
Zeichen  S  und  äl  benutzt  werden  sollen,  wenn  es  sich  nur  darum  handelt, 
anzuzeigen,  dass  eine  Grösse  eine  ganze  Function  oder  eine  rationale 
Function  ist,  ohne  dass  es  dabei  auf  die  besondere  Form  derselben  weiter 
ankommt. 

2.  Bei  der  Aufsuchung  der  algebraischen  Integrale  des  Systenas 
(i)  wollen  wir  zunächst  ein  etwas  allgemeineres  System  von  Differential- 
gleichungen zu  Grunde  legen,  und  erst  spater  auf  das  System  (x)  zurück- 
gehen. Es  seien  die  2  m  Variablen  î^i  ,  . . . ,  ^mJ  !/i  >  •  •  •  >  y«  ö'^ä  Functionen  von 
t  durch  das .  Gleichungssystem 


definirt,  wo  die  -4«  algebraische  Functionen  der  a?i ,  • . . ,  a;«  ohne  t  be- 
deuten. Diese  algebraischen  Functionen  können  wir  uns  immer  dargestellt 
denken  als  rationale  Functionen  der  x  und  einer  einzigen  algebraischen 
Irrationalität  5,  welche  als  Wurzel  einer  irreductiblen  Gleichung 

(4)  F{s,x, ,  .. . ,  rr,)  -  5-  +  S,s^-'  +  . .  .  +  Ä,  -  o 


Digitized  by 


Google 


Ober  die  Integrale  den  Vielkörper- Problems.  27 

definirt  ist^  in  der  S^  =  &{x).  Wir  werden  vorläufig  beeüglich  der 
Ai  y  . . .  j  A^9  F  nur  folgende  zwei  Einschränkungen  festseteen.  Erstlich 
soll  F  eine  ganee  homogene  Function  (vom  h**°  Grade)  der  Variablen  s 
und  Xj  ohne  willkürliche,  in  den  A^  nicht  vorkommende  Constanten,  be- 
deuten; zweitens  sollen  die  A  homogene  Functionen  der  x^s  und  zwar 
von  einer  geraden  Ordnung  2^  sein.  Beide  Einschränkungen  trefifen  für 
unser  specielles  Problem  (1)  zu.     Set^t  man  n&mlich 


(5) 


r^ß^ 


und  schafft  man  die  Quadratwurzeln,  als  welche  sich  die  r  darstellen, 
fort,  so  erhalt  m«n  für  s  in  der  That  eine  Gleichung  der  vorausgesetzten 
Art.  Ferner  werden  die  Ableitungen  der  Kräftef unction  in  (i)  homogene 
rationale  Functionen  von  den  x  ,y  ^  z  und  von  5,  und  zwar  von  der  Ord- 
nung —  2,  indem  sich  jedes  r  rational  durch  diese  Variablen  ausdrücken 
lässt.  Um  sich  hiervon  zu  überzeugen,  hat  man  nur  nöthig,  in  (5)  alle 
Quadratwurzeln  bis  auf  eine  fortzuschaffen. 

Ein  algebraisch  von  den  x ,  y  abhangiges  Integral  f?  der  Gleichungen 
(3)   lasst  sich  nun  immer  definiren  als  Wurzel  einer  gewissen  Gleichung 

(6)  j,p+ß^^p-i  +  ...  +  J5^=:o, 

in  welcher  B^^  ^{^^9)  ist,  und  von  der  wir  voraussetzen  dürfen,  dass 
sie  -nicht  in  Factoren  von  ähnlicher  Beschaffenheit  zerlegbar  sei.  Die 
Diflferetîtiation  nach  t  liefert 

(7)  rffî^  +•••  +  -^"  =  0. 

Verschwinden  in  dieser  Gleichung  sammtliche  Coefficienten,  so  sind  die  B 
rational  aus  den  x ,  y  zusammengesetzte  Integrale,  also  jp  eine  algebraische 
Verbindung  rationaler  Integrale.  Verschwinden  die  Ableitungen  der  B 
nicht,  so  nehmen  sie  die  Form  Sl{x  j  y ,  s)  an,  und  die  Gleichungen  (6) 
und  (7)  besitzen  eine  gemeinsame  Wurzel,  d.  h.  die  Gleichung  (6)  wird 
reductibel,  wenn  man  den  Variablen  x ,  y  die  Irrattonalitftt  s  Dadjungirt». 
Beide  Gleichungen  besitzen  also  einen  gemeinsamen  Theiler 

(8)  f  +  C^f'  +  . . .  +  C;,         [C,  =  âR(:r  ,y,z)\. 
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welcher  nicht  in  Factoren  von  ähnlicher  Form  zerlegbar  ist  und  der  ver- 
schwindet, wenn  für  ip  das  betrachtete  algebraische  Integral  substituirt 
wird.     Die  Wiederholung  derselben  Schlussweise  führt  zu  der  Bedingung 

welche  wegen  der  Irreductibilität  von  (8)  nicht  anders  erfüllt  sein  kann, 
als  wenn  die  Ableitungen  der  C  sammtlich  verschwinden.  Die  C  sind 
daher  Integrale  von  der  Form  9^{x^y^s).  Zusammenfassend  können  wir 
also  sagen:  die  gesuchten  algebraischen  Integrale  lassen  sich  immer  als 
algebraische  Verbindungen  von  Integralen  der  Form  Sl(x  j  y  y  s)  darstellen. 

3.  Es  sei  nun  p  ein  Integral  von  der  Form  ^(Xyj/yS).  Denken 
wir  uns  dasselbe  als  Quotienten  zweier  Polynome  von  der  Form  ê(a;,y,s) 
geschrieben,  so  können  die  Coefficienten  in  Zähler  und  Nenner  ausser  den 
in  den  Differentialgleichungen  auftretenden  Constanten  noch  irgend  welche 
Parameter  a^ ,  a^ ,  . . .  enthalten,  denen  beliebige  constante  Werthe  beige- 
legt werden  dürfen,  ohne  dass  p  aufhört  Integral  zu  sein.  Wir  wollen 
zeigen,  dass  ein  solches  Integral  sich  allemal  als  rationale  Verbindung 
von  parameterfreien  Integralen  derselben  Art  darstellen  lässt.  Zu  dem 
Ende  denken  wir  uns  einen  Quotienten  f>'  zweier  Polynome  D  und  E 
angesetzt,  welche  genau  dieselben  Terme  wie  Zähler  und  Nenner  von  ^, 
aber  mit  unbestimmten  Coefficienten  Dj ,  D^ ,  . . . ,  resp.  JS7j ,  -B, ,  .  . .  ent- 
halten. 

Die  Forderung,  dass  ^'  ein  Integral  sein  soll,  führt  zu  de^r  Bedingung 

/  V  TidE         „dD  \ 

\ 

welche,  vollständig  entwickelt,  eine  gewisse  Anzahl  von  GleichungerJ  liefert, 
die  in  Bezug  auf  die  Coefficienten  D^  y  D^y  .  ..y  E^y  E^y ...  bilineyr  sind. 
Diese  Gleichungen  sind  mit  einander  verträglich,  denn  sie  werdenl  durch 
die  Coefficienten  von  p  erfüllt;  andererseits  sind  die  Dj ,  D,, ...,  E^y\E^y... 
nicht  vollständig  durch  jene  Gleichungen  bestimmt,  wenn  ^  die  PariWeter 
a, ,  ttj ,  . . .  enthält.  Die  allgemeinste  Art  und  Weise,  der  Bedinguibg  (9) 
durch  den  Quotienten  ^'  zu  genügen,  besteht  nun  darin,  dass  die  Dj,!?^,..., 
E^y  E^y  ...  gewissen  Ausdrücken  gleichgesetzt  werden,  welche  in  raticVnaler 
Weise   i)  eine  gewisse  Anzahl  von  Parametern  6^,6,,...;  2)  eine  eiiizige 
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ilgebraisch  von  den  Parametern  b  abhängige  Grösse  ö  enthalten.  Die 
Srösse  c  können  wir  uns  definirt  denken  als  Wurzel  einer  irreductiblen 
Sleichung 

[lo)  (^  +  c^  c*~*  +  • .  •  +  c*  =  o, 

in  welcher  die  c^ ,  c, ,  . . .  die  Form  Sl{b)  besitzen.  Aus  dem  auf  diese 
Art  gewonnenen  Integral  ^'  wird  fp  erhalten,  wenn  man  für  die  b  gewisse 
Verbindungen  der  Parameter  a  einsetzt  Femer  Iftsst  sich  jede  an  ^' 
ausfahrbare  Umformung  oder  Zerlegung  auch  an  ^  ausführen,  so  dass 
wir  uns  auf  die  Untersuchung  von  ^'  beschränken  dürfen.  Wir  denken 
ans  nun  ^'  auf  die  Form 

jr'  =  F,  +  F,c  +  . . .  +  F.^.c"-' 

gebracht,  wo  die  F  gleich  Ä(a;,y,5,6)  sind.  Dieser  Ausdruck  kann 
wegen  der  Irreductibilität  von  (lo)  nicht  anders  ein  Integral  sein,  als 
wenn  die  F^j  F^,  ...  Integrale  sind,  d.  h.  man  kann  jedes  Integral  von  der 
Form  Ä(a?,y,  s),  welches  die  Parameter  in  nicht  rationaler  Weise  enthält, 
als  ein  Aggregat  von  Integralen  der  Form  Sl{x ,  y ,  s  y  b)  darstellen,* 

4.  Es  sei  jfetzt  f?  ein  Integral  von  der  Form  Ä(a?,y,s,ft).  Wir 
greifen  einen  der  Parameter  heraus  —  derselbe  werde  b  genannt  —  und 
betrachten  ^  als  Function  von  b.  Wenn  jr  oder  der  reciproke  Werth 
von  f>  die  Form  @{b)  besitzen,  so  sind  offenbar  die  Coefficienten  der  ein- 
zelnen  Potenzen  von  6  in  ^  oder  dem  reciproken  Ausdrucke  Integrale, 
welche  den  Parameter  b  nicht  enthalten.  Wenn  weder  ^,  noch  der  re- 
ciproke Werth  von  ^  nach  b  ganz  rational  sind,  so  schreiben  wir  ^  in 
der  Form  H:K,  wo  H  und  K  die  Form  ê{b)  besitzen.  Zerlegen  wir 
dann  f?  in  den  nach  b  ganzen  Theil  ^^  und  in  den  echtgebrochenen  Theil 
^j,  so  sind,  wie  man  sofort  durch  Entwickelung  von  ^  nach  fallenden 
Potenzen  von  b  erkennt,  ^^  und  ^j  Integrale,  und  zwar  sind  auch  die 
Coefficienten  der  einzelnen  Potenzen  von  b  in  f^  Integrale.  Den  reci- 
proken Werth  von  ^^ ,  welcher  unecht  gebrochen  ist,  zerlegen  wir  wieder 

*  WeoD  die  Differentialgleichungeii  gewisse  Parameter  <'i  ^  <^,  ^  •  •  .  ,  welehe  nicht  in 
der  Gleichung  fttr  8  vorkommen,  in  rationaler  Weise  enthalten,  bo  lässt  sich  auf  ähnliche 
Weise  zeigen,  dass  Integrale,  in  denen  die  e  algebraisch  vorkommen,  sich  auf  solche  von 
der  Form  ^{e^^e^^  . . .)  reduciren  lassen.  Derartige  Parameter  sind  s.  B.  beim  Yielkörper- 
problem  darch  die  Massen  gegeben. 
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in  den  ganzen  rationalen  TheiL  ^,  und  in  den  echt  gebrochenen  ^, ,  diuin 
sind^,  und  ^^  ebenfalls  Integrale.  Setzt  man  dieses  Verfahren,  welches 
schliesslich  von  selbst  abbricht,  bis  an's  Ende  fort,  so  gelangt  man  zu 
der  Kettenbruchdarstellung 

9^  =  fPi  +  i'^^+i'9z  +  '-y 

wo  die  f)^  ganze  Functionen  der  b  bedeuten,  deren  Coefficien ten  Integrale 
ohnfe  den  Parameter  b  sind.  Durch  Wiedereinrichtung  des  Kettenbruches 
erh&lt  man  dann  f?  als  Quotienten  zweier  ganzen  Functionen  von  6,  deren 
Ooefficienten  von  ft  freie  Integrale  der  Form  Sl(x ,  y ,  $)  sind. 

Durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens  erkennt  man,  dass  jedes  In- 
tegral von  der  Form  ^{x^yys)j  welches  gewisse  Parameter  6^,63,... 
in  rationaler  Weise  enthalt,  allemal  aus  einer  Anzahl  parameterfreier  In- 
tegrale in  ganz  oder  gebrochen  linearer  Form  zusammengesetzt  werden 
kann.  Dieser  Satz  führt  in  Verbindung  mit  den  über  die  Differential- 
gleichungen (3)  gemachten  Voraussetzungen  sofort  zu  einer  für  das  Fol- 
gende wichtigen  Oonsequenz.  Es  sei  k  eine  beliebige  constante  Zahl  ;  man 
ersetze  in  den  Differentialgleichungen  die  Grössen  x ,  t  und  entsprechend 
5, y  durch 

wo  N  die  in  §  2  angegebene  Bedeutung  besitzt,  dann  hebt  sich  die  Grösse 
k  aus  den  Differentialgleichungen  heraus,  und  es  geht  deswegen  jedes 
Integral  jj?  durch  diese  Substitution  wiederum  in  ein  Integral  über,  wel- 
ches jedoch  jetzt  im  Allgemeinen  den  Parameter  k  enthält.  Es  sei  nun 
j?  ein  parameterfreies  Integral  von  der  Form  Sl{Xjy,$),  welches  durch 
die  angegebene  Substitution  in  ^'  übergehen  möge.  Wir  schreiben  jr  in 
der  Form  3>§(r»  ,  y  ,  s)  dividirt  durch  ê'{x  ,  y ,  5)i>,  dann  nimmt  jeder  Term 
in  Zahler  und  Nenner  nach  der  Substitution  wieder  die  ursprüngliche 
Gestalt  an,  jedoch  mit  einer  bestimmten  Potenz  von  k  multiplicirt,  deren 
Exponenten  wir  als  die  Dimension  des  betreffenden  Terms  bezeichnen. 
Schreiben  wir  nun  Zahler  und  Nenner  von  ^'  in  der  Form 

L  ^L,¥  +  L,k^-'  +...  +  i,, 
M  =  M^k^  +  M^k^"'  +..'•  +  -M,, 
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SO  umfassen  die  Coefficienten  L^ ,  M^  immer  nur  Terme  gleicher  Dimen- 
sion. Diese  Coefficienten  müssen  nun  durch  Multiplication  mit  einem  und 
demselben  Factor  in  Integrale  übergeben,  und  man  erkennt  leicht,  dass 
man  für  diesen  Multiplicator  den  reciproken  Werth  irgend  eines  der 
Coefficienten  z.  B.  i  :  L^  wählen  darf.  Wir  erhalten  dann  ^  linear  zu* 
sammengesetzt  aus  Integralen  der  Form  »ê(a; ,  y,  5)  dividirt  durch  ê'{x ,  y,  5)», 
deren  Zahler  und  Nenner  nur  Tenne  von  gleicher  Dimension  enthalten. 
Solche  Integrale  sollen  2>homogen  in  den  Dimensionerna  oder,  wenn  kein 
Missverst&ndniss  zu  befürchten  ist,  schlechtweg  homogen  heissen. 

6.  Es  sei  jetzt.  ^  ein  homogenes  Integral  von  der  Form  Ä(a; ,  y ,  5), 
welches  wir  uns  in  die  Gestalt  S{x  ,  y  ,  5)  :  ê\x  y  y  y  s)  gebracht  denkeh. 
Da  ein  von  den  1/  freier  Ausdruck  nicht  der  Bedingung 

di-'' 

identisch  genügen  kann,  wenn  er  nicht  gleichzeitig  von  den  x  frei  ist,  so 
muss  wenigstens  eine  der  Variabeln  y  in  ^  vorkommen.  Es  sei  dies  y^ . 
Wir  denken  uns  Z&hler  und  Nenner  von  ^  nach  y^  in  Linearfactoren  zer- 
i(^>  setzen  also  an 

^i  0  y  =  Qiv^  -  VxTd/^  -  yi,r(n,  -  n^y'  •  •  - 

wo  die  ay  ßjf  j  , ..  ganze  positive  oder  negative  Zahlen,  die  7]  rationale 
oder  algebraische  Functionen  der  Variabein  x ,  y ,  s  unter  Ausschluss  von 
y^  bedeuten  und  Q  eine  rationale  Function  derselben  Variablen  ist.  Da 
^  Integ^al  ist,  so  erhalten  wir 

_  dlogy  ^  ^]23ß   I  V_  ^ /-^«  ^\ 

dt  dt      "^  ^Vx-  Vi  \  ^^~         ^^  /  * 

Zur  Umformung  dieses  Ausdruckes  wollen  wir  für  den  Augenblick  die 
Zeit  t  y  so  weit  sie  in  den  Variablen  a? ,  y ,  s  unter  Ausschluss  von  x^  und 
y^   vorkommt,  mit  r  bezeichnen,  dann  ist 


~  dt     -  "  a;r,    y^^     dz    ' 
dt        dxj'  ^   dz' 
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also 

^  a  logg       ,    dlogQ       v^^y»   ,  V      «      (àVx  _^  _  ^  ?2l\ 

Da  nun  y^  m  dieser  Gleichung  nur  insofern  vorkommt,  als  es  explicite 
hingeschrieben  ist,  so  folgt 

Zur  weiteren  Verwendung  dieser  Relation,  welche  ofiPenbar  in  Bezug  auf 
7j^  eine  partielle  Diflferentialgleichung  darstellt,  denken  wir  uns  jetzt  Zahler 
und  Nenner  des  betrachteten  Integrals  j?,  statt  in  Linearfactoren,  so  weit 
als  möglich  in  die  einfachsten  Factoren  zerlegt,  welche  noch  die  FoHn 
S(y)  resp.  ^{x  js)  besitzen.  Die  von  einander  verschiedenen  Theiler,  wel- 
che die  Variablen  y  wirklich  enthalten,  mögen  mit  ^'^ ,  c^, ,  . . .  bezeichnet 
werden,  so  dass  wir  ansetzen  können 

wo  die  Xj  /i,  . . ,  ganze  positive  oder  negative  Zahlen  bedeuten  und  T  die 
Form  Sl(x  y  s)  besitzt.  Die  Wurzeln  tj  in  (i  i)  werden  dann  erhalten,  wenn 
man  diejenigen  ^,  welche  y^  enthalten,  gleich  Null  setzt  und  nach  y^ 
auflöst  Es  sei  ^i{y^)  ein  solcher  Theiler,  welcher  die  in  (12)  benutzte 
Wurzel  7j^  liefert.     Dann  erhalt  man  aus  der  Identität 

(13)  <PÅVi)  =  o 

die  Gleichungen 

d7j,  dxa  dxa'  djj,  dyß  dyß'  ^''-^•» «"^ 

Beachtet  man  nun  noch  die  Differentialgleichungen  (3),  so  geht  (12)  suc- 
cessive über  in 

A-I.»,S;-EAgt-ï.'i!'  =  °. 


fl 


^ft      V  ^Vß       ^*. 


(-4)         ^,Ê:+X»>Ë:+t^.'é+v,^=o. 


09=î,  8 m) 


:•  97.  '  ^'"^fi  '  v  '^."A    '*  ^*. 
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Die  linke  Seite  der  letzteren  Gleichung  ist  offenbar  nichts  anderes,  als 
ier  vollständig  entwickelte  Ausdruck  für 

#,(y.) 
dt    ' 

vorausgesetzt,  dass  für  y^  überall  die  aus  (13)  sich  ergebende  Wurzel  yj^ 
geschrieben  wird.  Hiernach  ist  also  ^,(^1)  eine  Integralgleichung,  denn 
die  Ableitung  von  ^^  nach  t  verschwindet  nach  (14)  wenn  nicht  identisch, 
50  doch  sicher  in  Folge  der  Gleichung 

M,)  =  o- 

Derselbe  Schluss  gilt  offenbar  für  die  übrigen  Theiler  ^,  Angenommen 
nun  man  könnte  beweisen,  dass  jeder  der  Theiler  î^ij^^jj...  durch  Multi- 
plication mit  einem  Factor  von  der  Form  Sl{XyS)  in  ein  Integral  ^j,^,,... 
verwandelt  werden  kann,  so  würde  daraus  folgen,  dass  jedes  homogenes 
Integral  çp  sich  auf  die  Form 

f>  =  f7f îfÇ  . .  . 

bringen  lässt,  wo  die  homogenen  Integrale  ^itf^^j*"  die  Form  S(y)  resp. 
ål[x  y  s)  besitzen,  und  der  Factor  Ï7,  welcher  höchstens  die  XyS  enthalten 
kann,  sich  auf  eine  Constante  reducirt,  weil  er  der  Bedingung 

dU 
-dt='' 

genügen  muss.  Ferner  würde  damit  die  Aufgabe,  alle  algebraischen  In- 
tegrale der  vorgelegten  Differentialgleichungen  zu  finden,  auf  die  andere 
zurückgeführt  sein,  alle  homogenen  Integrale  der  Form  S(y)  resp.  ^{Xjs) 
zu  ermitteln.  Wir  werden  nun  zeigen,  dass  eine  solche  Reduction  der 
homogenen  Integralgleichungen  ^u^^y-y  auf  die  uns  die  Untersuchung 
geführt  hat,  unter  den  hier  gemachten  Voraussetzungen  in  der  That  im- 
mer möglich  ist.    • 

6.  Es  sei  ^  eine  homogene  Integralgleichung  der  Form  S(y)  resp. 
Sl{x ,  s),  welche  sich  nicht  in  Theiler  von  ahnlicher  Gestalt,  die  die  y  wirk- 
lich enthalten,  zerlegen  lasst.  Der  vollständig  entwickelte  Ausdruck  für 
die  Ableitung  von  ^  nach  t  besitzt  eine  ahnliche  Gestalt  wie  ^,  nur  dass 

Aetm  mathematUo.    11.    Imprimé  le  1»  Novembre  1887.  5 


Digitized  by  VriOOQiC 


34  H.  Brans. 

der  Crrad  în  Bezug  auf  die  y  um  eine  Einheit  höher  ist  als  in  ^.  Diese 
Ableitung  muss  verschwinden,  wenn  (p  verschwindet,  muss  also  wegen 
der  vorausgesetzten  Irreductibilität  von  ^  durch  ^  selber  theilbar  sein, 
so  dass  wir  ansetzen  können 

wo  ù>  in  Bezug  auf  die  y  ganz  linear  und  ebenso  wie  ^  in  den  ^Dimen- 
sionen homogen  ist.     Schreiben  wir 

û>  =  û>^  +  Sy«û>a, 

so  sind  die  w^y  to^ ,  . . .  homogene  rationale  Functionen  von  den  XyS.  Sub- 
stituirt  man  ferner  für  die  Variabein  o? ,  < ,  ^ ,  y  wie  früher 

so  ergibt  sich,  dass  die  Dimension  von  o)  ungerade  ist.  Ferner  sind  die 
Dimensionen  der  a)^ ,  a>,  ,  . . .  gerade,  die  der  y  ungerade,  es  muss  also  in 
0)  das  Glied  w^  fehlen,  d.  h.  cd  ist  in  Bezug  auf  die  y  homogen  linear. 
Dieser  Umstand  ist  für  die  folgende  Beweisführung  von  wesentlicher  Be- 
deutung und  bildet  den  Grund,  weshalb  wir  in  den  Differentialgleichungen 
(3)  die  -4  als  homogene  Functionen  gerader  Ordnung  in  Bezug  auf  die 
X  ,  8  vorausgesetzt  haben.  Es  wäre  möglich,  dass  diese  Einschränkung  bei 
einem  andern  Beweisgange  sich  als  unnöthig  herausstellt.  Ich  gehe  auf 
diese  Frage  nicht  näher  ein,  weil  sie  für  unser  eigentliches  Ziel,  nâmlich 
die  Aufsuchung  der  algebraischen  Integrale  des  Eingangs  ■  aufgestellten 
Vielkörper-Problems,  unerheblich  ist. 

Es  werde  ^  als  Polynom  der  y  geschrieben;  sein  Grad  in  Bezug  auf 
diese  Variabein  sei  jp,  und  es  werde  angesetzt 

^  =  ^0  +  A  +  -'^ 

wo  die  ^^ ,  ^j ,  . . .  die  Terme  vom  Grade  jp ,  p  —  i ,  .  • .  zusammenfassen. 
Mit  Rücksicht  auf  das  Vorhergehende  ist  dann 


(15)  52y«Ë'  =  î^oû>.      û>  =  52y« 


Digitized  by  VriOOQiC 


Ober  die  Intégrale  des  Vielkörper-Problems.  S5 

80  dass  es  für  die  Untersuchung  von  eo  lediglich  auf  das  Anfangsglied 
^^  ankommt.  Die  Coefficienten  oi«  in  œ  h&ngen  auf  einfache  Weise  mit 
gewissen  Coefficienten  in  ^^  zusammen.  Man  ordne  <p^  nach  einem  der 
darin  vorkommenden  y  —  sagen  wir  y,   —  und  setze  an 

<Po  =  r,f,  +  v,yr'  +  . . .  +  n, 

wo  die   V  ganze  Functionen  der  übrigen  y  sind,  dann  folgt  aus  (15) 

Sind  a,  fl',  . .  .  die  Coefficienten  des  Polynoms  V^^  so  ist,  da  die  Relation 
(16)  für  beliebige  y  bestehen  muss, 

3a  da'  , 

^=^û>j,         —  =  aû>i,    etc.; 

wir  können  also  allgemein  ansetzen 

aioga« 


iOa  — 


dXa 


WO  die  a^  gewisse  Coefficienten  in  ^^  bedeuten. 

Als  Vorbereitung  für  das  Folgende  betrachten  wir  zunächst  den  Fall, 
wo  die  Coefficienten  in  ^^  sammtlich  von  der  Irrationalität  s  frei  sind. 
Es  sei  X  eine  Function  der  x ,  y,  ganz  homogen  nach  den  y,  rational 
liomogen  nach  den  Xy  welche  der  Bedingung 

C17) 

V^      9  loff  ba 

^^'«nOgen,  wo  die  b^  gewisse  Coefficienten  des  nach  den  y  geordneten  Aus- 
ciruckes  ](  bedeuten.     Man  denke  sich  sämmtliche  Coefficienten  in  ^  ^^^f 
<3^n    kleinsten   gemeinsamen   Nenner    M  gebracht   und  den  etwa  vorhan- 
denen gemeinsamen  grössten  Theiler  L  aller  Coefficientenzähler  aufgesucht, 
cl«inn  ist 
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ein  Ausdruck  von  der  Form  S(ic,y),  welcher  keinen  von  den  y  unab- 
hängigen Theiler  der  Form  S{x)  besitsrt.     Ferner  wird 

(i8) 

_.^      3  log  6. 

wo  die  V^  gewisse  Coefficienten  in  /'  bedeuten.  Es  sei  nun  Q  ein  ir- 
reductibler  Theiler  von  è^,  welcher  die  Variable  x^  wirklich  enth&ltj  dann 
tritt  in  /  ein  Glied  der  Form 

Q  dxa 

auf,  welches  sich,  so  lange  specielle  Werthsysteme  der  y  ausgeschlossen 
bleiben,  nicht  gegen  andere  Glieder  in  f  fortheben  kann.  Der  Ausdruck 
r'  wird  also  sicher  unendlich  für  alle  endlichen  Werthsysteme  der  oJ,  für 
welche  Q  verschwindet.  Es  müsste  also,  da  für  endliche  x  die  linke  Seite 
von  (i8)  sicher  endlich  bleibt,  wider  die  Voraussetzung,  ;f' durch  Ç  theil- 
bar  sein.  Der  Coefficient  b'^  ist  daher  von  x^  unabhängig,  d.  h.  f  ist 
gleich  Null  und 


r2/a|;  =  o, 


'dXa. 

woraus  folgt,  dass  sich  ^'  als  eine  ganze  rationale  Verbindung  der  Aus- 
drücke 

ohne  x^  darstellen  lässt. 
7.     Zu  der  Relation 

(.5)  Sy.'-^---!^.'-^' 

zurückkehrend,  wollen  wir  den  Satz  beweisen,  dass  der  Ausdruck 
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ein  totales  Differential  ist,  dass  also  die  sogenannten  Integrabilitfttsbe- 
dingungen 

dWa  d(Oß   ^*log    /aa\    

dxß  dx^  dXa^Xß  \aßj  . 

sämmtlich  erfüllt  sind.  Zu  dem  Ende  wollen  wir  in  ^^  die  Grössen 
yz9  '  '  '  iVm  gleich  Null  setzen,  jedoch,  um  Unbestimmtheiten  zu  vermeiden, 
folgendermassen  vorgehen.  Wenn  ^^  durch  eine  Potenz  von  y^  theilbar 
ist,  so  unterdrücken  wir  diesen  Theiler,  welcher  für  die  Gleichung  (15) 
bedeutungslos  ist,  und  bezeichnen  ^0  i^^i*  î^o.m-  Darauf  setzen  wir  y^ 
gleich  Null  und  bezeichnen  den  Ausdruck,  in  welchem  ^o,m  hierdurch 
übergeht  mit  ^o,«-!«     Derselbe  genügt  der  Gleichung 

Hierauf  unterdrücken  wir  in  ^o.m-i  ^î^  ei\YB,  als  Theiler  auftretende  Po- 
tenz von  y^_i  und  'setzen  y^_^  gleich  Null,  wodurch  wir  zu  dem  Aus- 
drucke ^o,m-2  gelangen,  u,  s.  w.  Gelangt  man  auf  diese  Weise,  bevor 
auch  t/j  gleich  Null  gesetzt  wird,  für  çp^^^t  zu  einem.  Monom  von  der  Form 

so  kann  offenbar  in  o)  für  die  Coefficienten  aj ,  aj, ,  . . . ,  a^t  der  eine  Coef- 
ficient C  gesetzt  werden,  und  es  sind  die  zu  den  aus  rci , . . , ,  rc^  gebildeten 
Variablenpaaren  gehörigen  Integrabilitätsbedingungen  von  selbst  erfüllt. 
Wir  haben  deshalb  nur  noch  den  ungünstigsten  Fall  zu  verfolgen,  dass 
man  nämlich,  nachdem  auch  y^  beseitigt  ist,  mit  Unterdrückung  der  ein- 
fiusslosen  Potenztheiler  zu  einem  ^^,  von  der  Form 

gelangt,  in  welchem  q  mindestens  gleich  Eins  und  die  Endcoefficienten 
c^  und  c^  von  Null  verschieden  sind.     Dieses  (p^^  genügt  der  Bedingung 

^y^~dj^  ^  Çy«û>«,  (««1.8) 

a  "" 

wo  in 

d  lOff  aa 

dXa 
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für  die  Ooefficîcnten  a^^a^  offenbar  c^  und  c^  zu  nehmen,  sind.  Die  ge- 
fundenen Relationen  formen  wir  um  in 

Die  Coefficienten  von  ^'  können  nun  die  Irrationalität  s  enthalten.  Ist 
dies  der  Fall,  so  gilt  die  Gleichung  (19)  für  alle  Wurzelwerthe  «i,  ^j, ...,  5«, 
welche  s  annehmen  kann.  Summiren  wir  die  den  einzelnen  Wurzeln  ent- 
sprechenden Gleichungen  (19)  und  setzen 

SO  sind   ^T  und  C  homogen  rational  nach  den  x;  ferner  ist 

^     31ogr_      a  log  C 

Der  Ausdruck  ¥  ist  also  eine  Function  von  derselben  Beschaffenheit,  wie 
die  vorhin  mit  ^  bezeichnete.  Bedeutet  H  den  kleinsten  gemeinsamen 
Nenner  der  Coefficienten  in  9\  so  ist  HV^  eine  Function  der  Form  S(a?,y), 
welche  keinen  von  den  y  unabhängigen  Theiler  der  Form  &{x)  besitzt 
und  der  Bedingung 

genügt.     Es  ist  also,  abgesehen  von  einem  constanten  Coefficienten 


.nq 
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Hieraus  folgt  sofort 


'^S  =  ?A  =    +  (^\ 
c^        «i  ■"  \«,/ 


Damit   sind   offenbar   die   Integrabilitätsbedingungen    allgemein   bewiesen, 
und  wir  haben  ferner  für  das  ursprüngliche  ^^  die  Relation 


wo  die  q^  ganze  positive  Zahlen,  die  Null  eingeschlossen  bedeuten.    Ferner 
erkennt  man  hieraus,  dass 

ist,  dass  also  die  Integralgleichung  ^  durch  den  Multiplicator 

in  ein  Integral  verwandelt  wird.     W.  z.  b.  w. 

Es   sei  jetzt   j?    das  zu   ^  gehörige   Integral.     Wir  spalten  dasselbe 
ähnlich  wie  ^,  setzen  also  an 

^  =  f^o  +  f^i  +  •  •  •  . 


wo^  f^o   ^'^^^    v^^   ^0  <îurch  den  integrirenden  Multiplicator  unterscheidet 
und  der  Bedingung 

'dXa 


^Pa^^O 


genügt.     Wir  wollen  nun   zeigen,  dass  ^^  sich  als  eine  ganze  rationale 
Function  der  m  —  i   Verbindungen 

ohne  iTj  darstellen  lasst.     Zur  Vereinfachung  des  Beweises  schicken  wir 
folgende  Bemerkung  vorauf. 
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8.     Angenommen    man    hätte    in    dem    ursprünglichen    System   von 
Differentialgleichungen 

dXa  dVa  ä    t  V 

statt  der  Variabein  x,y  andere  Variable  f  ,)y  durch  die  lineare  Substitution 

ß  ß 

eingeführt,  in  der  die  c  feste  Zahlen  mit  nicht  verschwindender  Deter- 
minante bedeuten,  so  würde  dadurch  an  den  über  die  Differentialglei- 
chungen und  die  Irrationalität  s  gemachten  Voraussetzungen  nichte  geändert 
worden  sein;  es  würde  also  auch  die  ganze  bisherige  Untersuchung  ohne 
Weiteres  für  das  transformirte  System  gültig  bleiben.  Insbesondere  würde 
der  Satz,  dass  die  hier  untersuchten  Integralgleichungen  durch  einen  Mul- 
tiplicator  von  der  Form  ^[x  ^  s)  in  Integrale  übergehen,  wenn  er  vor  der 
Transformation  gilt,  auch  nach  derselben  gelten  und  umgekehrt  Diese 
Bemerkung  benutzen  wir  in  folgender  Weise.  Die  Discriminante  A  der 
Gleichung  für  s  ist  eine  homogene  ganze  rationale  Function  der  x  vom 
Grade 

n{n  —  \)  =  fx. 

Die  Discriminante  A'  der  transformirten  Gleichung  für  s  geht  aus  A 
hervor,  wenn  man  statt  der  x  die  ^  einführt.  Bei  passender  Wahl  der 
Substitutionscoefficienten  c  lasst  sich  nun  stets  erreichen,  dass  in  A'  die 
Glieder  mit 

wirklich  vorkommen.  Es  ist  deshalb  keine  wesentliche  Einschränkung 
der  Allgemeinheit,  wenn  wir  annehmen,  dass  \)ereits  in  der  ursprünglichen 
Discriminante  A  die  Glieder  mit 

ÄJj  ,  a?3 ,  . .  .  ,  37^ 

wirklich  vorkommen,  da  diese  Eigenschaft,  wenn  sie  ursprünglich  nicht 
vorhanden  ist,  durch  eine  vor  Beginn  der  ganzen  Untersuchung  vor- 
genommene Transformation  stets  herbeigeführt  werden  kann. 
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Wir  denken  uns  nun  in  der  Gleichung  für  8  den  Variablen  iCj , . . . ,  a?« 
irgend  welche  endliche  Werthe,  dem  x^  dagegen  einen  ausserordentlich 
grossen  Werth  beigelegt,  dann  Iftsst  sich  jede  Wurzel  s  nach  fallenden 
Potenzen  von  x^  in  eine  Reihe  entwickeln,  welche  unter  den  gemachten 
Voraussetzungen  die  Form 

s  =  <TX,+a,+^  +  ^  +  ... 

besitzt     Hierin  ist  tr  die  Wurzel  einer  Gleichung 

^  +  I,t/^-'  +  ...  +  S,  =  o, 

welche  keine  mehrfachen  Wurzeln  besitzt  und  deren  Coefficienten  nur  von 
den  in  der  ursprünglichen  Gleichung  für  s  auftretenden  Constanten,  aber 
nicht  von  den  x  abhangen.  Die  übrigen  Coefficienten  öj,  ,  ^i ,  . . .  besitzen 
die  Gestalt  Sl(<r)  resp.  ^(a:,,  .  . . ,  o:«). 

Führt  man  jetzt  statt  der  Variablen  x  neue  Variable  p  durch  die 
lineare  Substitution 

Pl=^  ^ly  Pi=  ^2—^ly^9       •    •    •    »       Pm  =  ^m  —  Ol^iy 

ein,  so  erhalt  man  das  Glied  mit  p^  in  der  Discriminante,  wenn  man  an 
Stelle  der  a?i ,  • . . ,  a?„  resp. 

Pi^    Pi-r^    •  •  •  .    Pi^ 

schreibt.  Der  Coefficient  von  p^  in  der  Discriminante  wird  also,  so  lange 
specielle  Werthsysteme  der  y  ausgeschlossen  werden,  von  Null  verschieden 
sein.  Infolge  dessen  lasst  sich  für  grosse  Werthe  von  p^  und  endliche 
Werthe  der  i?8 ,  . . . ,  p«,  die  Irrationalität  s  nach  fallenden  Potenzen  vo^ 
Pj    in  die  Reihe  . 

Fl       Fl 

entwickeln,  wo  p  eine  von  den  p  unabhängige  Irrationalität, />^ , />j , />j ,,. . 
^^g^ge^  ganze  rationale  Functionen  der  /> ,  i?2  >  •  •  •  >  i^«  bedeuten. 

Aetm  nkathemmth;    11.    Imprimé  le  80  NoTembre  1M7.  g 
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Dies  vorausgegchîckt  betrachten  wir  wieder  den  Anfangsterm  ip^  in 
dem  Integral  ^.  Derselbe  stellt  sich,  wenn  er  die  Irrationalität  s  wirklich 
enthalt,  zunächst  dar  in  der  Form 

muss  aber  in  Wirklichkeit  von  Pj  frei  sein.  Entwickelt  man  nun  s  und 
darauf  ip^  nach  fallenden  Potenzen  von  p^,  so  muss  diese  Reihe  sich  auf 
den  einen  von  |?,  freien  Term  reduciren,  welcher  nach  den  vorausgehen- 
den Bemerkungen  die  Variablen  p^^  ..•?!?«  i^ur  in  rationaler  Weise  ent- 
hält, d.  h.  ip^  enthält  auch  die  x  nur  in  rationaler  Weise  und  ist  in 
Wirklichkeit  frei  von  s.  Hieraus  folgt  weiter,  wenn  man  die  in  §  6  über 
die  Ausdrücke  /  und  /'  geraachten  Bemerkungen  beachtet,  dass  (p^  eine 
ganze  Function  der  x  ist. 

9.  Fassen  wir  die  Resultate,  zu  denen  wir  bisher  gelangt  sind,  zu- 
sammen, so  können  wir  folgende  Sätze  aussprechen. 

Gegeben  ist  das  System  von  Differentialgleichungen 

àxa  dya         A 

in  welchem  die  A  als  homogene  rationale  Functionen  von  der  geraden 
Ordnung  2N  aus  den  x  und  einer  gewissen  Irrationalität  s  zusammen- 
gesetzt sind.     Die  Grösse  s  ist  Wurzel  einer  irreductiblen  Gleichung 

5-  +  Ä,s-^  +  ...  +  Ä,  =  o, 

deren  linke  Seite  eine  ganze  homogene  Function  der  s ,  x  von  der  n-ten 
Ordnung  bildet.  Wenn  das  vorgelegte  System  von  Differentialgleichungen 
algebraische,  von  t  freie  Integrale  besitzt,  so  lassen  sich  dieselben  allemal- 
darstellen  als  algebraische  Functionen  eines  oder  mehrerer  Integrale  p, 
welche  folgende  Eigenschaften  besitzen: 

i)  Jedes  ^  ist  eine  ganze  rationale  Function  der  y,  eine  rationale 
Function  der  x  und  s. 

2)  ^  ist  in  den  Dimensionen  homogen,  d.  h.  wenn  man  für  die 
XjS^y  resp.  setzt 

xk\     sk\     yk^^^\     {k  =  Constante), 
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80   nimmt   tp    wieder   die    ursprüngliche  Gestalt  an,  jedoch  versehen  mit 
einer  gewissen  Potenz  von  h  als  Factor. 

3)  Bedeutet  (p^  das  Aggregat  der  Glieder  in  ^,  welche  in  Bezug  auf 
die  y  von  der  höchsten  Ordnung  sind,  so  sind,  wenn  ip^  nach  den  y  ge- 
ordnet wird,  die  Coefficienten  ganze  rationale  Functionen  der  %  ohne  ge- 
meinsamen Theiler. 

4)  Der  Ausdruck  ip^  genügt  der  Bedingung 

enthalt  also  .die  x  nur  in  den  Verbindungen 

Nachdem  wir  bis  zu  diesem  Punkte  gelangt  sind,  brechen  wir  die 
allgemeine  Untersuchung  ab  und  wenden  uns  wieder  zu  dem  Vielkörper- 
Problem  zurück^  welches  ja  den  Ausgangspunkt  bildete,  und  welches,  wie 
bereits  bemerkt,  einen  speciellen  Fall  der  hier  betrachteten  Differential- 
gleichungen reprasentirt. 

10.     Es  seien 

Wa,        O^al       Vay       ^a  («-1. 2. ...,  •) 

die  Massen  und  die  Coordinaten  der  einzelnen  materiellen  Punkte  in  dem 
betrachteten  Vielkörper-Problem, 

die  Geschwindigkeitscomponenten,  v^  die  Distanz  der  beiden  Massen  m^ ,  w^, 
dann  haben  wir 

dZa  rj  dZa  ^  V  *«    *^  ~  ^« 
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runs. 


WO  bei  den  Sumraationen,  ebenso  wie  weiterhin,  zu  beachten  ist,  dass 
Glieder  mit  r^  nicht  vorkommen  dürfen.  Es  sei  <p  ein  homogenes  In- 
tegral von  der  Form 

S(X,  F,Z).    resp.     ^{x,y,z), 

welches  in  Bezug  auf  die  X,  F,  Z  vom  Grade  j9  ist;  ferner  setze  man 

F  =  j^o  +  Fl  +  •  •  •  ^ 

wo  die-  f?^ ,  ^j ,  . . .  die  Aggregate  der  Glieder  bedeuten,  welche  in  den 
X  ,  F ,  Z  von  den  Ordnungen  jp ,  ^  —  i ,  , . .  sind  ;  endlich  bezeichne  man 
die  Zeit  ^,  je  nachdem  sie  in  den  Coordinäten  oder  in  den  Geschwindig- 
keiten vorkommt,  mit  u  resp.  t;,  ftlhre  also  die  Operationssymbole 


=?(^" 

d 

5«a 

+  K.  + 

^•é)' 

a 

3v' 

=?(^" 

a 
âïâ 

+  ^«9r«  +  ^«azJ 

ein. 

dann 

muss 

sein 

(2  2) 

aw 

j 

=  o. 

Diese  beiden  Bedingungen  werden  sich  als  für  unseren  Zweck  ausreichend 
erweisen.  Die  erste  Bedingung  besagt,  dass  ip^  die  x  ^y  j  z  nur  ganz  ra- 
tional in  den  Verbindungen 

/;  =  x^X,  —  x^X^,        g^  =  y^Xj  —  x,  F«,         K  =  ^a^i  —  ^xZa 

enthält,  d.  h.  wenn  man  statt  der  x  ^y ,  z  in  f^^  die  Ausdrücke 

'^«^z^  +  ^iv    ^-^ï:  +  ^>i:'     ''-  =  ï:  +  ^'z: 

einsetzt,  so  verwandelt  sich  ^^  in  eine  Function  der  Grössen 

h  J  '  •  '  9  fni    ffl  y   •  '  '  y  ffnj    '*1  >    •  •  '  >   "n  > 

welche   von  x^  frei   ist,   und   abgesehen  davon,  dass  eine   Potenz  von  X^ 
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als  Nenner  vorkommen  kann,  die  X  y  Y ,  Z  nur  ganz  rational  enthält. 
Im  Folgenden  werden  wir  voraussetzen,  dass  jp^  bereits  durch  die  fjffyh 
ausgedrückt  sei. 

Bilden  wir  jetzt  die  Ableitung  von  ^^  nach  v,  so  enthalten  die  ein- 
zelnen Glieder  im  Nenner  die  dritte  Potenz  eines  r^ß^  sind  aber  im  Übri- 
gen rational  aus  den  verschiedenen  Variabein  zusammengesetzt.  Bilden 
wir  ferner  die  verschiedenen  Irrationalitäten,  welche  einschliesslich  der  r^ß 
selber  dadurch  entstehen,  dass  man  je  zwei,  je  drei  u.  s.  w.  verschiedene 
faß  mit  einander  multiplicirt,  und  bezeichnet  man  diese  Irrationalitäten 
in  irgend  einer  Reihenfolge  mit  />i ,  />3 ,  . . . ,  so  Itost  sich  ^,  stets  auf  die 
Gestalt 

F. = P..  +r^" 

bringen,  wo  die  ^^^  >  ^'ji  >  •  •  •  rational  aus  den  x  ^y ,  z ,  X  y  Y  ^  Z  zusam- 
mengesetzt sind.     Mit  Rücksicht  auf  (22)  folgt  daraus,  dass 

du 

ist,  und  dass  ferner  der  Ausdruck 


3u  \p 

allemal  verschwindet,  wenn  die  Irrationalität  p  sich  nicht  auf  ein  einziges 
r^ß  reducirt.  Führt  man  ferner  in  ^^  statt  der  x  ytf ,  z  die  fy  g  jh  ein, 
wobei  möglicherweise  rr,  sich  nicht  aus  ^,  fortheben  wird,  so  geht  die 
partielle  Ableitung  von  ^^  nach  u  über  in 

Ersetzt  man  ebenso  in  der  Ableitung  von  ^^  nach  v  die. ursprünglichen 
Variablen  durch  die  fj  g  ^h^X ,  Y  ^  Z  und  x^^  und  integrirt  nach  rCj, 
indem  alle  übrigen  Grössen  als  constant  angesehen  werden,  so  darf  die 
Integration  keine  logarithmischen,  sondern  nur  algebraische  Glieder  liefern. 
Dieser  Umstand  wird  uns  gestatten,  die  Verbindungen  der  /*,  ^,ä,  aus 
welchen  sich  f^  zusammensetzt,  vollständig  zu  bestimmen. 
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11.  Zur  Abkürzung  der  AusdrucksAveise  wollen  wir  festsetzen,  dass 
die  Indices  a ,  /9 ,  . . .  die  Werthe  i ,  2  , . . . ,  w,  dagegen  die  Indices  A ,  /i ,  • . . 
nur  die  Werthe  2  ,  3 ,  .  . . ,  n  annehmen  sollen.  Wir  suchen  nun  diejenigen 
Glieder  in  der  Ableitung  von  j?^  nach  v  auf,  welche  die  dritte  Potenz 
von  r^i  resp.  r^^  im  Nenner  enthalten.  Die  Ableitung  von  f>^  besitzt  zu- 
nächst die  Gestalt 

+  ^^1  +  ^^>  +  »X  *  "^  V'»^»  ^^         ^    '■ 

Die  Glieder,  welche  r^x  '^^  Nenner  enthalten,  werden,  mit  Fortlassung  des 
Nenners,  und  wenn  wir  der  Kürze  halber  das  Zeichen  S  einführen,  um 
eine  Summation  über  die  drei  Coordinatenaxen  anzudeuten, 

Ähnlich  werden  die  zu  Tx^  gehörigen  Terme        ^ 

Führt  man  hierin  auch  fttr  die  ausserhalb  f?^  vorkommenden  a; ,  y ,  jßi 
die  Grössen  <x^ij  fy  g  7^  ein,  so  müssen  die  Terme,  welche  das  Quadrat 
von    x^    enthalten,    verschwinden,    weil    sonst    die    oben    erwähnte    Inte- 


Digitized  by  VriOOQiC 


über  die  Intégrale  des  Viel  k  örper  Problems.  47 

gration  nach  x^  auf  logarithmische  Glieder  führen  würde.     Es  muss  also 


sem 


o  =S[(x.-xo(«.4- -«,*)]. 

Die  vorstehenden  Bedingungen,  in  welchen  die  Indices  A ,  jt  alle  zulässigen 
Werthe  anzunehmen  haben,  können  wir  jetzt  ^Is  lineare  partielle  Dif- 
ferentialgleichungen mit  den  unabhängigen  Variablen  ff  ff  j  h  und  mit 
der  abhängigen  Variablen  j?^  ansehen.  Die  Coefficienten  sind  von  den 
f,gjh  unabhängig  und  deshalb  bei  der  Aufsuchung  der  allgemeinen 
Lösung  als  <!on8tanten  anzusehen.  Um  die  allgemeine  Lösung  aufzustellen, 
genügt  im  vorliegenden  Falle  die  Kenntniss  einer  gewissen  Anzahl  von 
Particularlösungen,  welche  die  /*,  ^ ,  Ä  homogen  linear  enthalten.  Fünf 
solcher  Lösungen  werden  durch  die  bekannten  Litegrale  des  Vielkörper- 
Problems  geliefert;  es  wird  sich  zeigen^  dass  damit  die  gemeinsamen 
Lösungen  des  oben  angesetzten  Systems  erschöpft  sind. 
Es  werde  gesetzt 

dann  erhalten  wir,  wenn  die  Buchstaben  a  ,  J ,  c  ganz  willkürliche  Grös- 
sen bedeuten,  zunächst  drei  Particularlösungen  -4',  B',  C  durch  die  eine 
zusammenfassende  Gleichung 

a    L     L' 


aA'  +  bB'  +  c(7  = 


M    M' 
N     N" 


Diese   drei    Lösungen    sind   jedoch    nicht   unabhängig  von   einander,  weil 
zwischen  ihnen  die  Relation 

L'A'  +  M'B'  -f  N'C  =  o 
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besteht.     Drei  weitere  Lösungen  A  y  B  y  C  erhalten  wir  in  ahnlicher  Weise 
durch  die  zusammenfassende  Gleichung 


a'A  +  b'B  +  c'C=^ma 


a' 

■a?« 

x^ 

V 

Va 

r. 

C 

K 

z. 

WO  die  a' y  b%  c'  ebenfalls  willkürliche  Zahlen  bedeuten.  Dass  in  der  That 
die  Ay  A%  . . .  Lösungen  sind,  lässt  sich  auch  ohne  Rechnung  durch  fol- 
gende Überlegung  nachweisen.  Die  Ay  A\  ...  sind  nämlich  nichts  anderes 
als  die  Flächenintegrale  und  drei  aus  den  Schwerpunktsätzen  zusammen- 
gesetzte Integrale,  und  zwar  homogene  Integrale  von  der  hier  untersuchten 
Beschaffenheit,  bei  denen  überdies  das  ^  sich  auf  den  Anfangsterm  p^ 
reducirt.  Es  müssen  also  die  hier  für  j?^  aufgestellten  Bedingungen  von 
selbst  erfüllt  sein. 

Drückt   man  jetzt   die    A  y  A'  y  . . .  durch   die  f  y  ff  y  h  aus,  so   erhält 
man  zunächst 

a  y    o     +TmJj,,  L' 


X^{aA'  +  bB'  +  cO) 


bytn.ff,  +Tfn^g),yM 


X^{a'A  +  VB  +  CO)  =  w, 


a' 

o 

X, 

b' 

ffi 

Y. 

+  ^m. 

& 

K 

z. 

X 

Wir  untersuchen   nun,  ob  aus  diesen  Gleichungen  sich  die  Grössen 

9v     *i»     /i»    ^»'     K 

durch  die  A  ,  A ,  ...   und  die  übrigen  f,g,h  ausdrücken  lassen.     Nun 
sind  in  den  Ausdrücken  für 

X^B,     X,C,     X,Ä,     X^B,     X,C 

die  Coefficienten  der  fünf  Grössen 

»»,.<7„     w,A„     »»/„     w,.^„     «»,/», 
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durch  nachstehende  Zeilen  gegeben 


49 


o, 

+  L', 

-N', 

o, 

+  L', 

-L% 

o  , 

+  M', 

-L', 

o  , 

+  2p 

-y., 

o  , 

+  z,, 

-Y„ 

o, 

+  x., 

~z,, 

o  , 

+  x„ 

-^., 

o, 

+  Y,^ 

-^., 

o  , 

^, 

L' 

^. 

Y, 

M'. 

Y, 

z> 

N' 

z^ 

und  es  kommt  jetzt  darauf  an,  zu  zeigen,  dass  die  aus  diesen  Zeilen  ge- 
bildete Determinante  nicht  identisch  verschwindet.  Berechnet  man  die- 
selbe, so  erhält  man 


L'{X,  -  XJ 


die  Grössen  ^j  ,  . . . ,  ä^  lassen  sich  also  in  der  That  durch  die  A  j  .  .  . 
und  die  übrigen  f^ff^h  ausdrücken.  Infolge  dessen  dürfen  wir  Kei  der 
Aufsuchung  etwaiger  weiterer  Particularlösungen  voraussetzen,  dass  die- 
selben von  den  ^j ,  . .  .  ,  ä,  unabhängig  sind. 

12.  Die  noch  aufzusuchenden  Particularlösungen  bezeichnen  wir 
mit  x  und  setzen  fest,  dass  die  Indices  ^ ,  r ,  . . .  nur  die  Werthe  3,4, 
: . . ,  n  annehmen  sollen.  Die  gesuchten  Lösungen  müssen  den  Differen- 
tialgleichungen genügen,  welche  aus  denen  für  ^^  dadurch  entstehen,  dass 
man  für  ^^  die  Grösse  ^  schreibt,  ferner  die  Ableitungen  von  /  nach 
den  ^1 ,  . .  . ,  Äj  gleich  Null  setzt  und  die  Fälle  A ,  /£  =  2  von  den  Fällen 
X  ^  fi  =  (T  trennt.     Auf  diese  Weise  erhält  man  zunächst  das  System 


(23) 

(=5) 

(26) 


°=Ç[S(^'I)]- 

o  =  m,(X,  -  201  [S(X.|)]  +  ".  X.S((^. -  ^.)  I) 


Acta  math€matic0.    11.    Imprimé  le  29  Korembre  1887. 
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Aus  (23)  und  (24)  folgt 

{.;)  o=S(»-X,),^j 

und  hieraus  in  Verbindung  mit  (25)  die  zusammenfassende  Gleichung 

(28) 


3/V        ^gr        ^K 


h    Y Y     Y Y 

C  y  Z^  —  Z^ ,   Z^  —  Z^ 


in  welcher  Tc^  einen  vorläufig  unbestimmten  Proportionalitätsfactor  be- 
deutet.    Bezeichnen  wir  den  Werth,  welchen  die  Determinante  in  (28)  für 

a=X,  — X„         h=  Y,-Y,,         c^Z„—Z^ 

annimmt,  mit  D,  so  erhält  man  mit  einer  kleinen  Umformung 

D  =  |Z,  ^  X, ,  X, ,  X,|  +  1  X,  ,  X, ,  X,  —  X,|, 

wo  von  den  Determinanten  nur  die  erste  Zeile  angesetzt  ist.  Durch  Ver- 
tauschung der  Indices  a  und  r  ändert  also  D  nur  sein  Vorzeichen.  In- 
folge dessen  erhalten  wir  aus  (28)  die  beiden  Gleichungen 

S((^.-Xj|)  =  i,.7., 

■   S((^--^)|) =*'•■"• 

also  mit  Berücksichtigung  von  (26) 

(w>^  — m^ÄjD  =  o, 


d.  h.  es  ist 


Ä^  =  lm„, 


wo  l  einen   von  dem    Index   a  unabhängigen   Factor  bedeutet.     Hiermit 
liefert  die  Gleichung  (28)  weiter 


S(x.|)  =  K|^.,x,,^.|. 
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woraus,  wenn  man  nach  r  summirt,  mit  Rücksicht  auf  (23) 

o  =  / 1  Hm^X^ ,  Xj  ,  Xj  I 

folgt.  Es  verschwinden  also  Z,  die  Ä  und  infolge  dessen  auch  die  sammt- 
lichen  Ableitungen  von  ;f,  d.  h.  es  existiren  ausser  den  bereits  angege- 
benen fünf  Particularlösungen  keine  weiteren,  und  es  enthalt  j?^  die  Va- 
riablen X  fjf ,  0  nur  in  den  Verbindungen 

Eliminirt  man  also  z.  B.  y^jSi^^x^jif^j  z^  mittelst  der  Ausdrucke  Å ,  A^  ... 
aus  f?^,  so  fallen  alle  übrigen  x^y^z  von  selbst  heraus.  Bei  dieser  Eli- 
mination nimmt  tp^  die  Form  0(4,-4',...)  an,  dagegen  kann  ip^  auf- 
hören eine  ganze  Function  der  X ,  F ,  Z  zu  sein.  Wir  wollen  nun  zeigen, 
dass  sich  ip^  immer  auf  die  Form 

ê(4,B,(7,4',2î',  6%X,  r,Z) 
bringen  lässt. 

1 3.  Da  bei  der  Elimination  von  y^ ,  . . .  ,  ^3  aus  ip^  die  übrigen 
X  jy  y  z  von  selbst  fortfallen,  so  kann  man  die  Elimination  in  der  Weise 
bewirken,  dass  man  sowohl  in  ^^  als  auch  in  ß',  (7,  4,  J5,  (7  die  schliess- 
lich fortfallenden  Variablen  von  vornherein  gleich  Null  setzt,  die  y^, ...,  j?, 
durch  die  B' ,  .  . .  ausdruckt  und  die  so  gewonnenen  Ausdrücke  in  das 
vereinfachte  ç>^  substituirt.     Nun  sind  die  Grössen 

'^iVv        ^1^1'         ^2^2^        ^^hy^^        ^8^2 

in  B'  y  C  y  A ,  B  f  C  mît  Coefficienten  verbunden,  die  durch  nachstehende 
Zeilen  gegeben  sind 


0  , 

+  L', 

~N', 

0  , 

+  L', 

-L', 

0  , 

+  M', 

-L', 

0  , 

+  ^,. 

-i^P 

0  , 

+  z„ 

-n, 

0  , 

+  X„ 

-z,, 

0  , 

'+x„ 

-X,, 

0  , 

+  Y„ 

-^,> 

0  , 
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z. 

N' 
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welche,  wie  wir  bereits  früher  gesehen  haben,  zu  der  Determinante 


E  =  L'{X,  -  X,) 


führen.  Der  umgeformte  durch  die  J5',  C,  -4  ,  ß  ,  C  dargestellte  Aus- 
druck von  f>Q  könnte  also  eine  Potenz  von  E  im  Nenner  haben,  oder 
die  Gestalt 

ê(F,C,  J,2Î,  C,X,  YrZ):E' 

besitzen.  Diese  Form  ist  nun  von  der  Art  und  Weise,  wie  die  Elimina- 
tion im  Einzelnen  ausgeführt  wird,  unabhängig.  Hätte  man  die  Elimina- 
tion mittelst  der  Variablen 


Viy     ^ly     ^zj     y^ 


3' 


bewirkt,  so  würde  man  im  Nenner  von  <p^  statt  des  vorstehenden  E  ein 

anderes. 

E'  =  L\X,-X,)\X,,X,,L'\ 

erhalten  haben.  Nun  haben  E  und  E'  nur  den  Theiler  L'  gemeinsam, 
woraus  wir  schliessen,  dass  die  übrigen  Theiler  von  E  oder  E'  in  dem 
Ausdrucke  von  f^  sich  gegen  entsprechende  Theiler  des  Zählers  fort- 
heben, so  dass  nur  eine  Potenz  von  L'  im  Nenner  von  f^  verbleiben  kann. 
Hätte  man  statt  der  Variablen  Vij,^^^  (c^yV^j  z^  die  Variablen 
^1  >  -sfj  ,  iTj ,  y^,  z^  und  statt  ^,  O  die  Ausdrücke  C,  A'  bei  der  Elimina- 
tion benutzt,  so  würde,  man  für  ^^  einen  Ausdruck  von  der  Form 

statt  des  früheren 

Q{B',C,A,B,C_,X,Y,Z)-{Ly 

erhalten   haben.     Auf  analoge    Art   könnte   man   noch    zu    einer  dritten 
Darstellung 

gelangen.     Um  nun  zu  zeigen,  dass  diese  Nenner  immer  durch  passende 
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Umformung  von  f>Q   beseitigt  werden   können,  haben   wir  nur  den  Fall 
in  s  Auge  zu  fassen,   wo   keine  der  drei  Zahlen  g ,  r ,  5  gleich  Null  ist. 
Zunächst  schicken  wir  die   Bemerkung  voraus,   dass  abgesehen  von 
der  Relation 

(29)  A'L'  +  B'M'  +  C'N'  =  o 

die  AjA'j...  von  einander  unabhängig  sind,  d.  h.  es  existirt  zwischen 
den  A  y  A'  j  .  .  .  keine  weitere  Relation 

0  =  PA  +  QB  +  RC  +  FA'  +  QfB'  +  RC\ 

in  welcher  die  Coefficienten  P  y  P  y  . . .  von  den  x  ^y  ,  z  unabhängig  sind. 
Infolge  dessen  darf  man  in  ^^  die  Variablen 

A  À'  Y  V  7  ' 

als  Grössen  ansehen,  welche,  abgesehen  von  der  einen  Einschränkung  (29), 
völlig  willkürlich  gewählt  werden  können.^  Es  sei  nun  auf  irgend  eine 
Art  für  ^^  die  Darstellung 

<P,=H{AyFyCyAyByCyL\M'yN'yX,yY^yZ^y...yX^yY^yZ:)'.{Lr 

gefunden  worden,  wo  in  ^^  die  Z, ,  Y^yZ^  durch  die  V  y  M' y  N'  und 
die  übrigen  XyY y  Z  ausgedruckt  zu  denken  sind,  dann  kann,  so  lange 
die  X  yif  y  z  yX  y  Y  y  Zy  endlichc  Werthe*  besitzen,  ^^  nicht  unendlich 
werden.  Ordnen  wir  nun  ^^  nach  fallenden  Potenzen  von  Z',  setzen 
also  an 

JPo  =  2,"»  ^  2,""-i  t-  •  •  • , 

WO  die  Jî^ ,  Äj ,  . . .  ganze  Functionen  der  vorkommenden  Grössen  bedeuten, 
so  muss,  sobald  L'  verschwindet,  sobald  also 

B'M'  +  C'N'  =  o 

ist,  der  Ausdruck  ff^  verschwinden,  wie  auch  die  Werthe  der  übrigen 
darin  vorkommenden  Grössen  beschaffen  sein  mögen.  Es  muss  also  ß^ 
durch 

B'M'  +  C'N' 
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theilbar  gein,  d.  h.  man  hat  identisch 

WO  -ET^j   wiederum  eine  ganze  Function  der  darin  vorkommenden  Grössen 
ist.     Infolge  dessen  wird 


=    ^1    —  "^^01       I  ^^  I 


Wendet  man  auf  diese  Darstellung  dieselbe  Schlussweise  an,  u.  s.  w., 
so  gelangt  man  schliesslich  dahin,  den  Nenner  von  ^^  ganz  zu  beseitigen, 
d.  h.  f>Q  ist  immer  als  eine  ganze  Function  der  Grössen 

A  f  B  y  C  j  A\  B\  C,  Xj ,  F, ,  Zi , . . . ,  X„ ,  Y^^  Z^ 
darstellbar. 

14.     Um  nun  die  Verbindungen  der  X,  Z,  Z  zu  ermitteln,  Avelche 
in  ^Q  vorkommen,  bilden  wir  in 

o  =  ?^  +  ?^' 

do  dVL 

zunächst  das  erste  Glied  rechts.     Dasselbe  hat  die  Gestalt 
wo 

und  die  Ableitungen  von  ^^  sich  nur  auf  die  explicite  vorkommenden 
X  j  Y  j  Z  beziehen,  Aveil  die  Ä  ^  B  y  C  y  Ä\  B'  y  C  den  Bedingungen 

genügen.     Führt  man  in  dem  Quotienten 

statt  der- X  y  y  y  z  die  f,gyh  und  x^  als  Variable  ein,  so  muss  die  Inte- 
gration desselben  nach  x^  den  mit  dem  Factor  • —  Xj  versehenen  Term 
in  f>^  liefern,  welcher  r^  im  Nenner  hat,  und  der  im  Übrigen  eine  ganze 
Function  der  X,  Z,  Z  ist.     Nun  ist 

Jdx{Px  +  Q){ax'  +  2bx  +  cf^  =  {Vx  +  W){ax^  +  ihx  +  c)"*, 
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wenn  zwischen  den   von   x  unabhängigen  Grössen  P,Q,a,b,c,V,W 
die  Relationen 

D  =  b'  —  ac, 

BV=hP—Qa, 

DW=cP—Qb, 

l){Vx  +  TF)  =  P{hx  +  c)  —  Q{cai  +  h) 

stattfinden.     Mit  Rücksicht  hierauf  setzen  wir  an 


Xa  Xß    =^  ^afty 


fa  fa  —  faß'  i 


■^a  ^ß  —   ^«^5» 


m„ 


1%  =  ax\  +  2&r,  +  e, 

0^  ^  Px,  +  Q, 

PX,  =  SX^A^,         QX,  =  Sf^A^, 
{axi  +  ô)Xi  =  Sx^x^,        {bxi  +  c)Xi  =  Sf^x^, 
. (6«  -ac)Xl  =  {Sx^x^y  -  {SX^) .  (Sx'^)  =  E, 


J        ^«ß 


P     ax^  +  b 
Q    bxi  +  c 


==FX„ 


FX,  = 


F  = 


hX^ßA^  OXaßXaß 

^faß-^aß  ^fafl^aß 

OX^A^ß  ■  SX^X^ 

ox^A^  ox^x^ 
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Der  Ausdruck 

F 


Eraß 

ist,  wie  bereits  erwähnt,  derjenige  Term  in  ^^,  welcher  r^  als  Nenner 
enthält;  es  muss  also  der  Quotient  F:E  eine  ganze  Function  der  X,  F,  Z 
sein.  Da  nun  F  und  E  ganze  Functionen  der  a; ,  X ,  . . .  sind,  und  da 
E  als  Function  der  a; ,  X ,  . . .  betrachtet  irreductibel  ist,  so  muss  der 
Quotient  F:E  auch  eine  ganze  Function  der  Xjy^js  sein. 

Um  die  Vorstellung  zu  fixiren,  nehmen  wir  für  den  Augenblick  an, 
dass  die  Indices  a^  ß  m  F  und  E  auf  die  Werthe  3,4,...  beschränkt 
seien.  Weiter  denken  wir  uns  in  F  und  JS  die  x  ^y  ^  z  zunächst  durch 
die  fj  g  jh  und  a?j,  und  dann  die  Grössen  g^y\jf^jg^j  \  durch  die 
A  y  B  y  C  y  B'  y  C  und  die  übrigen  fj  g  y  h  ausgedrückt.  Durch  diese 
linearen  Transformationen  wird  an  der  Theilbarkeit  von  F  durch  E 
nichts  geändert.  Der  Ausdruck  für  E  enthält  dann  nur  die  Variablen 
fa^gajKy  fß9  gß9  ^ß9  währcud  F  sich  zunächst  als  eine  ganze  homogene 
Function  zweiten  Grades  derselben  fy  g  y  h  und  von  x^  darstellt,  deren 
Coefficienten  die  XyyyZ  nur  in  den  Verbindungen  J.,-4',...  enthalten. 
Setzen  wir  demgemäss  an 

F  =  F,x\  +  F,x,  +  F,y 

so  müssen  F^y  F^y  F^  einzeln  durch  E  theilbar  sein.  Nun  sind  die  F^ 
und  jP,,  wenn  sie  vorkommen,  in  Bezug  auf  die  /^ ,...,  ä^  von  der  ersten, 
resp.  nullten  Ordnung,  woraus  wir  schliessen,  dass  sie  in  Wirklichkeit 
identisch  verschwinden,  dass  also  F  sich  auf  den  Term  F^  reducirt,  und 
dass  infolge  dessen 

^-"^ 

ist.     Führt  man  nun  die  Differentiation  nach  u  aus,  so  erhält  man 

und  hieraus 

Die  vorstehende  partielle  Differentialgleichung  für  ^^  kann  nun,  da  die 
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Å^^  ...  die  /«,...,  Ä^  nicht  enthalten,  nicht  anders  bestehen,  ak  wenn 
die  mit  den/,^,Ä  multiplicirtén  Glieder  links  und  rechts  einzeln  ein- 
ander gleich  sind,  d.  h.  es  ist 

Atiß  B<n^  Ceiß  oX^Aafl 

Xaß  Yaß  Zaß  oXaßX^ß 

Zu  diesem  System  von  Di£Ferentialgleichungen,  welche  aus  Gründen  der 
Symmetrie  auch  i noch  gelten,  wenn  die  Indices  a,ß  die  Werthe  i  oder 
2  annehmen,  gehören  zunächst  die  vier  Particularlösungen 

(a.l,«,...,ii). 

Es  fragt  sich  nun,  ob  noch  andere  gemeinsame  Particularlösungen  cxi- 
stiren  können.     Die  Integration  der  Gleichung 

Aaß  Baß 

Xaß  Y  aß 

ist  durch  die  drei  Particularlösungen  L' ,  M' y  T  vollständig  erschöpft,, 
d.  h.  die  weiteren  noch  aufzusuchenden  Particularlösungen  dürfen  als 
unabhängig  von  Z^ ,  Xß ,  Ya  y  Yß  vorausgesetzt  werden.  Dies  führt  zu- 
nächst zy  der  Qleichung 

welcher  die  Lösung  N'  genügt  Infolge  dessen  können  die  noch  etwa 
fehlenden  Lösungen  als  unabhängig  auch  von  Z„ ,  Zß  vorausgesetzt  werden. 
Es  muss  also,  wenn  noch  weitere  Lösungen,  die  von  den  gefundenen  un- 
abhängig sind,  existiren,  durch  einen  von  X«,  Y^,  Z^  -unabhängigen.  Aus-, 
druck  f^  das.  System  , 

A^  :  Xay  =/  Bar  •  ^«r  ^^  ^«r  •  ^«r 

oder  \ 

?X/     "^    -   dYr       "^^^    ^T'T        '' 
befriedigt  werden   können,   was  offenbar  nicht  möglich   ist,  wenn  xp^  die 

Atta  mathewMtica.    11.    Imprimé  la  39  Novembre  1887.  S 
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Xyj  Yj,j  Zy,  wirklich  enthalt  Wir  schliessen  hieraus,  dass  der  Ausdruck 
f?^  die  Variablen  Z,  F,  Z  nur  in  vier  von  den  x^y^z  unabhängigen 
Verbindungen,    nämlich    i'.  M'y  N\  T  enthält.     Eliminirt  man  also   aua 

vier  der  X,  r, ...,  z.  B.  Xj ,  Fj , Z^,X^  mittelst  der  Ausdrücke  X',  M\ N',  T, 
so  müssen  die  übrigen  X ,  Y  ^  Z  von  selbst  herausfallen.  Man  erkennt 
leicht,  dass  dann  ^^  die  Gestalt 

^,  =3i{A,B,C,  A',  B',  C,  L',  M',  N',  T) 

annimmt,  wo  5C  eine  ganze  Function  der  darin  vorkommenden  Grössen 
bedeutet.  Hiermit  sind  wir  im  Wesentlichen  an  das  Ziel  gelangt.  Ist 
nämlich 

die  Kräftefunction,  so  sind  die  Ausdrücke 

A,B,C,Ä',B',  C',L',M',N',  T—  U 
homogene.  Integrale  von  der  hier  untersuchten -Art.     Der  Ausdruck 

ist  ein  ebensolches  Integral,  welches  entwickelt  und  nach  den  X ,  F ,  Z 
geordnet,  mit  dem  hier  untersuchten  Integral  ^  in  den .  Gliedern  höchster 
Ordnung,  nämlich  in  dem  Anfangsterm  ^^  übereinstimmt.     Die  DiflFerenz 

ist  wiederum  ein  Integral  von  derselben  Art  wie  ^,  nur  dass  die  Ord- 
nung in  Bezug  auf  die  X,  F,  Z  in  f>'  um  wenigstens  eine  Einheit  nie- 
driger ist,  als  in  ^.  Es  lässt  sich  also  von  dem  vorgelegten  Integral  jp 
stets  ein  aus  den  bekannten  Integralen  zusammengesetztes  Integral  in  der 
Weise  abspalten,  aass  das  übrig  bleibende  Integral  nach  den  XjYjZ 
von  niedrigerer  Ordnung  ist  als  j? .  Wiederholt  man  diese  Abspaltung, 
so  gelangt  man  schliesslich  zu  einem  Integral,  welches  die  X,  Y ,  Z 
nicht  enthält,  welches  sich  deshalb  auf  eine  Constante  reducirt 
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Hiermit  haben  wir  den  Satz  gewonnen: 

Bei  dem  Yielkörper-Prohlem  ist  der  Kreis  der  i^lgebraiBoli  aus  den 
Coordinaten  und  GeBchwindigkeiten  zusammengeBetzten  und  von  t  freien 
Integrale  vollBtändig  mit  den  bekannten  Integralen,  nämlich  den  Schwer- 
pnnktsätzen,  den  Flächensätzen  und  dem  Satze  von  der  lebendigen  Kraft 
abgeschloBBen. 

1 6.  Aus  dem  gefundenen  Ergebniss  lassen  sich  sofort  einige  weitere 
Folgerungen  ziehen.     Wir  führen  ein 

und  schreiben  demgemäss  die  lebendige  Kraft  in  der  Form 
ferner  setzen  wir,  wenn   ü  wieder  die  K raftef unction  bedeutet, 

T—     U=Hy 

dann  haben  die  Bewegungsgleichungen  die  Gestalt 

dt    ~af«'  dt    ~  dZa'      . 

Diese  Gleichungen  transformiren  wir,  indem  wir  statt  der  fl?,f, ...  neue 
Variable 

durch  die  Gleichungen 


dV 

einführen,  wo  V  irgend  einen  aus  den  Grössen  x  ^y  ^  z  ^  p  zusammenge- 
setzten Ausdruck  bedeutet.  Die  transformirten  Gleichungen  werden  dann 
bekanntlich 

dt  ~  dpa'  dt    ~        dqa^ 


Digitized  by  VriOOQiC 


60  H.  Bruns. 

WO  H  durch  die  q  j  p  ausgedruckt  zu  denken  ißt.  Wir  wollen  eine  der- 
artige Transformation  für  das  Dreikörpcr-Problem  wirklich  durchführen; 
för  das  Vielkörper-Problem  gestaltet  sich  die  Rechnung  nicht  wesentlich 
anders.        • 

Die  den  f ,  îy ,  Cporrespondirenden  Variablen  sollen  mit PfPxy*fP%9 
die  den  x^y ^z  entsprechenden  mit  ? ,  ?i , . . . ,  jg  bezeichnet  Averden.  Ferner 
soll  die  transfortnirende  Function  V  in  Bezug  auf  die  p  homogen  linear 
sein,  woraus  sofort  folgt,  dass  man  ansetzen  kann 

r=pq  +  p^q^+  ...  +p^q^, 

wo  für  die  q  bestimmte  Functionen  der  x^y^z  gesetzt  zu  denken  sind. 
Der  Kürze  halber  möge  das  Zeichen  S  eine  Summation  über  die  drei 
Coord inatenaxen,  das  Zeichen  5^  eine  cyclische  Summation  über  die  In- 
dices 1,2,3  bedeuten.     Dies  vorausgeschickt  setzen  wir  zunächst  an 

qX  =  S(a?î  —  iPf)*,         9l  =  S(ic,  —  x.Yy         ql  =  S(a?i  —  ic,)', 

d.  h.  die  q^^q^^q^  sind  die  Distanzen  der  drei  Körper  von  einander. 
Weiter  sollen  sein 

?6  =  ^^m^rcj,         q,  =  Zm^y^,         q^  =  Ym^z^. 

Endlich  bilden  wir  mit  den  neun  willkürlich  gewählten  Gonstanten 

«i>     Kj     <^ij     «,^     \y  .  ^1^     %r     hy     ^zy 
zwischen  denen  die  Relationen 

Ha^  =  Zftj  =  Zcj  =  o, 

^A  —  ^z\  =  <^z\  —  ^A  =  ^iK  —  <^A  =  h 
stattfinden  sollen,  die  Ausdrücke 

9,  =    ^c,z,y 

9a  =  ^M^i  +  ^yi)y 

q    =  [Ea,{x,  +iy,)]:q,f 
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dann  haben  wir; die  Trfinsforuiatipn^gleiehungeri 

V.  =^(y.  -y.)  +^(y.  - y,)  -j»^^ +i>A  +  ft«».» 
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Die  j?  ergeben  sich  hieraus  als  lineare  Functionen  der  ^ ,  17 ,  C,  mit  Goef- 
ficienten,  welche  algebraisch  von  den  x  ,y ,  z  abhängen.  Aus  diesen 
Gleichungen  folgern  wir  zunftchst 

d.  h.  die  jp ,  g  mit  den  Indices  6,7,8  sind,  von  constanten  Factoren 
abgesehen,  gleich  den  Geschwindigkeiten  und  den  Coordinaten  des  Schwer- 
punktes. Weiter  bilden  wir  die  complexe  Verbindung  der  beiden  ersten 
Fl&chensfttze 


I   X,   e, 


=  Pt^cM  —  ^i)  +  9t  P,  —  9»P7  +  i{9»Pt  —g,Pi) 


o     z,      C, 
und  den  dritten  Flächensatz 


yi  Vi 


ip*9,  +i>,?,— i».?. 
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Der  Ausdruck  für  H  endlich  setzt  sich  zusammen  aus  den  drei  Gliedern 

^\iJ      2»»,"».      ^qtit       2»», 

In  den  transformirten  Dififerentialgleichungen 


dg,       äff            dpa 
dt  ~9pa'           dt  ~ 

9S 

<a-.0,l,...,8) 

spaltet  sich  jetzt  zun&chst  das  System 

dqa   _  9H'"                  dpa 

dt         dpa  '            dt 

9H'" 

Ha' 

(a«6,7.8) 

ab,  dessen  Integration  die  Schwerpunktsätze  liefert.  Nehmen  wir  den 
Schwerpunkt  als  Coordinatenanfang,  so  haben  wir  die  j?,j  mit  den  In- 
dices 6,7,8  einfach  gleich  Null  zu  setzen,  und  erhalten  das  System 
zwölfter  Ordnung 

Wählt  mß,n  ferner  die  invariable  Ebene  als  a;y-Ebene,  so  ist  jp,  gleich  Null 
zu  setzen.  Infolge  dessen  reducirt  sich  das  System  zwölfter  Ordnung  auf 
ein  System  zehnter  Ordnung  mit  den  Variablen  jp ,...,  i>4 ,?,...,  ^^ 
und  auf  eine  Quadratur  zur  Bestimmung  von  q^.  Das  letztgenannt« 
System  hat  die  Form 


dqa        3H'  dp  a 


äff' 

dt  dpa  ^  dt  dqa  ' 
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und   giebt,  da  H'  die   Variablen  p^   und  g^   nur  zu  dem  Producte  p^q^ 
verbunden  enthalt,  in  Folge  der  Gleichungen 

die  Relation 


dt       1^{p,q,)^''  dt  d{p,q,f' 


'         d(p^q^)  _ 
~dt       ~  ^^ 

welche  sich  vorhersehen  Hess,  da  ip^q^  unter  den  gemachten  Voraus» 
Setzungen  das  dritte  Flachenintegral  ist.  Von  dem  System  zehnter  Ord- 
nung spaltet  sich  also  das  System  achter  Ordnung 

dqa       dH'  dpa  3H' 

dt         dpa  dt  dqa 

ab;  wo  in  H'  an  Stelle  von  p^q^  eine  Constante  zu  schreiben  ist,  die 
wir  mit  k  bezeichnen  wollen.  Die  beiden  übrig  bleibenden  Gleichungen 
liefern  dann  den  Ausdruck  für 

log^ 

durch  eine  Quadratur. 

16.     Um    das    System   achter   Ordnung   noch    weiter  zu  reduciren, 
schreiben  wir 

wo  H^  und  Bf  offenbar  von  p  frei  sind.     Fernei*  setzen  wir  an 
Z^p  +  ?i^^p  +  K^o, 

und  können  dann  die  Gleichungen  zunächst  in  der  Form 

dqa  dL  ^  dl^  dpa dL    dL 

dt  ~        ïpa'^'^       '     dt  ~dq'a''dSr 

schreiben,  wo  nach  Ausführung  der  partiellen  Differentiationen  für  H' 
wieder  der  ursprüngliche  Ausdruck  gesetzt  zu  denken  ist.  Wegen  der 
Relation 

dt~  dH' 
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2,à    ■      ■ 

dqa         9K             dfa 
dq  ~~9p«'          dq  ~ 

9qa 

FQr  das  vorstehende  System  sechster  Ordnung  ist  der  in  E  auftretende 
Ausdruck  H'  ein  Integral,  wir  dürfen  also  für  H'  eine  Constante  —  h 
schreiben  und  haben  damit  das  Problem  auf  die  Integration  eines  Systems 
sechster  Ordnung  und  die  Quadratur 

dq  dq        . 

zurückgeführt. 

Eine  weitere  Reduction  als  auf  dieses  System  sechster  Ordnung, 
welches  schon  mehrfach,  wenn  auch  in  abweichender  Gestalt,  abgeleitet 
worden  ist,,  l&sst  sich,  wie  aus  den  Untersuchungen  von  Herrn  Lie  über 
Gruppen  (Mathem.  Annalen,  Bd.  8)  hervorgeht,  an  der  Hand  der 
bisher  bekannten  Integrale  nicht  erreichen.  Der  vollständige  Ausdruck 
für  K  hat  die  Gestalt 


^.=K-M)|^-^|,    etc.,    • 


B,=^k{a,-b,g)\^-^l    etc., 


•« 


....  ,.  .ßy   •    '  •      ^     -     ....••- 

Es  lässt  sich  jetzt  unschwer  zeiges,  dass  unser  System  sechster  Ord- 
nung keine  algebraischen  Integrale  besitzt.  Angenommen  es  existirte  ein 
algebraisch  aus  den  p ,  q  zusammengesetztes  Integral,  dann  ergiebt  sich 
zun&chsty   weil    K  eine  rationale  Function  der  p  ^  q  ist,  die  in  §  2   be- 
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nutzte  Schlussweise,  dass  dieses  Integral  sich  als  eine  algebraische  Ver- 
bindung von  Integralen  darstellen  lässt,  welche  die  jp  ,  j  nur  rational  ent- 
halten. Für  die  rationalen  Integrale  ferner  zeigt  die  in  §  3  benutzte 
Methode  der  unbestimmten  Coefficienten,  dass  in  diesen  Integralen  die  in 
K  auftretenden  Constanten,  n&mlich  die  m  ,  a  ,  b  y  c  ,  k  ^  h  nur  in  alge- 
braischen Verbindungen  vorkommen  können.  Setzt  man  nun  in  einem  sol- 
chen rationalen  Integral  für  die  p  y  g  ihre  Ausdrucke  durch  di^  ursprüng- 
lichen Variablen  a? ,  y  ,  ^  ,  ^ ,  7  ,  C  und  ferner  für  die  Constanten  k  und 
Ä,  welche  ja  algebraische  Integrale  bedeuten,  ebenfalls  ihre  Ausdrücke 
durch  die  ursprünglichen  Variablen,  so  gelangt  man  zu  einem  Integrale 
des  DreikörperJProblems,  welches  die  Coordinaten  und  die  Geschwindig- 
keiten nur  algebraisch  enthält.  Ein  derartiges  Integral  reducirt  sich  aber 
allemal,  wenn  man  den  Schwerpunkt  als  Coordinatenanfang  und  die  in- 
variable Ebene  als  xy-Ehene  wählt,  auf  eine  algebraische  Function  von 
h  und  k  allein,  womit  offenbar  die  Nichtexistenz  algebraischer  Integrale 
für  das  System  sechster  Ordnung  bewiesen  ist. 

Bei  den  bisher  mittelst  der  HAMiLTON-JACOBi'schen  Methoden  er- 
ledigten Problemen  der  analytischen  Mechanik  beruht  die  Lösung  im 
Allgemeinen  darauf,  dass  man,  nöthigenfalls  durch  eine  passende  Trans- 
formation, eine  sogenannte  Trennung  der  Variablen  herbeiführt.  Dieses 
Princip  lässt  sich  etwas  allgemeiner,  als  es  bei  Jacobi  geschieht,  folgen- 
dermassen  formuliren.     Gegeben  ist  das  kanonische  System 

da,,        dH  dpn  dH 

dq         dpa  dq  dq». 

die  Variablen  lassen  sich  trennen,  wenn  zwischen  den  Variablen  Q^*.*^gn9 
Pi  f  '  '  '  y  Pny  einer  neuen  Variablen  p  und  gewissen  Parametern  c,  ,  r^ ,  . . . 
Gleichungen  von  der  Form 

Hi{p  1  !7  .  <^i  »  ^, )  =  o,         JI^{p^  ,  (7j  ,  6-,  ,  (r^  ,...)  =  o,     etc. 

aufgestellt,  werden  können,  welche  folgenden  Bedingungen  genügen:  1°  die 
Anzahl  der  Gleichungen  und  der  Parameter  c  ist  gleich  der  Anzahl  der 
Variablenpaare  i> ,  7  ;  ^, ,  ^j  ;  . . .  ;  2"^  jede  Gleichung  enthält  nur  ein  Va- 
riablenpaar; 3°  eliminirt  man  mittelst  der  angegebenen  Gleichungen  aus 
dem  Ausdrucke 

p  +  II 

Arta  matkematirrt.     11.     Imprimé  le  9  Décembre  188T.  9 
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je  eine  Componente  eines  Paares,  so  fallen  die  anderen  Coinponenten  von 
selbst  heraus,  d.  h.  der.  genannte  Ausdruck  verwandelt  sich  in  eine  von 
den  j>,  q  freie  Function  der  Parameter  c.  Aus  diesen  Eigenschaften  folgt 
dann  weiter,  dass,  wenn  man  die.  Gleichungen  Äj ,  JS^ ,  . . .  nach  den  c 
auflöst,  die  für  die  c  sich  ergebenden  Ausdrücke  Integrale  des  vorgelegten 
Problems  sind. 

Aus  diesen  Bemerkungen  lässt  sich  das  Ergebniss  ableiten,  dass  es 
nicht  möglich  ist,  bei  unserem  System  sechster  Ordnung  eine  Trennung 
der  Variablen  durch  rein  algebraische  Berührungstransformationen,  d*  b. 
Transformationen,  bei  welchen  die  kanonische  Form  der  Differential- 
gleichungen erhalten  bleibt,  herbeizuführen.  Bei  einer  algebraischen  Trans- 
formation nämlich  verwandelt  sich  K  in  eine  algebraische  Function  der 
neuen  Variablen.  Wenn  nun  in  diesem  Falle  eine  Trennung  nach  den 
neuen  Variablen  möglich  ist,  so  lassen  sich  die  Parameter  c  stets  so  wählen, 
dass  die  Zusatzgleichungen 

/fj  =  o,         ^,  =  o,         ... 

die  Variablen  und  die  Parameter  nur  algebraisch  enthalten.  Man  würde 
hiermit  auf  algebraische  Integrale  des  Systems  sechster  Ordnung  geführt. 
Darnach  sind  also  die  Transformationen,  welche  die  Trennung  der  Va- 
riablen gestatten,  nothwendiger  Weise  transcendent,  ebenso  wie  die  noch 
fehlenden  Integrale. 

Durch  die  vorstehenden  Betrachtungen  ist  nun  allerdings  noch  nicht 
die  Möglichkeit  ausgeschlossen,  dass  man  nicht  auf  algebraischem  Wege 
^venigstens  zu  einem  neuen  Integrale  gelangen  könnte.  Diese  Frage  ist 
im  Wesentlichen  gleichbedeutend  mit  der  andern:  existiren  Integrale, 
welche  durch  Quadraturen  über  algebraische  Ausdrücke  der  p ,  q  ent- 
stehen? Die  Erledigung  dieser  Frage,  zu  welcher  man  nach  Erschöpfung 
des  Gebietes  der  algebraischen  Integrale  auch  noch  durch  Überlegungen 
ganz  anderer  Art  hingedrängt  wird,  würde  auf  dem  hier  eingeschlagenen 
Wege  als  der  nächste  nothwendige  Schritt  erscheinen,  bevor  man  den 
Versuch  macht,  in  den  Differentialgleichungen  selbst  Fingerzeige  bezüg- 
lich der  für  das  Problem  angemessenen  transcendenten  Transformationen 
aufzusuchen. 
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17.  In  der  vorangehenden  Abtheilung  habe  ich  gezeigt,  dass  bei 
dem  Vielkörper-Probleni  die  Gesammtheit  der  von  der  Zeit  t  freien,  al- 
gebraischen Integrale  erhalten  wird,  wenn  man  aus  den  neun  bekannten 
Integralen  dieser  Art  alle  möglichen  algebraischen  Verbindungen  bildet. 
Als  Ergänzung  hierzu  wollen  wir  nun  noch  den  Fall  behandeln,  dass 
ein  Integral  ausser  den  Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  auch  noch 
die  Variable  t  algebraisch  enthalt,  wie  dies  ja  bei  den  Schwerpunkts- 
Integralen  eintreten  kann.     Zu  dem  Ende  denken  wir  uns  das  System 

von  Differentialgleichungen  vorgelegt,  in  welchem  die  f  rationale  Func- 
tionen der  X  und  einer  einzigen,  algebraisch  von  den  x  abhängenden  Ir- 
rationalität s  bedeuten,  während  t  weder  in  den  /",  noch  in  s  explicite 
vorkommt.  Dieses  System  ist  offenbar  noch  allgemeiner,  als  das  in  §  2 
zu  Grunde  gelegte.  Ist  nun  ^  ein  algebraisch'  von  den  Variablen  x ,  t 
abhängendes  Integral,  so  zeigt  man  zunächst  durch  die  früher  benutzten 
Überlegungen,  dass  sich  ^  algebraisch  aus  Integralen  von  der  Form 
Sl{x  y  s  j  t)  zusammensetzen  lässt.  .Wir  nehmen  deshalb  an,  dass  jr  von 
vornherein  die  Gestalt  Ä(n; ,  s  ,  f)  besitze,  denken  uns  dann  jr  als  Quo- 
tienten zweier  Polynome  von  der  Form  ê{x,s,f)  geschrieben,  und  in 
Zähler  und  Nenner  die  Linearfactoren  von  der  Form 

t  —  t,,         t  —  t^,... 

aufgesucht,  in  denen  die  t^y  t^y  . . .  algebraische  und  von  t  freie  Func- 
tionen der  X  sind.  Bildet  man  jetzt  die  vollständige  logarithmische  Ab- 
leitung   von   f   nach   t   und  beachtet,  dass  in  den  Differentialgleiclmngen 
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t  nicht  explicite  vorkommt,  so  erkennt  man,  dass  die  angegebenen  Li- 
nearfactoren sämmtlich  Integrale  sind,  und  dass  ferner  der  nach  Unter- 
drückung dieser  Factoren  in  ^  übrigbleibende  Bestandtheil  von  der  Form 
Sl{x  y  s)  ebenfalls  Integral  ist.  Die  verschiedenen  in  t  linearen  Integrale 
unterscheiden  sich  von  einander  um  algebraische  und  von  t  freie  Integrale. 
Hiernach  ist  zur  Aufstellung  aller  Integrale  der  betrachteten  Art  nur 
erforderlich  zu  kennen  i**  alle  algebraischen  und  von  t  freien  Integrale, 
2°  ein  einziges  von  t  abhängiges  Integral  der  Form  t  —  t^.  Beim  Viel- 
körper-Problem ist  deshalb  das  Gebiet  aller  algebraischen  Integrale  durch 
die  bekannten  zehn  völlig  erschöpft. 

18.  Am  Schlüsse  der  ersten  Abtheilung  waren  Betrachtungen 
über  die  Frage  angestellt  worden,  wie  weit  es  möglich  sei,  durch  alge- 
braische Transformationen  der  Lösung  des  Vielkörper-Problems  näher  zu 
kommen.  In  dem  Nachstehenden  soll  dieser  Gegenstand  weiter  verfolgt 
werden,  wobei  wir  uns  einstweilen  auf  das  Dreikörper-Problem  beschrän- 
ken. Um  später  den  Gedankengang  nicht  zu  unterbrechen,  sollen  zu- 
nächst gewisse  Nebenuntersuchungen  vorweg  erledigt  werden. 

In  §  15  waren  die  Bewegungsgleichungen  durch  Benutzung  der 
Schwerpunkts-  und  Flächensätze  auf  ein  System  achter  Ordnung 

dq^        dH'  dp  a  9  fl' 

dt         dpa  dt  dqa 

reducirt  worden,  in  welchem  die  Variablen  nur  noch  von  der  Configura- 
tion des  Körpersystems  abhängen.  Die  Gleichungen  enthalten  ausser  den 
vier  Paaren  abhängiger  Variablen  jp ,  ff , . . .  an  Constanten  die  drei  Massen 
m«,  die  Grösse  k  und  die  sechs  Grössen  a^ ,  6«.  Die  Grösse  ik  ist  der 
constante  Werth  des  dritten  Flächenintegrals,  wenn  die  invariable  Ebene 
als  Fundamentalebene  gewählt  wird  ;  die  Constanten  a« ,  b^  konnten  in- 
nerhalb der  Einschränkungen 

(31)  a^\  —  «8*2  =  «3*1  —  ^i\  =  ^A  —  S^  =  ^ 

willkürlich    gewählt   werden.     Bildet  man   mittelst  der  transformirenden  | 

Function 

V=  rq  -f-T/'^i/^,  («-1.2,8) 
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die  Substitutiouägleichuiigen 


9r 

9V 

dV 

aus  denen 

r^p, 

S  =  q, 

Sa  =lql 

(a-l,«,i) 


folgt,  so  werden  die  Bewegungsgleichungen 

dsa  _  atf '  tir«  _        dW 

dt  dVa   '  dt  .      dSa 


(a-0,l,2,3J 


Im  Folgenden  werden  wir,  je  nach  Umstanden,  das  System  der  p ,  q 
oder  r ,  5  benutzen,  jedoch  für  das  eine  Paar  r ,  $  die  ursprungliche  Be- 
zeichnung p,g  beibehalten.  Ferner  soll  wie  früher  das  Zeichen  S  ohne 
Summationsbuchstaben  eine  cyclische  Summation  über  die  Indices  1,2,3 
bedeuten.  Dies  festgesetzt  stellen  wir  zuerst  die  weiterhin  benutzten  Ab- 
kürzungen und  Ilelationen  zusammen.     Es  sei 

L^  =  C'i)'  —  CD, 
A=(«.-M)(^-^^->     etc. 
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■-       n(^-^),     etc.. 
3/,.  =_«.(i^_M_ft/f.._V),     etc. 


;tf     =        i  (^  _V),     etc. 


;«^  =  Wj  +  /w,  +  /Wg,         m^  ===^  m^m^m^,         m  =  — , 


Fttr  die  M  y  L  bestehe«,  wenn  f^f^jf^  drei  willkarliche  Zahlen  bedeuten, 
die  zusammenfassende  Determinanten-Relationen 


^■^  "''1  ^"^^  ^^1 


m, 
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Ferner  ist  noch 


o  =  V  —  =  V  " -"  =  V  —  =  V  — 

^  Wa        ^   W-«         ^   m«         ^  ma  ' 

43/o,M,.-3f.,M„--(„^+i-V,     etc.- 

A{M,,M,,  +  3f.,i¥„)  -  23f„3/„  =-  ^  2(i-  +  ^)^  +  i-)  +  4«»,.etc. 

ViJf.M,  —  M,  3/,  -=  4wi)  —  /)'/)'. 

Die  letzte  Relation  lehrt,  da8s  der  Ausdruck  H^,  als  Function  von 
9  .  )', ,  r, ,  r,  betrachtet,  irrcductihel  ist.     Setzen  wir  endlich  noch  an 

rB,r,_*r,-,(„,-i,,)(|^-^) 

//,  =  i,  -f  ÂX,  —  Ä-^/iif,  —  rr, 

so  ist  der  zur  Bildung  der  Differentialgleichungen  erforderliche  Ausdruck 
H'  gegeben  durch 

H'  =  pH,  +  FI,. 

Die  mit  H'  gebildeten  Bewegungsgleichungen  wollen  wir  kurz  als  das 
System  achter  Ordnung  bezeichnen.  Der  Ausdruck  H'  ist  die  Differenz 
»lebendige  Kraft  minus  Krftftefunction».  Bezeichnet  man  den  constanten 
Werth  dieser  Differenz  wie  früher  mit  —  h  und  setzt 

so  erhalt  man  das  von  p  und  t  freie  »System  sechster  Ordnung» 


dga  _   '^  dpa 3Ä^ 

dq  dj)a  dq  dqa 


(a-l,î,l) 


Digitized  by  VriOOQiC 


72  H.  Bruns. 

Fügt  man  hierzu  die  Gleichung 

^^         T.77 

so  erhalt  man  das  »System  siebenter  Ordnung»,  welches  sich  aus  dem  8, 
Ordnung  dadurch  ergiebt,  dass  man  mittelst  des  Integrals  der  lebendigen 
Kraft  die  Variable  p  fortschafft  und  q  an  Stelle  von  t  als  unabhängige 
Variable  einführt.  Umgekehrt  kann  man  von  dem  System  7.  Ordnung 
7A\  dem  8.  Ordnung  dadurch  gelangen,  dass  man  an  Stelle  der' Constante 
h  die  Variable  p  durch  die  Gleichung 

einführt. 

19.  Die  in  H'  und  Ä' auftretenden  Constanten  r/ ,  6  konnten  inner- 
halb der  oben  erwähnten  Einschränkungen  völlig  beliebig  gewählt  werden, 
und  man  hätte  z.  B.  ohne  die  Allgemeinheit  der  Untersuchung  zu  beein- 
trächtigen das  specielle  Werthsystem 

fl,  =  I,         «3  —  0,         r/3  -=  —  I 
fcj  —  o,  Ô3  =  I ,  ft,  =  —  I 

zu  Grunde  legen  können.'  Der  Symmetrie  halber  wollen  wir  jedoch  die 
a ,  b  unbestimmt  lassen,  und  zeigen,  wie  sich  die  für  zwei  verschiedene 
Werthsysteme  der  a ,  h  geltenden  Differentialgleichungen  in  einander  über- 
führen lassen.     Es  seien  a  jh  ^  c  ,  d  vier  willkürliche,  nur  der  Einschränk- 

ad  —  hc  =  \ 
unterworfene  Constanten.     Man  setze  an 

dann  ist 

r/jij  —  «i  fti  =^  I ,     etc., 

d.  h.  die  a',  h'  genügen  denselben  Bedingungen  wie  die  ursprünglichen 
a  ,  6.     Ferner  sei 
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WO  q'   eine  neue  anstatt  q  in  das  System  7.  Ordnung  einzuführende  un- 
abhangige  Variable  bedeutet;  dann  ist 

aa  —  Kq  =  {<  —  Kq'y.{cq'  +  ^, 

ZB.r,  -  ke{cq'  +  <r)n,  =  kTr,{a[  -  i;<,')(^-|-). 

Schreibt  man  also  in  K  anstatt  q  und  anstatt  der  a ,  b  resp.  q'  und  a',  J', 
so  erhalt  man  für  den  so  entstehenden  Ausdruck  K'  die  Relationen 


ü:  =^  A''(rv7'  +  ^0'  +  f^r{cq'  +  rf). 
Beachtet  man  nun  noch  die  Gleichung 

so  erkennt  man   leicht,   dass  das  System    7.    Ordnung    nach    Einführung 
von  q'  die  Form 


dq,,  _  a/i"         dpa  _      a/i'  dt  _  ^,jj, 

dq  djKx  dq  dqa  dq 

annimmt. 

Von  den  acht  Variablen  j)  j  q  besitzen  drei,  nämlich  q^tq^^q^j  eine 
einfache  geometrische  Bedeutung,  indem  sie  die  gegenseitigen  Distanzen 
der  drei  Körper  darstellen.  Wir  wollen  nun  auch  ftlr  die  übrigen  Va- 
riablen den  Zusammenhang  mit  den  ursprünglichen  Bestimmungsstücken, 
nämlich  den  Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  aufsuchen.  Es  seien 
Xy  Y,  Z  und  X,  F',  Z'  die  auf  den  Schwerpunkt  und  auf  ein  beliebig 
gerichtetes  Axensystem  bezogenen  Coordinaten  und  Geschwindigkeiten, 
ferner  x  ^y  ^  z   und   x* ,  y' ,  /   die   analogen   Grössen,  wenn  die  invariable 

Afta  math^matirn.    11.     ImprImA  le  14  Décembre  1887.  {Q 
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Ebene   als   a!y-Ebenè   gewählt   wird.     Bedeuten   k^,k,,k^    die  constanten 
Werthe  der  drei  FiRchensRtze  für  das  erste  Axensystem,  so  ist     . 


K  =^52^"« 


Ä?  +  ^1  +  /.1  +  z^' 


-A«     A„ 


a     •"•« 


Die  X  ,y  ,  z  hangen   mit  den   X ,  Y,  Z  durch  eine  orthogonale  Substitu- 
tion der  Form 

X  -  (i  X-{-h   Y  -{■  c  Z, 

}/=^n'X  -\-l'  r+  <■'  Z, 

2  ^  u"X  -\-  h"  V  +  c"Z, 

zusammen,  für  welche  die  Reliition 

1  :a":l/'u"  --- ik:I,\:l,:k, 
gilt.     Nun  war  

a  a 

andererseits  ist 

x  +  ///'  ^-  X{a  +  Ja')  +  y{fj  +  il/)  +  Z{c  +  ic'), 
k\a  —  ia^x  +  hj)  --  X{k'  +  ÂÎ)  +  Y{k,k,  +  Z-Å'3)  +  Zik.lc,  -  kk,), 
folglich 


'l-'%x'9o. 


wenn 


.      (7o.  -  r«J,X«(Ä:'  +  Â-Î)  +  l'„(/:,iS',  +  kk,y  +  Z„(A-,Ä^,  -  kk,)}, 
7o,  =  £ô„{X„(Z;'  +  >?)  +  i;(/-,/.-,  +  kk,)  +  Z,ß;k,  -  kk,)] 

gesetzt   wird.     Hiermit    ist   offenbar   der    gesuchte   Zuaamirienhang  fOr  q 
crcîreben. 
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Um  den  analogen  Zusammenhang  für  die  p  nachzuweisen,  benutzen 
wir  die  Differentialgleichungen 

§  -  ^ii +^)+ "■''  -  '-■('.  +  '■.)  +  ^,i'  +  B,. 

deren  Aijjäösung  nach  den  r  und  nach  j;  die  gesuchten  Beziehungen  liefert. 
Zur  Abkürzung  setzen  wir 

Sa  =  Zsi  —  2fi«,  «;  +  5;  =  25i,      etc., 

A:  =  TA,  —  2A,,         A',+  A',=  2J1,     etc., 

ir^^-TB,  —  2Da,       ß;  +  /y;^2ß„    etc., 

A  =  JlsiS[ 

=  2Z52S8  —  Hs] 

A    ist   offenbar   das   4-fache  Quadrat  des  von  den  drei  Körpern  ge- 
bildeten Dreiecks.     Weiter  sei 

J  l   -^^  Å^/i\Si  —   Å0A1S1J  ^ 

=  î?— AF,,  • 

=  r  r  —  AF . 
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dann  wird 

=  2AV'+pT,  +  2^,, 

^==m{2C'  +  k), 

§==  ^'  +  D's[  -  2Cr,  +  A[p  +  B[, 


2.^ -  ^^IA§  -  4C'A§+  2,,TF,  +  2W,, 
2  A  dC  ,     ,rfA  .  ds\ 


m?Wj    d^  dt  dt 

=  ?^  +  4C7Ar,  +  2p{s[  T,  -  ^Å\)  +  2  (s; T,  -  Ai?i). 

Hiernach  sind  /?  und  p^  linear  durch  die  Ableitungen  der  q ,  g^  aus- 
gedrückt; die  Coefficienten  in  diesen  linearen  Ausdrücken  besitzen  den 
gemeinsamen  Nenner 

Es  mag  hier  noch  bemerkt  werden,  dass  die  Grössen 

wenn  sie  durch  die  ursprünglichen  Variablen  X ,  X' ,  .  . .  ausgedrückt 
werden,  homogen  im  Sinne  des  §  4  sind.  Infolge  dessen  bleiben  die  drei 
reducirten  Systeme  von  Differentialgleichungen,  nämlich  das  System  6,,  7., 
8.  Ordnung,  unge&ndert,  wenn  jede  darin  vorkommende  Grösse  mit  der 
ihrer  Dimension  entsprechenden  Potenz  eines  constanten  Proportionalitftts- 
Factors  multiplicirt  wird. 

20.     Als  nächste    Aufgabe  behandeln  wir  die  Aufsuchung  der  zu 
dem  System  7.  Ordnung  gehörigen  Integralgleichungen  von  der  Form 
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Dass  wenigstens  eine  solche  Integralgleichung,  nämlich  die  Bedingung 
för  die  Bewegung  der  drei  Körper  in  einer  Ebene,  vorhanden  ist,  Iftsst 
sich  von  vornherein  unschwer  durch  geometrische  Überlegungen  zeigen; 
es  kommt  jedoch  wesentlich  darauf  an  nachzuweisen,  dass  nur  diese  eine 
cxistirt.  Es  sei  ip  eine  irréductible  ganze  Function  der  acht  Variablen 
^  ^Q  j^Jay  Pa\  schreibt  man 

a    —ana  JÇ^^^^,  +  q^ 

so  sind  in  K  Zahler  und  Nenner  von  der  Form  Ö(/>,y)  und  man  er- 
kennt, dass  der  Ausdruck 

durch  Multiplication  mit  {q^tl^Y  ebenfalls  die  Gestalt  Q{;p  y  q)  annimmt. 
Wenn  also  ^  eine  Integralgleichung  ist,  so  muss 

sein.     Wenn  t  m  <p  wirklich  vorkommt,  so  können  wir  schreiben 

wo  V  mindestens  gleich  Eins  ist.  Bildet  man,  indem  far  den  Augenblick 
t  als  unabhängige  Variable  genommen  wird,  die  vollständige  Ableitung 
von  ^  nach  t^  so  ist  diese  nach  t  höchstens  vom  Grade  v,  d.  h.  die  lo- 
garithmische Ableitung  frei  von  t.     Hieraus  ergeben  sich,  wenn 


dt  -"^ 


d  lüg  ip 
gesetzt  wird,  die  Bedingungen 


also 

d.  h.  es  w&re 


.+l(^)  =  o. 


v<  +  ^ 
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çin  Integral  des  Systems  7.  Ordnung.  Da  ein  Integral  dieser  Form  für 
die  relativen  Bewegungen  der  drei  Körper,  wie  wir  wissen,  nicht  eiistii^t, 
so  schliessen  wir,  dass  t  in  ^  nicht  vorkommt.  • 

Durch  die  bereits  mehrfach  benutzte  Bet i*achtungsweise  zeigt  man 
ferner,  dass  die  Coefficienten  in  ^  sich  allemal  darstellen  lassen  müssen 
als  algebraische  Functionen  der  in  den  Differentialgleichungen  auftreten- 
den Constanten  m  y  a  y  h  ,  h  ^  k  und  eventuell  gewisser,  ausserdem  noch 
auftretender  constanter  Parameter.  Mit  Rücksicht  hierauf  denken  wir  uns 
die  Coefficienten  in  y  dargestellt  als  Nationale  Functionen  jener  Constanten 
und  einer  algebraisch  von  denselben  abhängenden  Irrationalität  /',  welche 
als  Wurzel  einer  gewissen  irreductiblen  Gleichung  definirt  ist.  Die  Be- 
dingung 

gilt  dann  für  alle  Wurzel werthe  F.  Bilden  wir  jetzt  die  Summe  über 
die  den  einzelnen  r  entsprechenden  Bedingungen,  so  erhalten  wir 

(32)  i^.IfrY-d^---' 

WO  0  das  Product  der  einzelnen  jr  und  ii  die  Summe  der  einzelnen  a> 
bedeutet.  Die  0  und  ü  sind  dann  von  der  Irrationalität  /'  frei  und  wir 
können  uns  auf  die  Aufsuchung  der  Integralgleichungen  von  der  Form 
0  beschränken,  da  mnn  von  0  rückwärts  durch  Zerlegung  in  Factoren 
zu  den  ^  gelangt.  Die  Hinzufügung  oder  Unterdrückung  constanter  Fac- 
toren ist  auf  das  Bestehen  der  Bedingung  (32)  offenbar  ohne  Einfluss; 
wir  dürfen  deshalb  ^  als  eine  ganze  Function  nicht  bloss  der  Variablen 
2>,î,  sondern  auch  der  Constanten  m ,  a ,  fc ,  ä  ,  A;  und  der  etwa  auftre- 
tenden Constanten  Parameter  c^jC^, .,,  voraussetzen  und  ferner  annehmen^ 
dass   0  keine  von  den  Variablen  p ,  q  freien  Theiler  der  Form 

besitze.     Der  Ausdruck  ü  ist  dann  sicher  von  der  Form 

Wir    wollen    nun    zunächst    zeigen,    dass   0    parameterfrei    ist.      Wenn 
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narnlieh  (P  einen  Parameter  —  sagen  wir  c  —  enthalt,  so  denken  wir 
uns   0  nach  c  geordnet  und 

geschrieben.     Da  J2  in  c  vom  Grade  Null  ist,  so  erhalten  wir 

d.  h.  der  Quotient  zweier  0^  ist  ein  rational  aus  den  p  ^  q  gebildetes  In- 
tegral des  Systems  7.  Ordnung,  reducirt  sich  also,  da  solche  Integrale 
nicht  existiren,  auf  eine  Constante»  Infolge  dessen  könnte  ein  Parameter 
c  in  0  nur  in  einem  von  den  Variablen  p ,  q  freien  Theiler  enthalten 
sein.  Da  solche  Theiler  von  vornherein  unterdrückt  werden  sollten,  so 
ist  0  parameterfrei  und  deswegen  auch  homogen  in  den  Dimensionen. 

Der  Ausdruck  0  kann  den  Theiler  q^H^  enthalten.  Führen  wir, 
wenn  UjV  zwei  Functionen  der  Variablen  p^q  bedeuten,  das  bekannte 
Operationssymbol 

,  V  \r^  /^n     ?l'  du     dV\ 

ein,  so  wird 

(».«,)«Ä^ -..ff,  ^^' +('/./',...'/.+».'')■  ' 

Hiernach  können  wir  uns  in  0  den  etwa  vorkommenden  Theiler  q^H^ 
unterdrückt  denken,  ohne  dass  dadurch  an  der  Bedingung  (32)  etwas 
Wesentliches  geändert  wird.  Dies  festgesetzt  führen  wir  jetzt  in  0  und 
ÎI  anstatt  h  die  Variable  p  durch  die  Gleichung 

h.-  —plf^  —H, 

ein.  Beide  Ausdrücke  bleiben  dabei  in  Bezug  auf  g',];,^;«  ganz  rational, 
können  dagegen  in  Bezug  auf  die  q^  Nenner  enthalten,  welche  jedoch  nur 
Potenzen  der  y,,  als  Theiler  besitzen.  Gehen  wir,  entsprechend  dt*r  gcr 
machten    Substitution,    von    dt^m    Svstcm    7.    Ordnimg    auf   das    8.    Ord- 
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nung    über    und    führen   t  als   unabhängige  Variable  eiu^  so  können  wir 

schreiben 

d  log  <l> 


dt 


Si:{glH,)  =  a\ 


wo  Q\  da  (P  nicht  den  Theiler  g^H^  besitzt,  im  Nenner  sicher  nur  Po- 
tenzen der  g«  als  'fheiler  enthält.  Führen  wir  weiter  für  die  p  ihre  in 
§  19  gegebenen  linearen  Ausdrücke  durch  die 

dq     dsa 
dt  '  It 

ein,  so  werden  0  und  Ü'  ganze  Functionen  dieser  Ableitungen  und  ent- 
halten in  den  Nennern  als  Theiler  nur  Potenzen  von  gr^,  (7,  A  und  W^. 
Führt  man  endlich  statt  der  g' ,  . .  .  ihre  Ausdrücke  durch  die  rechtwink- 
ligen, auf  den  Schwerpunkt  und  ein  willkürlich  gerichtetes  Axensystem 
bezogenen  Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  X ,  X',  .  .  .  ein,  und  denkt 
sich  auch  die  in  q  vorkommenden  Grössen  k^jk\jk^j  sowie  die  durch 
die  Gleichung 

Ykl  +  k'  =  o 


o 


bestimmte  Quadratwurzel  k  durch  die  X ,  X',  .  . .  ausgedrückt,  so  wird  0 
eine  Integralgleichung  der  ursprünglichen  Bewegungsgleichungen,  welche 

die  Form 

Sl(X,...,X',...,y«,*) 

besitzt,  im  Nenner  jedoch  die  Geschwindigkeiten  nur  in  den  vier  Verbind- 
ungen k^  ,  k  enthalt.  Das  Gleiche  gilt  von  der  Form  des  Ausdruckes  Q\ 
Es  "  werde  jetzt  mit  0^  das  Product  derjenigen  Theiler  im  Zahler 
von  0  bezeichnet,  welche  sich,  als  Functionen  der  X',  . .  .  betrachtet, 
nicht  durch  die  Â'« ,  k  allein  ausdrücken  lassen,  und  es  sei 

'^  —  ^i^^^  at        ^1'  dt     ~~^^' 

dann   ist   û,   genau  von  derselben  Form  wie  Û'  und  dasselbe  gilt  wegen 

auch  von  i2j.     Weiter  erkennt  man,  dass  wegen  der  Ober   (P,   gemachten 
Festsetzungen    .0,    in    Wirklichkeit   im    Nenner   nur    Potenzen   der  y.  als 
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Theiler  enthalten  kann;  0,  ist  also,  wenn  es  sich  nicht  etwa  auf  eine 
Constante  reducirt,  eine  Integralgleichung  für  die  Bewegung  relativ  um 
den  Schwerpunkt.     Schreibt  man   mit  Rücksicht  auf  die  Irrationalität  k 

0,,     und         (/),,  =S(X,X',...,yJ, 
glQn     und     gjß,,  =  ê(X,X',  ...,0, 
so  ist,  da  die  Bedingung 

für  beide  Vorzeichen  von  k  gilt, 
Das  Product 

(33)  (<^n+'^-<P.,)(<Pn-^-<^.J 

ist  also  eine  homogene  Integralgleichung  von  der  früher  behandelten  Art 
und  ist  deshalb,  da  es  sich  hier  nur  um  die  relative  Bewegung  handelt, 
in  der  Form 

darstellbar.  Eliminirt  man  also  in  dem  Producte  (33)  mittelst  der  Glei- 
chungen 

o  =  STm,  X[  =  SiWi  17  =  Zw,  Z[ 


'o^ 


und  der  Ausdrücke  für  die  k^ ,  k  sieben  von  den  neun  Grössen  X',  F',  Z', 
so  müssen  die  beiden  anderen  von  selbst  mit  herausfallen;  dies  ist  aber 
nicht  anders  möglich,  als  wenn  jeder  der  beiden  Factoren  jenes  Productes 
einzeln  durch  die  angegebene  Elimination  von  sämmtlichen  X',  T',  Z' 
gleichzeitig  befreit  wird.  Hiernach  kann  also  die  gesuchte  Integralglei- 
chung 0j  wenn  man  wieder  auf  die  Variabein  des  Systems  7.  Ordnung 
zurückgeht^  nur  die  vier  Variabein  q  enthaltei)  oder  muss  m;  a.  W.  frei 
von  den  p^  sein. 

Acta  mathematiea     11      Imprimé  le  14  Décembre  1887.  \l 
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21.     Unsere   Aufgabe   ist  jetzt  darauf  zurückgeführt,  eine  von  den 
p^  freie  Lösung   0  der  Form  ^{q ,  g,,)  7.u  der  Bedingung 

zu  suchen.     Zunächst  ist 

^  =  {7.ff,)'^*-+(7,",)'(log*,äjLi) 

=  (?, ",)'  ^-  +  m^A(log* ,  //,  +  *)  - ?:(■".  +  Wog* .  //,)• 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  ii  in  den  p^  höchstens  vom  zweiten  und  in 
den  g^  höchstens  vom  vierten  Grade  ist.  Wir  spalten  Q  nach  der  Ord- 
nung der  einzelnen  Glieder  in  Be^ug  auf  die  p^  in  die  drei  Bestandtheile 

iî  =  CO^    +    W,    +  (O^j   . 

wo  der  Index  die  Ordnung  nach  den  j;.angiebt,  und  führen  statt  der 
p^  die  r^  durch  die  Relationen 

Pa    =    '«?« 

ein.  Hiermit  werden  w^  und  o)^  nach  den  g^  höchstens  vom  5**",  resp. 
6*"  Grade.     Weiter  wird,  wenn  man  entwickelt, 

(o,  -  hj\  //,  (log  0,L,  —  (jM,)  -  hj]  (L,  —  î3Q(log  0  ,  7/,) , 
wobei  zu  beachten  ist,  dass  das  Symbol  {u ,  v)  auch  in  der  Form 

^^  /du     dV  dV    du\ 

geschrieben  werden  kann.  Bei  der  Integration  der  drei  Bedingungen  für 
0  wollen  wir  der  besseren  Übersicht  halber  folgende  Abkürzungen  und 
Relationen  benutzen: 
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F,M,)=      o, 


.         {G,M,)=:-,i„ 

{G,M,)=      /i,, 
{G,3I,)=     o, 

F,L,)=^      /i,,  {G,L,)=-/j^,        ■ 


{C,M,)=o,  {E,M,)=  o, 
(C,Af.)=o,  {E,M,)  =  -fi,, 
(C',itf,)=o,  (£,3/,)=     /i., 

(C,  Z,)  -=  2wC", 

(£,  Z,)  =  -/i,C  +  £i)'  +  C'Za.a.r,, 
(F ,  Z,,)  =      2/i,  6"  +  FZ)'  —  2 C'Z«,  *,  r, ,  * 

(6? ,  Z,)  =  -/«.C  +  ÖD'  +  CEb.b,,;, 
Q  =  E  +  Fq+  Gq' 

=  Ts^{a,  —  b^q){a^  —  b^q), 

{Q,H,)=       o, 
{Q,L,-qM,)  =  o, 

{Q,  L,)  =  çz>'  +-2:(«.  -  b,qy{c\  -  ^) 

Die   erste   von   den   drei   Bedingungen  für   0  nimmt  mit  der  Abkürzung 


die  Gestalt 


dlog(t> 


o».  =  q, F(log  ^ ,  ^,)  =  F5;^,y,î7,  i^ 
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an.     Da   0  wiöglicherweise  durch   V  theilbar  ist,  so  setzen  wir  an 

mit  dem  Zusätze,  dass  <?'  nicht  durch  V  theilbar  sein  soll.  Wir  erhalten 
dann 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  kann,  entwickelt,  im  Nenner  nicht  den 
Theiler  V  enthalten,  folglich  ist  der  Zähler  der  rechten  Seite  durch  V 
theilbar,  also  die  rechte  Seite  in  den  q^  höchstens  vom  ersten  Grade,  so 
dass  wir  ansetzen  dürfen 

WO  die  Coefficienten  rechts  nur  noch  von  q  abhängen.  Führt  man  in 
diese  partielle  Differentialgleichung  an  Stelle  der  g«  die  Variablen  q^ ,  C 
und  Q  ein,  so  wird 

wo  bei  den  Quadraturen  q^  und  q^  durch  q^y  C  y  Q  ausgedrückt  zu  denken 
sind.  Die  erste  Quadratur  führt  auf  elliptische  Integrale,  welche  in  log  V 
nicht  vorkommen  dürfen,  d.  h.  es  ist  œ^^  gleich  Null.  Die  drei  anderen 
Quadraturen  führen  auf  Logarithmen  und  lassen  sich,  wie  leicht  verificirt 
werden  kann,  in  der  Form 

schreiben,  wo  die  <r  wegen  der  Beschaffenheit  von  ï^  noth wendiger  Weise 
ganze  Zahlen  sind.     Setzt  man  nun 

log  >r = £^,  iog(-|=  +  ^)  +  f{9 ,  o ,  Q), 
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SO  ergiebt  die  Substitution  in  die  Differentialgleichung  die  Relationen     - 


û>o«  =  V/ijii,^, 


slA, 


d.  h.  entgegen  den  für  (o  bestehenden  Voraussetzungen  irrationale  Aub- 
drùcke.  Die  a  und  w^a  müssen  deshalb  verschwinden  und  es  ist  W  als 
Function  der  drei  Grössen  q  9  C  j  Q  allein  darstellbar.  Setzt  man  nun  in 
dem  ursprünglichen  Ausdrucke  für  V  an  Stelle  von  q^  und  g,  ihre  Aus- 
drücke durch  îj,  C',  Q  y  so  muss  y,  von  selbst  herausfallen;  entwickelt 
man  andererseits  3^,  ,g,  und  dann  <Ç*  nach  fallenden  Potenzen  von  jj,  so 
erkennt  man,  dass  V  die  Gestalt  ê(C,  Q)  besitzt,  also  in  der  ursprüng- 
lichen Gestalt  nur  die  Quadrate  der  q^  enthielt.  Mit  Rücksicht  hierauf 
kann  man  zunächst  schreiben 

¥=ê{q,E,F,G). 

Eliminirt  man  hieraus  abwechselnd  eines  der  drei  Paare  FG  ^  QE ,  :EF 
mittelst  der  drei  Gleichungen 

Ell,  +  Fix,  +  ö/i,  =  -  C7, 

E      +Fq    +Gq'  =         Q, 

SO  muss  die  dritte  Grösse  E  oder  F  oder  G  jedesmal  von  selbst  mit 
herausfallen.  Als  Nenner  können  bei  'den  drei  so  entstehenden  Formen 
für  ¥**  nur  Potenzen  von 

auftreten.  Diese  Nenner  müssen  jedoch,  da  sie  keine  gemeinsamen  Theiler 
besitzen,  sich  in  Wirklichkeit  jedesmal  fortheben,  d.  h.  es  ist 

23.     Mit  dem  gefundenen  Ausdrucke  für  ¥  gehen  wir  jetzt  in  die 
zweite  der  aufgestellten  Bedingungen  ein  und  erhalten  zunächst 

«>.  =  ^'{^»(^»  A  -  QM,)  -  (A  -  qM,){V,  H,)\ 
+  Äj{Ä,(logr,  A  -qM,)-{L,-qM,){\og9',  fl,)}. 
Pie  erste,  V  enthaltende  Klammer  { }  ist  nicht  durch  F  theilbar,  wie  man 
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schon  durch  Betrachtung  der  Glieder  erkennt,  welche  die  in  V  vorkom- 
mende Grösse  h  enthalten.  Da  andererseits  die  übrigen  Glieder  der 
DiflFerentialgleichung  V  nicht  im  Nenner  enthalten  können,  so  muss  die 
genannte  Klammergrösse  in  Wirklichkeit  fehlen,  d.  h.  p  gleich  Null  sein, 
also 

Hiermit  geht  die  Differentialgleichung  über  in 


=  m 


dC 


Die  -linke  Seite  muss  von  y,  unabhängig  werden,  sobald  man  für  y.^  und 
Î3  ihre  Ausdrücke  durch  q^y  C ,  Q  einführt.  Entwickelt  man  nun  wie 
vorhin  wieder  nach  fallenden  Potenzen  von  y^,  so  kann,  da  w^  nach  den 
q^  höchstens  vom  fünften  Grade  ist,  überhaupt  kein  von  g^  freies  Glied 
auftreten,  d.  h.  es  wird 

Hiermit  gehen  wir  jetzt  in  die  dritte  Differentialgleichung  ein,  wobei 
zu  beächten  ist,  dass  in  0  q  theils  explicite,  theils  implicite.  Dämlich  in 
Q  y  vorkommt,  und  schreiben  demgemäss 


«>,  =  i'/M' 


3  log  (P       3  log  (t>  dF 


dq         '        dQ       dq 


I       •»  r/  ^  1<^»  ^//^      T   \ 


(^.»S'-^l*+9Uf,'-^\l>'  +  '-^ 


Q- 


Der  Quotient  œ^  :  ql  muss,  wenn  wieder  die  q^  y  C ,  Q  eingeführt 
werden,  von  y,  frei  werden.  Entwickelt  man  nach  fallenden  Potenzen 
von  yj,-so  wird,  wie  man  erkennt,  das  von  q^  freie  Glied  auch  frei  von 
C  und  Qy  d.  h.  der  Quotient  ist  nur  von  q  und  den  r^  abhängig.  An- 
dererseits ist  û>,  durch  H^   theilbar,  wir  dürfen  also  schreiben 


.w 


2a' a 
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Diese  Gleichung  zerfallt  sofort  in  die  drei  andern 


(o^ 


^»1  ■"  ^ï      dq~  "^  d  log7j  U,  "*"  m,  "^  tî^  /' 
aus  denen  wir 

+  ~  +  "dff    ^» 


bilden.     Hiernach    besteht    0   aus   einer   Potenz  von   Ç,  multiplicirt  mit 
einer  Function  von  g  allein.     Setzen  wir  denigema^s 

so  wird 


Denkt  man  sich  W  nach  q  in  Linearfactoren  zerlegt,  so  muäs  jeder 
derselben,  da  die  A^  und  w^^  die  Form  ê{g)  besitzen,  Theiler  von  ^^,^43,^3 
sein.  Da  nun  die  4«  keinen  gemeinsamen  Theiler  besitzen,  so  reducirt 
sich   W  auf  eine  Constante  und  es  wird 

Fassen  wir  die  bisherige  Untersuchung  zusammen  und  beachten,  dass 
Q  irreductibel  ist,  so  gelangen  wir  zu  dem  Resultat,  dass  die  Bedingung 

nur  die  beiden  irreductiblen  Lösungen 

zulflsst.     Von   diesen   liefert  nur  Q  eine  wirkliche  Integralgleichung,  ent- 
sprechend der  Relation 
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Während  q^H^  nur  als  Integralgleichung  erscheint,  wenn  q  als  unabhängige 
Variable  gewählt  wird,  wie  aus  der  Relation 

hervorgeht,  deren  rechte  Seite,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  nicht  durch 
Äj  theilbar  ist. 

Die  geometrische  Bedeutung  des  Verschwindens  von  Q  lässt  sich  leicht 
angeben.  Aus  der  Form  des  Ausdruckes  für  q  durch  die  auf  die  in- 
variable Ebene  bezogenen  Coordinaten  x  ,  y  folgt  nämlich,  dass  q  sich 
algebraisch  durch  die  Seiten  des  Dreiecks  ausdrücken  lässt,  welches  die 
Projectionen  der  drei  Körper  auf  die  invariable  Ebene  mit  einander  bilden. 
Bewegen  sich  nun  die  drei  Körper  in  einer  Ebene,  d.  h.  also  in  der  in- 
variablen Ebene*  des  Systems,  so  fallen  die  drei  Seiten  des  genannten 
Dreiecks  mit  den  q^  zusammen,  und  man  erhält  durch  Rationalmachen 
der  so  zwischen  den  q ,  q^  entstehenden  Gleichung  genau  die  Bedingung 
Ç  =  o.  Dieselbe  besagt  also,  dass  die  drei  Körper  sich  in  einer  Ebene 
bewegeni 

23.  Am  Schlüsse  der  ersten  Abtheilung  war  als  nächster  Schritt 
in  dem  hier  bei  der  Untersuchung  ttber  die  Integrale  des  Vielkörper- 
Problems  befolgten  Gedankengange  die  Beantwortung  der  Frage  bezeichnet 
worden,  ob  Integrale  existiren,  welche  durch  Quadratur  über  algebraische 
Ausdrücke  gebildet  sind.  Wir  fragen  also  jetzt,  indem  wir  wieder  das 
System   7.  Ordnung  zu  Grunde  legen,  ob  ein  Integral  der  Form 

jr  =  f[m)dt  +  9{q)dq  +  TS{q^,)dq^  +  XHPa)dpa] 

existirt,  in  welchem  der  Ausdruck  unter  dem  Integralzeichen  ein  totales 
Differential  und  die  B{t) ,  B{q) ,  . . .  algebraische  Functionen  der  acht 
Variablen  t  ^  q  y  . . .  sind.  Ausdrücke  dieser  Art  können  wir  füglich  als 
AßEL'sche  Quadraturen  und,  wenn  sie  ein  Integral  unserer  Differential- 
gleichungen liefern,  als  AßEi/sche  Integrale  des  vorgelegten  Problems 
bezeichnen.  Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  die 
Quadratur  ein  Integral  liefert,  ist  mit  Rücksicht  auf  die  Beziehung 

_L  —  £^ 

//.  "^  dh 
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durch  das  identische  Verschwinden  des  Ausdruckes 


»w+9(')^+i(»('/.):^-9w?|) 


gegeben. 

Die  9(<) ,  . .  .  denken  wir  uns  dargestellt  als  rationale  Functionen 
der  Variablen  und  einer  einzigen,  durch  eine  irréductible  Gleichung  de- 
finirten  Irrationalität  /-.  Weiter  denken  wir  uns  in  den  9(t) ,  . . .  die 
Irrationalität  aus  den  Nennern  fortgeschaflFt  und  die  Zähler  nach  j^  auf 
den  niedrigsten  Grad  gebracht  Dann  beweist  man  durch  die  wiederholt 
angewandte  Betrachtungsweise,  dass  in  den  3f(/),  ...  und  in  der  Gleichung 
für  /-  die  Constanten  der  Differentialgleichungen,  nämlich  i/i ,  a  ,  f» ,  Ä  ,  A, 
sowie  die  etwa  auftretendcTi  constanten  Parameter  nur  algebraisch  auf- 
treten, dass  ferner  jt  als  parameterfrei  und  infolge  dessen  auch  als  ho- 
mogen in  den  Dimensionen  vorausgesetzt  werden  darf.  Dies  festgestellt, 
gehen  wir  jetzt  dazu  tlber,  das  Verhalten  von  jr  an  den  Stellen  zu  unter- 
suchen, wo  jr,  als  Function  einer  der  Variablen  betrachtet,  einen  Pol 
(ünendlichkeitspunkt)  oder  einen  Verzweigungspunkt  oder  beides  zugleich 
besitzt. 

Es  seien  <t,^^,...  die  acht  Variablen,  in  willkürlicher  Reihenfolge 
geordnet.  Man  entwickle  5(^)  nach  steigenden  Potenzen  von  tr — r,  wo 
7  einen  constanten  Werth  oder  auch  eine  algebraische  Function  der 
ö'j ,  (Tg ,  ...  bedeutet,  dann  enthält  die  Entwickelung,  von  besonderen 
Werthen  der  Grösse  t  abgesehen,  im  Allgemeinen  nur  ganze  positive  Po- 
tenzen. Wir  wollen  jedoch  die  möglichen  Grenzfälle  sogleich  mit  berück- 
sichtigen und  denken  uns  die  Reihe  für  5(<r)  als  nicht  nur  ganze  posi- 
tive, sondern  auch  gebrochene  und  eine  endliche  Anzahl  von  negativen 
Potenzen  enthaltend.  Die  Coefficienten  sind  algebraische  Functionen  der 
^j ,  <r, ,  . . .  und,  so  lange  specielle  Werthsysteme  der  ^i  ,  <r, ,  .  .  .  ausge- 
schlossen bleiben,  so  beschaffen,  dass  die  Reihe,  ohne  Zerstörung  der  Con- 
vergenz,  nach  den  <r^ ,  «r^ ,  . .  .  differentiirt  werden  kann.  Die^ftlr  Sf(ör)  ge- 
wonnene Reihe  integriren  wir  gliederweise  nach  tr  in  der  Art,  dass  man, 
abgesehen  von  dem  etwa  vorkommenden  logarithmischen  Gliede,  wiederum 
eine  nach  a —  r  fortschreitende  Reihe,  jedoch  ohne  constantes  Glied,  erhält. 
Diese  neue  Reihe,  einschliesslich  des  logarithmiachen  Gliedes,  heisse  f?(ö'), 

Acta  mathftnatiea.^U.    Imprimé  le  14  Décembre  1887.  .         12 


Digitized  by  VriOOQiC 


90  H.  Bruos. 

dann  darf  sich  ^(<r)  von  (p  nur  um  einen  von  a  unabhängigen  Ausdruck 
unterscheiden;     Bildet  man 

und  denkt  sich  Sf(^J  ebenfalls  nach  a — r  entwickelt,  so  erkennt  man, 
dass  der  Coefficient  des  logarithmischen  Gliedes  von  a^  und  ebenso  von 
^j ,  .  . .  unabhängig,  also  constant  sein  muss,  und  dass  die  rechte  Seite  sich 
auf  eine   algebraische   Function  von  0*^ ,  .  . .  reducirt.     Schreiben  wir  also 

ip   =   j^(^)   +   y,\a)y 

so  ist  if-    durch  eine  AßEi/sche  Quadratur  gegeben. 

Die  vorstehend  gewonnene  Reihenentwickelung  für  ip  werde  jetzt  fol- 
gendennassen gespalten.  Man  vereinige  zunächst  zu  einem  Ausdrucke  ifitr)^ 
alle^  ganzen  Potenzen  nebst  dem  logarithmischen  Gliede  und  dem  Term 
ip\  Aus  dem  nur  gebrochene  Potenzen  enthaltenden  Reste  greifen  wir  das 
niedrigste  Glied  heraus  und  vereinigen  damit  zu  einem  Ausdrucke  ip{^o\ 
alle  Glieder,  deren  Exponent  sich  von  dem  des  niedrigsten  Gliedes  um 
ganze  Zahlen  untei*scheidet.  Aus  dem  dann  noch  verbleibenden  Reste 
spalten  wir  in  gleicher  Weise  ein  ^{o\^ip{^o\^  ....  ab,  bis  alle  Glieder 
erschöpft  sind,  was  nach  einer  endlichen  Zahl  von  Spaltungen  der  Fall  ist. 
Wir  haben  dann 

F  =  f^(^)o  +  î^(^)i.  +  •••  • 

Diesen  Ausdruck  differentiiren  wir  vollständig  nach  y,  wobei  wir  uns  den 
Ausdruck  für  K  ebenfalls  nach  Potenzen  voft  a  —  r  entwickelt  denken. 
Letztere  Entwicklung  enthält  nur  ganze  Potenzen,  und  negative  nur  dann, 
wenn  für  ^=  r  der  Ausdruck  g^i/j  verschwindet.  Die  vollständig  ent- 
wickelte Ableitung  erscheint  zunächst  ebenfalls  als  Potenzreihe  und  man 
erkennt  sofort,  dass  die  aus  den  Ausdruck  J^(<t)^  ,  J^C^-)!  ?  •  •  •  entspringen- 
den Reihen  einzeln  für  sich  verschwinden  müssen,  dass  also  die  ^(^j)^ , ... 
einzeln  für  sich  Integrale  sind,  und  zwar  AiiEi/sche  Integrale,  da  sie  sich 
linear  mit  cbnstanten  Coefficienten  aus  den  verschiedenen  Zweigen  zusam- 
mensetzen lassen,  Avelche  die  Function  (p  an  der  Stelle  a  '=^  r  besitzt. 
Weiter  erkennt  man,  wenn  die  verlangte  Differentiation  und  Entwickelung 
an  den  Anfangsgliedern  der  einzelnen  ip{o)  ausgeführt  wird,  dass  in  3(0") 
negative  oder  gebrochene  Potenzen  höchstens  dann  auftreten  können,  wenn 
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entweder  K  negative  Potenzen  enthalt,  also  für  öt  =  r  der  Ausdruck  q^H^ 
verschwindet,  oder  wenn  die  Entwickelung  von 

kein  von  a — r  freies  Glied  enthält,  wenn  also  diese  Ableitung  für  it=  t 
verschwindet,  d.  h.  a  —  r  eine  Integralgleichung  ist.  '  Hiernach  erhalten 
wir  also  fftr  den  Ausdruck  3(^),  wenn  derselbe  als  Function  von  a  be- 
trachtet wird,  alle  im  Endlichen  liegenden  Pole  und  Verzweigungspunkte 
durch  die  beiden  Bedingungen 

Geht  man,  um  das  Verhalten  von  ^  für  sehr  grosse  Werthe  von  a 
zu  ermitteln,  von  der  Entwickelung  des  Ausdruckes  ^{(t)  nach  fallenden 
Potenzen  von  a  aus,  so  kann  man  genau  so  wie  vorhin  ein  ^[(t)  bilden, 
dies  durch  Hinzufügen  einer  AuEr/schen  Quadratur  f'(^)  zu  ^  ergänzen 
und  dann  in  die  Bestandtheile  J^(ö')o  >  f(^)i  '  •••  spalten,  welche  einzeln 
wiederum  Integrale  sind.  DiflFerentiirt  man  dann  vollständig  nach  j,  so 
ergibt  sich,  dass  positive  oder  gebrochene  Potenzen  oder  ein  logarith- 
misches Glied  in  f  sicher  nicht  auftreten,  wenn  die  Ausdrücke 


nach  (T  entwickelt,  die  Form 


iK 

dK 

dK 

m 

> 

9?«' 

9pa 

+ 

+  5 

+ 

•     •      • 

besitzen.  Diese  besondere  Form  findet  statt,  wenn  tr  die  Variable  q  vertritt. 
24.  Nachdem  wir  die  vorstehenden  Sätze  gewonnen  haben,  nehmen 
wir  die  3(<t)  einzeln  vor.  Es  wird  sich  dabei  zeigen,  dass  dieselben 
sämmtiich  rationale  Functionen  der  Variablen  sein  müssen.  Wir  begin- 
nen mit  3{t).     Da  die  Variable  /  in  den  beiden  Bedingungen 

q^H^  =  o,  Ç  =  o 

nicht  auftritt,  so  folgt,  dass  B  {t)  für  endliche  Werthe  von  t  weder  ver- 
zweigt ist  noch  unendlich  wird,  also  die  Form  ê{f)  besitzt.  Hieraus  folgt 
für  f>  die  Form 
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und  ferner 

<ii\ 

,—  =  o,     etc. 

dq 

woraus  wir  ähnlich  wie  in  §  20  schliessen,  dass  n  gleich  Null  ist,  d.  h. 
p  die  Variable  t  überhaupt  nicht  enthält.  Wählen  wir  ferner  für  o-  die 
Variable  ^, ,  so  folgt,  da  Q  die  p^  nicht  enthält,  dass  3^(p,)  im  Endlichen 
nur  einen  Verzweigungspunkt  resp.  Pol  besitzen  kann,  nämlich 

Pi  =  Pio  =  —  {A^h^iP,  +  A'li^hP',)  '  A'J/h  • 

Hiernach  ist  3(pJ  ein  Aggregat  aus  einer  endlichen  Zahl  von  Potenzen 
der  Differenz  p^ — jho'^  ^^^  9^(Pi)iy  fiPi)^^  -- -  würden  dann,  wenn  sie 
vorkämen,  auf  algebraische  Integrale  fuhren,  müssen  also  in  Wirklichkeit 
fehlen,  d.  h.  ^  muss  sich  auf  f>{(T\  reduciren.  Hieraus  folgt,  dass  3{i\) 
eine  rationale  Function  von  p^  ist,  deren  Nenner  nur  die  Theiler  ^^  —  j5,^ 
besitzt.     Das  Integral  ç^  besitzt  also  die  Form 

äl(p,)  +  Plog(pj  —pj,  P  =  Constante. 

Hiermit  ergibt  sich,  dass  sämmtlichc  af(ö")  rationale  Functionen  von  /?, 
und  ebenso  von  p^  und  p^  sind,  deren  Nenner  nur  Thciler  von  der  Form 
g^H^   besitzen.     Für  ^  ergibt  sich  daraus  die  Form 

j.  =  Plog(<7,//,)  +  />,+/>,, 

WO  P  eine  Constant<^,  Pj  eine  von  den  j)^  freie  AßEL'sche  Quadratur  und 
Pj  einen  von  den  j)^  rational,  von  den  g ,  g,^  algebraisch  abhängenden  Aus- 
druck bedeutet.  Aus  der  vorstehenden  Form  ergibt  sich,  dass  B{g)  als 
Function   von   g   betrachtet,   als  Verzweigungspunkte,  nur  die  beiden  aus 

sich  ergebenden  Stellen  g^ ,  g^  besitzt,  während  die  beidon  aus 

gjl,  =  q,M,{q  —  g,){q  —  g^) 

folgenden  Stellen  g^^g^  nur  als  Pole  auftreten  können;  die  Stelle  ç  =  cx) 
ist,  wie  oben  bemerkt  wurde,  weder  Verzweigungspunkt  noch  Pol.    Setzt 


man 


=  w,  ^{g)(fç  =  2{u)(h4, 
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SO  sind  die  Verzweigungspunkte  von  3{u)  durch  u  =  o,  w  =  oo,  und 
die  ausserdem  noch  vorhandenen  Pole  u^ ,  u^  durch 

bestimmt.  Multiplicirt  man  nun  3(w)  mit  solchen  ganzen  Potenzen  von 
u  —  Wg  resp.  u  —  ?/^,  dass  das  Product  an  den  Stellen  Wg ,  w^  nicht  mehr 
unendlich  wird,  so  ist  dieses  Product  als  ein  endliches  Aggregat  von 
Gliedern  der  Form  ciC^  darstellbar,  wo  die  v  rationale  Zahlen  bedeuten. 
Setzt  man  daher 

u  =  v\         3{u)(Iu  =  Sf{v)(fv, 

wo  A  eine  passend  gewählte  ganze  Zahl  ist,  so  besitzt  S{v)  die  Gestalt 
eR(t;)  und  enthalt  im   Nenner  als  Theiler  nur  v  und  die  aus 

entspringenden  linearen  Theiler,  welche  mit 

bezeichnet  werden  sollen.     Die  Integration  nach  v  liefert  jr  in  der  Form 
jT  --  C  logi;  +  Te,,  log(?'  —  u,,)  +  ^c^,  log  (i;  —  u,,)  +  U,  +  II,. 

Hierin  sind  die  c  Constanten,  l\  von  der  Form  cR(?;)  und  ÎZ,  eine  von 
V  freie  AüEi/schc  Quadratur.  Vergleichen  wir  diese  Form  nnt  oben  ge- 
gebenen, nämlich  — 

^  =  P\og{qJQ  +  I\+P„ 

so  folgt,  dass  die  mit  den  Coefficienten  r.,. ,  c^^  versehenen  Logarithmen 
nur  aus  der  Zerlegung  des  Terms 

P\oorq^n^  =  7>log{7,M,(r/-r/,)(7-.</J} 

entspringen  können,  dass  also  die  c,. ,  r^^  sllmmtlich  (einander  gleich  sind. 
Hieraus  folgt,  dass  sich  ^  in  der  Form 

r  ^  ^1  l«g(7  — //i)  +  e,  log  (7  —  r/2)  +  63  \ofrqJi,  +  U[  +  P, 

schreiben  lilsst,  wo  für  die  e ,  TP  dieselben  Eigenschaften  gelten,  wie  ftir 
die  c,  IT,  Stellt  man  nun,  von  der  zuletzt  gefundenen  Form  für  ^  aus- 
gehend,  die  Entwickelung  von  jr  nach  Potenzen  von  g  —  ff^    oder  q  —  ^, 
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auf,  go  erkennt  man,  dass  die  ^{ç)iy  ^{9)^9  --  *  nur  aus  gewissen  m  U[ 
vorkommenden  Bestandtheilen  entspringen  können,  also,  wenn  sie  vorkamen, 
rein  algebraisch  sein  müssten.  Hiernach  reducirt  sich  f>  in  beiden  Fällen 
auf  den  Bestandtbeil  ^((7)0?  d.  h.  3{q)  und  damit  sind  die  übrigen  9  von 
der  Form  äl(g). 

Der  Ausdruck  3{g^)  ist  in  q  und  den  p^  rational,  kann  also,  als 
Function  von  q^  betrachtet,  im  Endlichen  nur  Verzweigungspunkte  be- 
sitzen, welche  von  den  Variablen  q ,  p^  unabhängig  sind.  Da  solche  nicht 
existiren,  so  ist  ^{q^)  von  der  Form  «^((/J.  Das  Gleiche  gilt  für  alle  an- 
deren  3  und  ebenso  für  die  Variablen  q^,  q^.  Hiermit  haben  wir,  wenn 
wir  zusammenfassen,  das  Resultat  gewonnen,  dass  in  dem  gesuchten  Abel - 
sehen  Integral,  falls  dasselbe  existirt,  die  3{q),...  sämmtlich  die  Gestalt 
^{l^QajPa)  besitzen,  dass  ferner  die  Nenner  als  Theiler  nur  die  Aus- 
drücke q^Il^   und   Q  besitzen,  dass  also  ^  in  der  Form 

f  =  ^(?  ,  Î«  ,  Pa)  +  C  logq^H^  +  c"  log  Q 

darstellbar  ist.  Da  die  Entwickelung  von  ^  nach  fallenden  Potenzen  von 
q  kein  logarithmisches  Glied  besitzt,  so  ist 

c'  +  c"  =  0, 
so  dass  wir  auch  schreiben  können 

25.     Die  Untersuchung  hat  uns  jetzt  zu  der  Frage  geführt,  ob  das 
System   7.  Ordnung  ein  Integral  von  der  Form 

r  =  äl(^,7«,?0  +  ^»og^ 

besitzt,  in  welchem,  wenn  f  sich  nicht  auf  eine  Constante  rcduciren  soll, 
der  Factor  c  von  Null  verschieden  sein  muss,  also  gleich  Eins  gesetzt 
werden  darf.  Bezeichnen  wir  die  beiden  Bestandtheile  von  ^  der  Kürze 
halber  mit  j^^  und  ^^ ,  so  darf  der  rationale  Term  jr ^  als  algebraisch  aus 
den  Constanten  tn  ,  a^h  ,k  ^h  gebildet  vorausgesetzt  werden.  Bringt  man 
nämlich  y^  zunächst  auf  die  Form  cR(wî,  a,bjk,h,r),  wo  /'  eine  von 
den  m  j  .  .  .  abhängende  Irrationalität  bedeutet,  und  stellt  dann  f  ^  in 
der  Form 

Fl   =Fio  +fii''+  F12'''  +  ••• 
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unter  möglichster  Herabdrück  ung  des  Grades  in  Bezug  auf  /'  dar,  so 
müssen  die  J^n  >  f  n  >  •  •  •  ^^^^  ^^^  Constanten  reduciren.  Man  darf  deshalb 
die  mit  /'  raultiplicirten  Tenne  unterdrücken  oder  ^^  als  rational  aus  den 
m  ,  a  ,  b  j  k  y  h  gebildet  voraussetzen.  Dies  festgestellt  führen  wir  an  Stelle 
von  h  die  Variable  p  durch  die  Gleichung 

o  =  A  +  pli,  +  //, 

ein,  und  erhalten  dann  jt,   in  der  Form 

wahi'end  ^  in  ein  Integral  des  Systems  8.  Ordnung  übergeht. 

In  dem  System  8.  Ordnung  lasst  sich  nun  die  allgemeine  Lösung 
durch  Reihen,  welche  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  t  fortschreiten, 
darstellen,  indem  man  die  p ,  g  nach  dem  TAYLon'schen  Satze  mit  Hülfe 
der  Differentialgleichungen  entwickelt.  Diese  Reihen  convergiren  inner- 
halb eines  bestimmten  Bereiches  für  <,  sobald  man  festsetzt,  dass  für 
t  =  o  die  Variablen  endliche,  und  im  Besondern  die  q^  von  Null  ver- 
schiedene Werthe  besitzen.  Substituirt  man  diese  Reihenentwickelungen  in 
den  Zahler  Z  und  den  Nenner  N  von  ^j  und  ebenso  in  q^H,  und  Q^ 
so  erhält  man  ähnliche  Potenzreihen.  Die  Coefficienten  sind  sämmtlich 
nach  den  p  ^  q ,  p,,.  ganz  rational,  nach  den  q^  dagegen  rational,  jedoch  so, 
dass  in  den  Nennern  als  Theiler  nur  die  q^  auftreten.  Der  so  entstehende 
Ausdruck 

muss  nun  von  t  unabhängig  sein,  wie  man  auch  innerhalb  der  ange- 
gebenen Einschränkungen  die  Anfangswerthe  der  Variablen  variiren  mag. 
•  Lassen  wir  nun  diese  Anfangswerthe  so  variiren,  dass  q^H,  für  f  =  o 
den  Werth  Null  annimmt,  so  können  in  den  vier*  Reihenentwickelungen 
nicht  sämmtliche  Coefficienten  verschwinden,  da  q^H\ ,  wie  wir  wissen, 
nicht  Integralgleichung  des  Systems  8.  Ordnung  ist.  Setzt  man  ausser- 
dem fest,  dass  für  die  gewählten  Anfangswerthe  Q  nicht  verschwindet, 
so  entspringt,  wenn  man  f^  und  jr^  nach  Potenzen  von  t  entwickelt,  aus 
çTj  ein  Glied  von  der  Form 

n  log^,*   (n  >  o). 
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welches  sich  nicht  fortheben  kann.  Die  Annahme,  dass  ein  Integral  der 
hier  betrachteten  Form  existire,  führt  also  auf  einen  Widerspruch  oder 
m.  a.  W.  es  existiren  zu  dem  System  7.  Ordnung  keine  AßEi/schen  Inte- 
grale, und  ebenso  auch  nicht  zu  dem  System  8.  Ordnung. 

Bei  den  vorstehenden  Entwickelungen  Avaren  wir  von  einer  beson- 
deren Form  der  Bewegungsgleichungen  für  das  Dreikörper-Problem  aus- 
gegangen, nämlich  dem  hier  benutzten  System  7.  Ordnung.  Da  jedoch 
ein    ÄBEi/sches   Inteo^ral   durch   eine   alwbraische  Transformation  der  Va- 

c*  o 

riablen  wiederum  in  ein  ÄBKLsches  Integral  übergeht,  so  gilt  das  ge- 
fundene negative  Resultat  für  alle  Formen  der  Bewegungsgleichungen, 
welche  aus  den  urs'prünglichen  durch  rein  algebraische  Umformungen  ent- 
stehen. Das  gefundene  Resultat  gilt  ferner  auch  für  das  Vielkörper- 
Problem.  Reducirt  man  nämlich  beim  Vielkörper-Problem  die  Ordnung 
des  Systems  ähnlich  wie  bei  dem  Dreikörper-Problem  durch  Benutzung 
der  bekannten  Integrale,  so  erhält  man  algebraische  Difterentialgleichungen. 
Existirt  zu  diesen  ein  Abel  sches  Integral,  so  enthält  der  Ausdruck,  i\ber 
welchen  die  Quadratur  aiiszuführen  ist,  die  Massen  nur  in  algebraischer 
Weise;  man  müsste  also  unter  allen  Umständen  durch  das  Verschwinden- 
lassen einer  oder  mehrerer  Massen  zu  einem  Abel' sehen  Integral  für  das 
Dreikörper-Problem  gelangen,  was  nicht  sein  darf 

Die  vorstehend  hergeleiteten  negativen  Ergebnisse  enthalten,  wie  mir 
scheint,  eine  hinreichende  Erklärung  für  die  Thatsache,  dass  man  bei  der 
Aufsuchung  neuer  Integrale  des  Dreikörper-Problems  seither  nicht  über 
den  bereits  vor  einem  Jahrhundert  erreichten  Standpunkt  hinausgelangt  ist. 


Berichtigung. 
Seite  64,  Zeile  2  v.  u.  ist  Dsich»  su  streichen. 
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13.  Serie, 

lO  Faden-Modelle 

der  Regeiflächen  vierter  Ordnung, 

dargest.  durch  Seidenfäd.  in  Messinggestellen 

von  Prof.  Dr.  Bohn  in  Dresden. 

Regelfl.  mit  elnom  Paar  reeller  Dp.*0era4en  (ITr.  1.— 8.)t  mit  3  conj.  imag.  Dp.- 
Ger.  (4.),  einer  SelbatbcrUhraogs-Oar.  (^.).  mit  einer  dreif.  0er.  (6.  7.),  Dp.- 
Kegelscbn.  u.  Dp.-6er.  (8.).  Dp.-Curve  3.  Ord.  (S.  10.)  —  Dåsa  eine  Abtaandl. 
Preis  der  Nee.  1.  4.  8.  je  36  Nark,  3.  6.  7.  9.  10.  je  40  Mark,  2. 8.  je  44  Mark, 
der  ganzen  Serie  380  Mark.         

14.  Serie, 

16  Olps-Modelle 

zur  Funktionentheorie^ 

nach  den  im  math.  Inst,  der  techn.  Hochsch.  München  unter  Lei- 
tung von  Prof,  Dr.  Bjek  angefert.  Originalen. 

Der  reelle  nnd  ImaglnHre  Theil  der  Werthe  einer  Funktion  liber  der  Ebene  dea 

complesen   Arguments   als    Ordinaten  aufgetragen,   liefert  je  eine  Fräohe.  — 

Dieselben  sind  beide  für  folgende  Funktionen  cunstruirt  und  die  NiTeau-  end 

Fall-Linien  eingetragen: 

1 


=  .'-1; 


2*  —  1;   w*  =  1  —  2*;   (Verzweig.-Pkte.);   «?  =  -; 


tr  =  -i-  log  ^—^  (ünendL-Pkte)  ;  6  ir  =  e^' 

2s        «  +  e 


(wesentl.  »ingul.  Pkt.).  Ferner 
0; 


Ser.  XIV.  Nr.  IXa. 


für  die  ellipt.  Funktionen:  «?  =  p  (u);  ir  =  ?'  (u)  för  l)  ^g  =  4,  ^j 
2)  ^,  =  0,  (j^  =  4.     Nebst  erläuterndem  Text  u.  Abbildungen. 
Preis  der  Serie  830  Mark,  Binaolpreise  s.  Prospect. 


15,  Serie. 

I.  Projektions-Modelle  der  4  ersten  regelm.  vier-dimens.  Körper 

in  Draht  und  Seidenfüden  dargestellt  von  Dr,  ¥•  Schlegel  in  Hagen  i.W. 

Das  9*1  8-,  H'f  20-ZelU  aus  dem  Tier-dimens.  Raum  in  den  drei-dimene.  projicirt,  bo  dass  eine  der  Zellen  in  ein  regelm. 
Polyeder  Übergeht,  das  die  Ubr.  aiuschlleset.    Nebst  einer  Abhandlniig. 
Prelt  dar  vier  Modelle  26  Marie  (Nr.  l  Mk.  1.20.«  Nr.  3  Hk.  4.fi0.,  Nr.  s  Mk.  4..  Nr.  4  Mk.  18.). 

Fläche,  asf  welche  das  Ellipsoid  durch  parallele  Normalen 
conform  abgebildet  wird, 

In  Gips  mod.  von  Dr.  Reinbeck  in  Einbeck« 

Preis  12  Mark. 
SämmtL  Prospecte  auf  Verl.  Grratis  u.  ftranoo. 


II. 


mit  Krümmungslinien. 


Von  d«ii  insgesammt  208  Nummern  des  Modell- Verlags  sind  149  Modelle  aus  (lips  herge- 
stellt, 19  in  Seidenfäden,  40  aus  Draht  etc.  und  berühren  fast  alle  Gebiete  math.  Wissens: 
synthet.  u.  analyt.  Geometrie,  Krttmmungstheorie,  math.  Physik,  Funkt.Theorie  etc. 


Digitized  by 


Google 


Ausgegeben  den  80.  December  1887.-Paru  le  30  décembre  1887. 


Intiall   Table  des  matières. 

Seite«  Ptfe. 

PiCAEP,  È.,  Démonstration  d'un  théorème  général  sur  les  fonctions  uni- 
formes liées  par  une  relation  algébrique  — 1 — 12 

Stbauss,  E.,  Eine  Verallgemeinerung  der  'dekadischen  Schreibweise  Jiebst 

functionentheoretischer  Anwendung 13 — 18 

Lebgh,  M.,  Note  sur  la  fonction  Si(WjX,B) 19 — 24 

Bbüns,  H.,  Über  die  Integrale  des  Vielkörper-Problems 25 — 96 


BIBLIOTHECA  MATHEMATICA 


herausgegeben  von 


rédigée  par 


G.    EN  ESTROM. 


I,  1884.     [Preis  2,40  M.     Prix  3  fr.]     II,  1885.     [Preis  2,40  M.     Prix  3  fr.] 
III,  1886.     [Preis  4  M.     Prix  5  fr.] 


Vom  Jahre  1887  an  hat  eine  neue 
Folge  dieser  Zeitschrift  begonnen,  die 
ausschliesslich  der  Geschichte  der  Mathe- 
matik gewidmet  ist.  Sie  erscheint  jähr- 
lich in  4  Nummern  von  etwa  2  Druck- 
bogen gross-8®;  der  Preis  des  Jahrgangs 
beträgt  4  Mark.  , 

Der    erste    Jahrgang    dieser    neuen 
Folge  ist  vollständig  erschienen. 
Berlin.  MÂr£R  A  MÜLLER. 


A  partir  de  1887  commence  une  nou- 
velle série  pour  ce  journal,  qui  sera  ex- 
clusivement consacrée  à  l'histoire  des 
mathématiques.  Elle  contiendra  par  an 
4  numéros  d'environ  2  feuilles  grand- 
in-8^.  Le  prix  de  Tabonnement  annuel 
est  de  5  francs. 

La  première  année  de  cette  nouvelle 
série  a  complétenient  paru. 

Paris.  A.  H  ER  M  A  H  M. 


Tidskrift  for  Mathematik, 

der  fra  Begyndélsen  af  Aargangen  1883  redigeres  af  Dr.  J.  P.  Gram  og  Dr.  H.  G.  Zeüthbn,  udgaar  i 
iQöbenhavn  paa  £.  Jespersens  Fprlag  med  et  Hefte  paa  1 — 3  Ark  hveranden'  Maaned  til  en  Pris  af  6 
Kroner  for  Aargangen,  som  altid  bliver  paa  12  Ark.  Subskription  modtx^e»  i  alle  Boglader  i  Danmark, 
Norge  og  Sverîg. 


piim»ans^ 


Preis  des  Bandes:  15  Mark.  —  Prix  par  volume;  18,75  Fr? 


Digitized  by  VnOOQ iC 


Digitized  by 


Google 


REDACTION 


SVERIGE: 

A.  V.  BJLcKLtTim,  Lund. 

H.  Th.  Daug,  UpsaJa. 

H.  Gyld^n,  Stockholm. 

Sophie  Kowalevski,  »  \ 

A.  Lindstedt,  t> 

G.  Mittao-LeffIiEr,  » 

NORGE: 

C.  A.  Bjerkkes,  Christiania. 
O.  J.  Broch,  9 

S.  Lie,  Leipzig. 

L.  Sti^ow,  Frederikshald. 

DANMARK: 

L.  Lorenz,  Ejobenhayn. 

J,  Petersen,  > 

H.  G.  Zeüthen,  > 

FINLAND:   - 
L.  LiNDELOF,  Helsingfors. 


Digitized  by  VnOOQ iC 


r 


ZUR  THEORIE  DER 
MEHRWERTHIGEN,  MEHRFACH  LINEAR  VERKNÜPFTEN  FUNC 

VON 

KARL  HEUN 

in   MÜNCHEN. 

Durch  die  tiefsinnigen  Forschungen  des  Herrn  Poincarb 
Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  auf  ebenso  sichen 
lagen  gestützt  worden,  wie  die  Theorie  der  elliptischen  Function 
die  Arbeiten  von  Abel  und  Jacobi.  Wie  die  Thetafunctionen 
kehrungsproblem  für  die  elliptischen  Integrale  lösen,  so  erlai 
Functionen  des  Herrn  Poincaue  (Acta  Mathematica,  Bd.  i, 
das  analoge  Problem  im  Gebiete  der  linearen  Diflferentialgleichi 
behandeln.  Wir  beschäftigen  uns  jedoch  im  Folgenden  nicht 
eindeutigen  Functionen  mit  linearen  Transformationen  in  sich,  son 
den  mehrdeutigen  Functionen,  deren  Pcriodicitftt  durch  lineare  h 
Substitutionen  bestimmt  ist.  Die  nachstehende  Untersuchung 
sich  insbesondere  an  die  vierte  Abhandlung  Pöincarés  (d.  Zeits 
4,  p.  201)  an.  Andererseits  steht  sie  in  enger  Beziehung  zu  < 
kannten  posthumen  Abhandlung  Riemaxns  (Werke,  p.  357)  na 
in  Betreff  der  methodischen  Gesichtspunkte.  Die  Resultate,  zu  wel 
gelangt  sind,  werden  insbesondere  dazu  dienen  können  die  Th< 
PoiNCAHÉ'schen  sogen.  Zetafunctionen  einst  weiter  auszubilden 
vergl.  d.  Zeitschr.,  Bd.  5,  p.  212.) 

1.  Wir  betrachten  im  Folgenden  eine  mehrdeutige  Functi 
unabhängigen  Veränderlichen  rr,  welche  auf  einer  unendlich-b 
RiEMANN'schen  Kugelfläche  mit  i  endlichen  Verzweigungspunkten  i 
Ci  und  dem  Unendlichkeitspunkte  ^<^i   eine  eindeutige  Function  ( 

Acta  mathematiea.    11.     Imprimé  le  18  .TAnvier  ISF'^. 
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ist,  derart,  dass  zwischen  je  jp  +  i  Zweigen  eine  lineare  homogene  Rela- 
tion mit  bestimmten  constanten  Coefficienten  besteht  Eine  solche  Func- 
tion soll,  insoweit  sie  durch  diese  Festsetzungen  determinirt  ist,  eine  p-fach 
linear  verknüpfte  heissen.  Ist  nun  oB^  (i  =  i ,  2 , . . . ,  *  +  o  die  homogene  lineare 
Substitution,  welche  das  Verhalten  der  zum  Punkte  f,  gehörigen,  willkür- 
lich angenommenen,  Zweiggruppe  (^1, ,  2/2^  ?  •  •  •  ?  Vpt)  l>^i  einmaliger  positi- 
ver Umkreisung  des  Punktes  ^t  ausdruckt,  dann  ist  bekanntlich 


(0 


^i+l  •  ^i  •   •   •  ^2  •  ^1 


Setzt  man  ferner  in  üblicher  Weise 


Äi  =  B, 


w\^^ ,   o    ,  .  . .  ,   o 
o    yW^\  .  ..  ,    o 


w\ 


*ip^ 


B^  ^      (i«l,2,...,<-l,f+l,...,i  +  l) 


und 


B^  =  Br'=  i 


dann  ist  das  Verhalten  eines  bestimmten  Zweiges  y^^i  (^ij; 2; ;;;;f^,)  bestimmt 
durch  die  Gleichung: 


log  ir<^) 


2/vi=(^-fi)'^^^^.<Ppt(^-fi) 


WO  (Ppi(rr  —  ^i)  eine  im  Punkte  ft  eindeutige,  stetige  und  nicht  verschwin- 
dende Function  bedeutet.  Die  Wurzeln  w;p^  (p  =  1,2,  . . . ,  iO  der  zum  Punkte 
fi  gehörigen  determinirenden  Gleichung  wollen  wir  als  von  einander  ver- 
schieden betrachten. 

Nun    ist   aber,   wenn    wir   den   üblichen    Initialzweig   von   log  a;  mit 
Logo?  bezeichnen 

logw;!''^  =  Logfr{^^  -f  2m7r^^^i 


folglich 


.<» 


log  toi 

27t  y/—  1 


=  Åpi   +   W 
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wenn  Api  durch  die  Gleichung: 


(2) 


LogW^^^  =    27ryJ—  I  .  Åpi 


definirt  ist. 

Wir  bezeichnen  nun  alle  Functionen  (y),  deren  Periodicität  in  Bezug 
auf  dieselben  Verzweigungspunkte  durch  dieselben  erzeugenden  Substitu- 
tionen oBi ,  SB5J ,  . . . ,  ^f  definirt  ist  als  zurselben  Art  (=  »espèce»  in  der 
Terminologie  des  Herrn  Poincare)  gehörige. 

Für  zwei  Système  (y),  welche  von  derselben  Art  sind,  unterscheiden 
sich  demnach  die  correspondirenden  Verzweigungsindices  (A)  um  ganze 
Zahlen  (w). 

Zwischen  je  />  +  i  Functionen  derselben  Art:  y®^ ,  ^^^ ,  . . . ,  y^^^  be- 
steht eine  fundamentale  Relation,  deren  Form  sich  durch  Betrachtung  der 
folgenden  identisch  verschwindenden  Determinante  ergiebt 


U^t    9  !/pt   9   '  •  '  9  Ifpt    j 

.■..,y^r 

!/u    9  yit    >   •  •  •  >  l/ii    9 

...,yîf 

t/it  9  lAt  9  '  •  '  9  Viu  9 

•  ..,y^^ 

»(0)  ./l)  yi 

ifpt     9    Upt     9     •  •  •  >    yj 


(«» 


9    ifpt.      9 


,y.r 


Nimmt  man   die   ünterdeterminanten  in  Bezug  auf  die  erste  Horizontal- 
reihe, dann  erhält  man  eine  homogene  lineare  Gleichung  von  der  Form: 


(3) 


Ai-J .  y<;>  +  Ai'i .  y;,>  + . . .  +  AI"! .  y^f>  =  o.    c::!; j:;,':,^,) 


Die  Entwicklung  von  A[*^  besteht  aus  einem  Aggregat  von  Produkten 
von  je  p  Factoren,  von  denen  jeder  in  dem  Bereich  des  Punktes  ^,  die 
Form  hat 

Der  erste  Term  in  der  expliciten  Gestalt  der  Determinante  àSf"^  heisst  also: 
Die   nächstfolgenden    Terme    ergeben    sich    aus   diesem  ersten,  indem  der 


i 
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Exponent  von  {x  —  $)  durch  die  Summe  aller  übrigen  möglichen  Per- 
mutationen zu  je  p  der  p^  Indices  ^^^  ersetzt  und  jede  der  so  entstan- 
denen Potenzen  mit  einer  (P-Function  multiplicirt  wird.  Diese  Exponen- 
tensummen können  sowohl  positive  als  negative  Werthe  haben.  Diejenige 
Summe,  welche  von  allen  übrigen  um  eine  positive  ganze  Zahl  Ober- 
troflfen  wird,  soll  durch  El'^^  bezeichnet  werden.     Es  ist  also 


Da  nun 


so  ist  auch 


Folglich  ist 


AI'""  =  Det.  Bi .  AH 


AH  =  (.c  — eO''^'".<^"(^-fO- 


eine  ganze  rationale  Function  von  x  vom  Grade 

-  [El^^J  +  El'^J  +  . . .  +  El't\], 
welche  wir  niit  F^  bezeichnen  wollen.     Es  ist 

[£H  +  ^[cH  + . . .  +  Eit\]  =  i^^'^^  +  ^i^p^ 

wo  unter  22>Jf'  die  Summe  aller  auf  das  System  (y^^)  bezogenen  In- 
dicesdififerenzen  zu  verstehen  ist.  Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  darf 
also  nicht  >  o  werden.  Die  Gleichung  (3)  nimmt  nach  dem  Vorstehenden 
die  Form  an: 

€  ■  (^  -  ^0^'"  •  (^  -  ^r'"  •  •  •  t«  -  ¥''  •  i-'« 

. . .  +  y^r .  (^  -  e,)^'"' .  {x  -  e,)^»'' . . .  (x  -  f,)'^".  F,  =  o. 
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Da  die   Differenzen  der   Grössen   E\^^ ,  JBf'J ,  • .  .  ,  El^^  ganze  Zahlen  sind, 
so  lässt  sieh  die  Gleichung  auf  die  Form  bringen: 

(4)  H,{x.) .  <>  4-  H,{x) .  y,V  +  . . .  +  H,{x) .  y,f  =  o. 

Die    Grössen    Hq{x)  j  Hi{x) ,  .  . .  ^  Hp{x)    sind   ganze   rationale   Functionen 
von  bekannten  Graden.     Die  Gleichung  (4)  enthält  den  RiEMANN'schen  Satz: 
»Zwischen  je  ^  +  i   Elementen  eines  Systems  jp-fach  linear  ver- 
knüpfter   Functionen    derselben    Art  besteht  eine  lineare  homogene 
Relation,    deren    Coefficienten    ganze  rationale  Coefficienten   der  un- 
abhängigen Veränderlichen  sind.)) 

Wir  haben  diesen  bekannten  Satz  hier  reproducirt,  weil  uns  die  an- 
gewendete Bezeichnung  eine  kürzere  Darstellung  der  folgenden  Unter- 
suchungen erlaubt. 

2.  Da  alle  Derivirten  einer  p-fach  linear  verknüpften  Function 
dieselbe  Periodicität  besitzen,  wie  (lie  primitive  Function,  so  sind  sie  auch 
alle  mit  der  letzteren  von  derselben  Art.  Bei  jeder  Differentiation  er- 
niedern  sich  die  Verzweigungsindices  um  eine  Einheit.  In  der  Gleichung 
(4)  sind  demnach  eine  gewisse  Anzahl  von  Differentialgleichungen  mehrerer 
abhängiger  Veränderlichen  enthalten. 

Wir  wollen  nur  den  Fall  untersuchen,  in  welchem  die  p  -f  i  Func- 
tionen  derselben   Art,   zwischen   denen  eine  Gleichung  (4)  bestehen  muss, 


die  folgenden  seien: 


du  d" 


—  TT 


dg^-'' 


dz  d'-'z 

Alsdann  heisst  die  RiEMANN'sche  Fundamentalgleichung: 


i'',.y  +  J'\.ë+-..  +  i';-. 


jp-n 


y 


dx    ^    '"    ^    ^'-^dx'-'' 

Die    Grössen    E[^^    der    vorigen    Nummer    wollen    wir  jetzt  in  zwei 
Gruppen   -Ef'^»'   und  E[^  theilen,  welche  beziehungsweise  den  Functionen 
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F  und   G  entsprechen   sollen.     Die   Grössen   El"^'^  und  £f*^»J  ergeben  sich 
aus  der  Betrachtung  der  Determinante: 


o  = 


dy^x 


dw. 


ypi 


d^   ^ypi  dzpi  d'^^Zpi  d^     Zpi 


y«i 


dtùi  j» — ff 


dy2x 


>      .7«.     >    •  •  •  > 


3^  y  ^2i 


c/j^o 


d"^Äji 


'  '    d«î    '  ""'    dx"^ 


'    •  •  •  »       J    cSo      »    •  •  ■  '       ,„«-1 


yp^^  "^r 


^ypi  ^*^'ypi  ^^  ""vpi 


>   ^i»i   > 


({j^. 


px 


d'^^Zpx 


dx" 


^*    '•"'    d/'    '•••'    dx'-"    '    "''    dx    '•••'    d«,^    '•••'    dx"'' 


Bedenkt  man  nun  dass 


<i- 1,2,  ....<) 


dann  findet  man  zunächst 


jEJ/^'ï  =  ZA,,  —  {o  +  I  +  2  +  . . .  +  (ä,  —  i)  +  (û>,  +i)  +  ...  +  {p  —  n)} 


(p) 


+  ®i-J^(^-i) 


(i-i,3,...,i) 


Während 


(p) 

+  ®*+,  +^;r(;r-i) 

da  ir  —  f,+i  =  -   zu  nehmen  ist. 
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Die  Grössen  ®i  bestimmen  sich  folgendermassen.     Man  nimmt  aus  dem 
Schema: 


O. 

I. 

...  0»,. 

...  ff— I 

I, 

<?n 

au 

...  du 

...    ^li 

2. 

o\, 

o\ 

...  dti 

...    âii 

P- 

àp^ 

«^ 

...^,i 

...    ^.i 

je  TV  Elemente  aus  verschiedenen  Vertikal-  und  Horizontalreihen,  was  auf 
I  .  2  .  3  .  . .  jp  Arten  möglich  ist  und  addirt  dieselben.  Aus  der  Reihe 
der  so  entstehenden  Summen: 

ist  ®i  diejenige,  welche  von  allen  übrigen  um  positive  Grössen  Obertroiîen 
wird.     Ferner  findet  man  für  i  =  i  ,  2  ,  . . . ,  i  den  Ausdruck: 


Ei^'-^M-kp-Tdip-TT+i) 


und 


{0+    I    +    2    +    ...   +   (ô,  —    l)   +   (ô,    +    i)   +   ...   +   (;.—   I)} 


m  =  Pm+1  +l{p-7r){p-7r+  I) 

+   3)W    +{o+    I    +   2   +  ...  +  (&,—  I)  +  (Ô,   +    i)  +  ...  +  (;r-l)}. 

Urn  die  Grössen  3)p*^  zu  bestimmen  lasse  man  in  dem  obigen  p .  tt- 
gliedrigen  Schema  die  mit  &^  bezeichnete  Verticalreihe  aus  und  bilde 
die  Summen  aus  je  ;r  — *  i  Elementen  (dpi),  welche  verschiedenen  Vertikal- 
und  Horizontalreihen  angehören.  Alsdann  ist  diejenige  Summe,  welche 
von  den  übrigen  (für  ein  festes  i)  um  positive  Grössen  übertroffen  wird, 
die  mit  ^^  bezeichnete  Grösse. 
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Unsere  Differentialgleichung  nimmt  jetzt  die  Form  ah: 

{x-$f\{x-$f\..{x-^f'^F,[h-D-{p-^){7:-i){i-i)U 
+  ^(a;).F.[Ä-7)-(p-r)(;r-i)(i-i)-(i-i)]| 

+  [^(^)r.F,[Ä-D-(p-;r)(r-i)(i-i)-2(i-i)]g 
+ • 


+ 


d'-'y\ 
dx"-"] 


+  [î^(x)]'-'.i*U[A  -D-{p-  ;r)(;r-  i){i-  i) - {p-7r){i- 1)] 


+ 
+ 


N®'''"'^       tN^L'""    ^^     fi^®î"~" 


+  (;r~i)|(i-i)]g^  =  o, 
■vvo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

^,(^0-.)  ==  {x-e,){x -$,)...  {X-.  ei) 

h  -  -  p(2J  —  i)(ï  —  0  —  r  TA^i 


(5). 


(l)  (W 


o> 


vi) 
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Die  Grade  der  ganzen  rationalen  Functionen  Fq  y  Fi,  ...,  F^j,;  G^j  G^  ..., 
(7„_i  sind  in  den  beigefügten  Klammern  angegeben.     Die  Grössen 

h  —  D  —  {p  —  7t)n{i  —  i) 

A B^^^  {(jp  7C){7Ü l)   +  P}(i l)  <P-0,1,« »r-D 

dürfen  nicht  negativ  sein,  wodurch  den  Indicesdifferenzen  rfpi  gewisse  Be- 
dingungen auferlegt  werden. 

3.  Die  Formel  (I)  ist  besonders  bemerkenswerth  wenn  ;r=  i  an- 
genommen wird,  da  alsdann  die  Derivirten  von  z  herausfallen.  Es 
werden  ferner  die  Grössen  ^^  zu  Null.  3)i  wird  in  der  Reihe  d^xj 
02\9  -  '  '  j  àpi  enthalten  sein  und  zwar  ist  es  diejenige  Grösse,  welche  von 
den  übrigen  um  positive  Zahlen  übertro£fen  wird.  Man  erhält  also  die 
einfache  Gleichung: 

(II)      o  =  (rr  -  ^fK{x  -  ^,f '  ,..{x-  Ç,f'^F,.y  +  ^.F..|  +  . .  .  ; 

dz       I 

F^  =  Fp[A-D-p(i-i)] 
mit  der  Bedingung: 

A  —  D  —  (p  —  i)(i  —  i)  >  o. 

Setzt  man  endlich  in  der  Gleichung  (I)  den  Index  tt  der  Null  gleich, 
dann  resultirt  die  Differentialgleichung  p^'  Ordnung  für  die  Function  y: 

(A)         o  =  F,[h  +  p{i  -  i)]y  +  ^.F,[h  +  {p-  i)(i  -  i)]|  +  . . . 

denn  es  ist 

3),  =  ®,  r=  . . .  =  3),^,  =  o 
also  auch  7)  =  o. 

Acta  mathematiea.    11.    Imprimé  It  18  Janvier  1888.  14 
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Für  A  =  O  erhalt  man  die  bekannte  FucHs'sche  Form  der  Differenz 
tialgleichung: 

(AO  o  =  FMi-  i)].y  +  <f>.F,[(p^  ,)(»-  0]-^+  ••  • 


dx 


+^'-.^,-,p-.].£^+^.S- 


In  diesem  Falle  ist 

(a)    '.  

Die  Gleichung  (A')  Iftsst  sich   noch  weiter  vereinfachen.     Es  ist  nemlich 

^11  >   ^12  >   •  •  •   >   ^l,i  >   ^,«+1 


^pl  9  ^pl  >   •  •  •  >  ^,i  >  ^;>,*>1 


=  {X-  ^,y'.{x  -  s.Y' . .  .{x  -  Q"  .ij 


'^21   »   ^»22  > 


•    >    ^,f  J    ^2,<f  1 


;i'     y  y     y 


wenn  ^i ,  ej ,  .  . . ,  5<  ganz  beliebige  Grössen  sind  und  zwischen  den  Indices 
Api  und  AJi  die  Relationen  bestehen: 


AJi  —  A^i  —  e» 


z 

(i) 


(i  =  l.î 0 


Man  kann  also  jede  Function  y  auf  eine  andere  zurückführen,  für  welche 
i  Indices  in  i  verschiedenen  Verticalreihen  wUlkürliche  Werthe  erhalten. 
Wir  kennen  daher  insbesondere  setzen: 


(6) 


^l   +    ^i   +    •  •  •    +   ^;>i   =  ^i 


(Ul,2,...,0. 
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WO  die  Grössen  ni,n^y  ...jiti  beliebige  ganze  Zahlen  sein  sollen.     Dann  ist 

Det. «i  =  w^'^w^^ . .  .  wl"^  =  c'-i'^  =  I .  (i-i,2,...,o 

Wegen  der  Gleichung  (a)  ist  aber 

^.1+1  +  ^,,+i'  +  . . .  +  A^,<+i  =  jp{p  —  i)(i  —  i)  —  Jwi 


(i) 


Folglich  ist  auch  Det^^^i  =  i. 

Die  zur  Gleichung   (A')  gehörende  determinirende  Gleichung  heisst 
für  den  Verzweigungspunkt  f ^  (1=1,2,...,»): 

+  F^_,,f^-\X{X  -  I) ...  {X-p+2)  +  f  ^^(A  -  I)  ..,{X  —  p  +  I)  =  o 

wo  in  Fo,Fj,...,F^_i,  so  wie  in  ^'  =  j-  das  Argument  r»  =  ^t  zu  setzen  ist. 
-Fp-i  i^t  in  Bezug  auf  fj  vom  Grade  i — i,  wir  können  also  setzen: 

Da  der  Coefficient  von  X^'^  in  der  determinirenden  Gleichung  gleich  — JlX^ 
sein  muss,  so  erhalten  wir  die  folgenden  linearen  Gleichungen  zur  Be- 
stimmung der  Grössen  ^0  ?  ^1  >  •  •  •  ?  ^i-i- 

ffo  +  ^i.^i  +  ^i'ffi  +  . . .  +  ft"*'.^i-i  =  [jp{p  —  0  —  ^\]f{^')' 

Das  Glied  J'p-ip —  i] — ^  fallt  also  aus  der  Differentialgleichung  (A') 

dx 

aus,  wenn  wir  setzen: 

Wj  =  n,  =  . . .  =  n,  =  ^p{p  —  i). 

Das  System,  für  welches  ZApi  =-p{p —  i)  ist,  wollen  wir  im  Folgenden 

ein  weducirte83>  nennen. 

4.     Die  Existenz  der  Functionen  y,  insofern  sie  der  Gleichung  (A') 
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genügen,    ist   von   Herrn   Fuchs   in   aller   Strenge   nachgewiesen.     Wenn 
wir  also  ein  allgemeineres  System  {z)y  welches  der  Gleichung: 

o  =  G,[k+p{i-  i)]z  +  <p.O,[k  +  {p-  i){i-  !)]£+. . . 


j^-1    •    r       P^  -^a^p 


genügt,  wo 


k  =  —  Z  Z  ^^i , 


(t)  (p) 


durch  ein  Hauptsystem  analytisch  ausdrucken  können,  dann  ist  die  Exi- 
stenz von  z  ebenfalls  ausser  Zweifel.  Der  Zusammenhang  beider  Sy- 
steme ist  aber  gegeben  durch  die  Gleichung: 

^  =  (^  -  ^^f^x  -  e,f  '  ...{X-  lf^\Po.y  +  î^.Pi  .g  +  . . . 

wo  Pp  (p  =  o ,  1 , . . .  ,|)  —  0  eine  ganze  rationale  Function  vom  Grade: 
—  D  —  p(i —  i)  ist  Aus  der  letzteren  Gleichung  erkennt  man  unmit- 
telbar, dass  die  Wurzeln  der  Gleichung  Gj,[k]  =  o  nicht  Unstetigkeits- 
punkte  der  Functionen  a  sein  können.  Da  die  Coefficienten  der  Function 
Gg,[k]  zur  Festlegung  eines  Individuums  dienen  können,  so  wollen  wir 
dieselben  die  ^individuellem»  Parameter  der  Function  z  nennen. 

Bisher  sind  die  Functionen  Po ,  Pj , . . . ,  P^i  in  der  Reductionsformel 
nur  dem  Grade  nach  bekannt.  Die  Coefficienten  in  denselben  bleiben 
also  zu  bestimmen.  Die  natürlichste  Methode  zur  Bestimmung  derselben 
besteht  darin,  die  Thatsache  zur  analytischen  Formulirung  zu  bringen, 
dass  zu  z  dieselben  »erzeugendem»  Substitutionen  gehören  wie  zu  y.  Aliein 
dieser  Weg  hat  betrachtliche  Schwierigkeiten,  da  diese  erzeugenden  Sub- 
stitutionen von  der  Wahl  der  Initialzweige  abhängen,  während  die  3)defi- 
nirendeni»  Elemente  der  mehrfach  linear  verknüpften  Functionen  die  in- 
dependenten  Invarianten  jener  Substitutionen  sind.  Um  diese  Schwierig- 
keiten zu  vermeiden,  machen  wir  die  Annahme,  die  Functionen  z  seien, 
ebenso  wie  die  Functionen  y,  durch  ihre  Differentialgleichung  2>determinirt]». 
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Dass  dies  der  Fall  ist,  lässt  sich  auch  streng  beweisen^  indem  man  den 
FüCHs'schen  Existenzbeweis,  nur  ganz  unbedeutend  modificirt,  auf  die 
Differentialgleichung  der  $  anwendet  Wir  werden  im  Folgenden  vor- 
aussetzen, dies  sei  geschehen. 

Man  kann  stets  annehmen  die  Indices  des  Systems  {z)  seien  so  be- 
schaffen,  dass  ®i  =  ®,  s=  . . .  =  3)^  =  o  sei.  Denn  ist  dies  thatsächlich 
nicht  der  Fall,  dann  können  wir  (nach  N®  3),  ohne  die  Allgemeinheit  zu 
beschränken,  die  Function  $  stets  auf  eine  solche  mit  veränderten  Indices 
zurückführen,  für  welche  diese  Bedingungen  erfüllt  sind.  Alsdann  kann 
man  aber  über  die  Grössen  d^^^^i ,  <y2,<+i  >  •  •  •  >  ^p,<+i  ï^îcht  mehr  verfügen. 
Jedenfalls  muss  D  =  ®,^i  negativ  sein.  Wir  setzen  daher  2)  =  — m. 
Die  Reductionsgleichung  nimmt  dann  die  folgende  Form  an 


(7) 


z  =  P,{m\.y  +  <p.P^\m-{i-  i)].|  + 


+  i&'-.P,_,[m-(p-i)(»-i)] 


Aus  dieser  Gleichung  entwickele  man  die  Grossen: 


und  eliminire  mit  Hülfe  der  Differentialgleichung,  alle  Derivirten  von  y , 
welche  die  {p —  i)**  übersteigen.  Auf  diese  Weise  erh&lt  man  Ausdrücke 
von  der  Form: 


(8) 


-  da    .  ,  I    du    , 


dx 


'  dx* 


'  dx 


dy 


-1  d'-'y 


««.y  +  «M.i&.5^  + . . .  +  ««^-i^"-'.^ . 


i^'^:  =  «,..y  +  a...i&.g  +  ...  +  a.,.î^->.^ 


dz" 


dz" 


Bezeichnet    man    den    Grad    einer    ganzen    Function   Fx  mit  FFx,  dann 
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laäBCD  sich,  die  Grade  der  ganzen  Functionen  a„,  a„, ...,  a,,  in  folgender 
Weise  darstellen: 

Taj, ==»»  +  » — I,     rai,  =  tn,  ...,  7«,^  =  »» — {p-^2){i—i) 
/o,,  =  m  +  2  {i—  i),     ra„  =  w  +  i—  I ,  .  .  . ,  /a,^  =  tn~{p—i){i—  i), 
(8')       /«3i  =  »M+3(»— 0>     /«„  =  w+2(t^i),  ...,  /a,^==,»_(|,_4)(«u^i) 


r«,i  =  m  +>(»—  i),     /o^„  =  m  +  (i)—  i)(t—  i),  .  . . ,  I\p  =  in  +  i—î.    ■ 

Man  führe  nun  die  Grössen  ^  —  ,^*-t4,:->^—^  und  e  in  die  DiflFe- 
rentialgleichung  von  z  ein,  dann  erhält  man: 

o  =  {P,Go  +  a,,G,  + ...+  a,,G,)ij  +  {P,Go  +  a,,a,  +  ...  +  a^G,)^^^i- ... 

+  {Pp-^G,  +  a,,G,  +  . . .  +  a^^ö,)^"-'^. 

Dieser  Ausdruck  ist  aber  eine  homogene  lineare  Differentialgleichung 
{P —  0*"  Ordnung  für  die  Function  y.  Würde  die  Function  y  dieser 
Gleichung  genügen,  so  müsste  zwischen  je  p  Zweigen  so  wohl  als  zwischen 
je  |)  +  Ï  Zweigen  derselben  eine  lineare  hwnogene  Relation  niit'con- 
stanten  Coefficienten  bestehen,  was  offenbar  unmöglich  ist  Desshalb 
muss  diese  Gleichung  identisch  Null  sein  d.  h.  es  müssen  für  jeden 
Werth  von  x  die  Gleichungen  bestehen 

PoGo  +  anG,  +  .  . .  +  a^,G,  =  o, 
P1G0  + a,^G,  +  ...  + aj,,G^^o, 


Pp^iGo  +  a,,G,  +  . . .  +  a^,G,  =  o.  [ 

Diese  Gleichungen  sind  in  Bezug  auf  a?,  der  Reihe  nach,  von  dem  Grade: 
'  m  +  k  +  p{i—  i),m  +  k  +  {p^  i){i  —  i) ,  .  . . ,  m  +  ä  +  (i —  i)-    ; 
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Sie  liefern  also  im  Ganzen  p{m  +  Ä  +  i)  +  -p{p  +  i)(ê —  i)  Bedingungs- 
gleichungen für  die  Coefficienten  in  den  ganzen  rationalen  Functionen 

•So  >  -^1  >  •  •  •  >  ^p—\9  ^«  y  ^1  >  •  •  •  >  ^jiî  ^n  >  ^12  >  •  •  •  >  ^pp' 

Von  diesen  Gleichungen  sind  aber  nur  jp(m  +  Ä+^+  0  —  i  von  ein- 
ander   unabhängig,  w&hrend  die  übrigen 

Gleichungen  identisch  erfüllt  sind/ 

Als  unbekannte  Grössen  . haben  wir  anzusehen: 

erstens  p{k  +  i)  +  ^p{p  +  i){i  —  i) 

Coefficienten  in  den  Functionen  öo ,  öi ,  . . . ,  ö^_i , 

zweitens  p{m  +  i)  — ::JP(P  —  0(^  —  0  —  ^ 

Coefficienten  in  den  Functionen  Po,Pi,...,  Pp_i.  Diese  Unbekanntener- 
geben sich  selbstverständlich  nicht  eindeutig  aus  den  als  von  einander  un- 
abhängig bezeichneten  Gleichungen,  da  die  letzteren  in  keinem  Falle  li- 
near sind. 

Die  Grössen  ri,ra,.,.,r4  in  dem  Ausdruck  Gj[k]  =  {x'--T^{X'-T^...{x—Tj)y 
welche  wir  als  Dindividuellei>  Parameter  des  Systems  [z)  bezeichnet  haben, 
sind  bei  dieser  Reduction  als  »Data»  anzusehen  und  sind  der  Natur  der  Auf- 
gabe gemasS;  keiner  Beschränkung  unterworfen. 

Die  Parameter  der  Differentialgleichung  eines  Hauptsystems  zerfallen 
in  zwei  Gruppen:  in  solche,  welche  durch  die  Bedingungen  der  Verzwei- 
gung   bestimmt   sind,   deren    Anzahl   jp(i  +  i)  —  i    ist,  und  die  übrigen. 

Jene  {jp —  i){-i>(i —  i) —  i     Parameter,  welche  auch  nach  Angabe  des 

Indicessy stems  unbestimmt  bleiben,  wollen  wir  die  »characteristischen»  Pa- 
rameter der  Gleichung  nennen.  Das  allgemeine  System  [z)  besitzt  ebenso- 
viele  characteristische  Parameter,  die  wir  aber  nicht  gerade  als  »bestimmte 
Coefficienten»  aufzufassen  brauchen. 


^    In   dem    besonderen   Falle  p  es  2,  i  =>=  2,  sind  alle  auf  die  obige  Art  erhaltenen 
Gleichungen    von    einander   unabhängig.     Denn  es  ist   '-y\p{i —  0  —  (i^  +  ')}+  '  =  O- 
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Wir  können  jetzt  das  Resultat  der  vorstehenden  Untersuchung  in 
dem  folgenden  Satze  aussprechen: 

3)Ein  mehrfach  linear  verknüpftes  Functionensystem  mit  einer 
beliebigen  Anzahl  beliebiger  ^individueller  Parameter»  l&sst  sich  stets 
auf  eine  endliche  Anzahl  von  2>Hauptsystemen]>  derselben  Art  mit  vor- 
gegebenen DcharacteristischenD  Parametern  reduciren.  Die  Dcharacte* 
ristischeuD  Parameter  des  zu  reducirenden  Systems  können  nicht  will- 
kürlich angenommen  werden,  sondern  müssen  einem  gewissen  Sy- 
steme simultaner  nicht  linearer  algebraischer  Gleichungen  genügen.» 

5.  Will  man  nicht  gerade  auf  ein  Hauptsystem  mit  vorgegebenen 
characteristischen  Parametern  reduciren,  dann  kann  man  sich  einer  ein- 
facheren Methode  bedienen,  welche  im  Folgenden  angedeutet  werden  soll. 
Sind  nemlich  yn ,  y^i ,  .  . . ,  Vpx  einerseits  und  z^^  >  ^ai  >  •  •  •  >  ^p\  andererseits 
von  einander  unabhängige  Zweigsysteme  der  Functionen  y  und  z  dann  ist 


dzix 


d^' 


«11 


dzpi  d'  ^pi 

'''  dx'""    dx'-' 


-0,[k 


yu 

dyu 

'   dx  ' 

yti, 

dyn 
dx  ' 

d'^' 


yu 


dx' 


jP— 1 


P-1 


y«i 


'    dx'-' 


Infolge  der  Gleichungen   (8)  der  vorigen  Nummer  erhalt  man  also  die 
einfache  ßedingungsgleichung: 


(9) 


Po       ,P, 

)    • 

>..p,-i 

«11     ,  «1» 

> 

•  •  »  «ip 

a„      ,  a„ 

> 

.  •  j  ^p 

Op-M  ,  Op-i 

>3  y 

•  •  y  «P-i.P 

=  ^,w 
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Diese  Gleichung,  welche  in  Be^ug  auf  x  vom  Grptde  ^  ist,  muss  iden- 
tisch für  alle  x  erfüllt  sein.  Sie  liefert  also  pm  +  i  simultane  Glei- 
chungen.    Aus  diesen  bestimmen  sich: 

Coefficienten  in  den  Functionen  Po ,  Pi  ^  •  • . ,  Pp^^^  und 

{p—  OJ^p(^—  0—  i] 

characteristische  Parameter  des  Systems  (y),  da  dieselben  von  einander 
unabhängig  sind. 

In  dem  Falle  der  hypergeometrischen  Functionen  (^;J)  wird  die  Zahl 

(jP —  Or'JP(^ —  0 —  '  2^  Null.  Die  Differentialgleichung  des  Haupt- 
systems ist  dann: 

(x'— x)g +  [(<«  + /9.+ 0^- r]|+ «.yî-y  -  o,  ..  . 

Die  Indices  sind  also  so  gewählt,  dass  y  ==  P(a  ,  ß  ,  r  j  x)  der  Differen- 
tialgleichung genügt.     Nach  der  üblichen  Bezeichnung  ist 


2/ =  3/ 


o 
o, 


I 
o, 


a 


I  —Y^y  —  a-^ß,ß 
Das  zu  reducirende  System  if  sei  gegeben  durch  die  Characteristik  : 


z  ^  z 


o 
o, 


I 
o, 


a  —  n 


I  —rfT—oi  —  ßfß  —  ^ 
80  dass  also  k  =  2n.     Die  Gleichung  (9)  heisst  jetzt: 


Aeta  mathematica.    11.    Imprimé  le  10  Janyier  1888. 


-=G[2n]. 


15 
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Wir  wollen  nur  den  speciellen  Fall  k=  2  weiter  verfolgen.    Alsdann  sei: 

PJiJ  =  a  +  bx)         Pjo]  =  c;  G\2]  =  p  +  qx  +  x\ 

Die  Coefficienten  a,6,c  bestimmen  sich  also  aus  den  Gleichungen: 

aa  +  {y —  i)ac  =  jd, 
(10)  2ab  —  {oL  +  ß  —  ^)oc  +  j-bc  —  aßcc  =  ?, 

bb  —  {a  +  ß)bc  +  aßcc  =  i. 
Setzt  man 

_(a  +  b)—\{r  —  a  —  ß)c  =  x,, 
dann  nehmen  die  Gleichungen  (10)  die  folgende  symmetrische  Form  an: 

x\  —  {j  —  i)\x^  +  (c^  +  x^y  =  p, 

x\  —  (a  —  ß)\x,  +x^+  x,y  =  I, 
x\-{oL+  ß  —  ry{x,  +x,  '{■x,y^p  +  q+  I. 

Die  Quadrate  der  n^uen  Unbekannten  x:^yX^,  x^  bestimmen  sich  aus 
Gleichungen  viert&n  Grades.  (Man  vergl.  Riemann,  Werke,  pag.  306.) 
Der  Fall  A  =  i   lasst  sich  in  ganz  ahnlicher  Weise  behandeln. 

6.'    Wir    sind    jetzt    im    Stande    die    Coefficienten    dgr    Functionen 
Hf^x  ,  HiX  ,  . . . ,  HpX  in  der  RiEMANN'schen  Fundamentalrelation: 


(II) 


Hox.ir  +  H.x.y^'^  +  ...  +  H,x.i^^>  =  o 


zu  bestimmen.  Wir  denken  uns  zunächst  die  Indices  in  den  einzelnen 
Functionen  y^^^  >  y^\  •  •  •  >  y^^^  derartig  transformirt,  dass  bei  der  nach- 
folgenden Reduction  auf  ein  Hauptsystem  (y)  die  Grössen  ®i ,  3)^ ,  .  • . ,  3)« 
gleich  Null  gesetzt  werden  können,  wie  wir  oben  angenommen  haben. 
Dadurch  treten  an  die  Stelle  von  y^*\  y^^^ ,  . . .  ,  y^**^  andere  ebenfalls 
zur  selben  Art  gehörige  Functionen  yf^^ ,  yf^^ ,  .  . . ,  rf^^^  welche  sich  von 
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den  ursprünglichen   nur   um  rationale   Factoren  unterscheiden.     Die  Re- 
ductionsgleichungen  haben  also  die  Form: 


(12) 


dr 


dT'^. 


r  =  iîi"'^.y  +  s^r^'T.  +  •  •  •  +  ^A^-TT^ 


dy 


dx" 


y<'>  =  R^^x.j  +  i?."a;.^  +  .  •  .  +  B<;i,x 


d'-'y 


dx 


dx 


r-i 


rfy 


7P-1. 


r'  =  Ro^'x.j  +  2?A .  ^  +  .  .  .  +  R^i^ 


dz 


dx 


,p-i 


In  diesen  Gleichungen  sind  die  Functionen  Bx  in  mehrdeutiger  Weise 
vollständig  bestimmt.  Sie  enthalten  in  ihren  Coefficienten  implicite  die 
willkürlich  angenommenen  i>characteristischenD  Parameter  Äj ,  A, ,  . . . ,  *^ 
der  Function  (y),  wo  zur  Abkürzung 


P  =  {P—  ^)\lp{i—  ^)—  ^] 


gesetzt  ist. 

Eliminirt  man  nun  aus  den  p  +  i   Gleichungen  (12)  die  Grössen 

dy  d^~V 

dann  erhält  man  eine  Relation  von  der  Form  der  Gleichung  (11). 

Die  j)characteristischen3)  Parameter  der  Functionen  y^®^ ,  y^^^ , .  . . ,  y^'*^ 
sind  hierbei  natürlich  nicht  willkürlich,  sondern  vielmehr  Functionen  der 
Parameter  Aj ,  A, , . . . ,  Ä^.  Die  Mannigfaltigkeit  der  Relationen  (11),  welche 
zu  denselben  erzeugenden  Substitutionen  gehören,  ist  daher  von  der  Di- 
mension q.py  wenn  p  die  obige  Bedeutung  hat  und  q  eine  bestimmte 
endliche  Zahl  bezeichnet. 

Die  explicite  Darstellung  der  Coefficienten  in  den  Functionen  SJ^a;, 
HiX  j  , . .  y  HpX  ist  nur  in  den  einfachsten  Fällen  möglich.  Dieser  Um- 
stand  beeinträchtigt  jedoch  unsere  Theorie  keineswegs,  da  die  Schwierig- 
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koiten  ;im  Gebiete  der  Algebra  liegen.  Wir  können  also  die  Aufgabe, 
welche  wir  uns  gestellt  haben  als  3)im  Allgemeinenï)  erledigt  betrachten. 
Dass  eine  eingehende  Untersuchung  der  bei  unserem  Verfahren  auftre- 
tenden Systeme  algebraischer  Gleichungen  für  die  Theorie  der  Functionen- 
systeme  derselben  Art  von  grosser  Wichtigkeit  sein  würde,  ist  selbstver- 
ständlich. 

7.  Zum  Schluss  will  ich  noch  den  Zusammenhang  darlegen,  welcher 
zwischen  den  independenten  Invarianten  der  erzeugenden  Substitutionen 
einer  mehrfach  linear  verknüpften  Function  und  ihren  Dindividuellen]^ 
Parametern  besteht.  Für  ein  Dreducirtesj)  System  ^  nimmt  Herr  Poincabb 
(Acta  Mathematica,  Bd.  4,  p.  205)  {p^ — i)(i — i)  independente  In- 
varianten an,  d.  h.  ebensoviele  als  die  erzeugenden  Substitutionen  inde- 
pendente Coefficienten  enthalten.  Die  Periodicität  der  p-fach  linear  ver- 
knüpften Functionen  wird  nemlich  bestimmt: 

erstens  durch  pH  Coefficienten  in  den  Substitutionen 

CO  Cö  tD  CD  ■  <» 

zweitens  durch  p  Coefficienten  in  der  Substitution  S,. 

Von  den  ersten  pH  Coefficienten  können  jedoch  p  beliebige  gleich  Eins 
gesetzt  werden,  da  irgend  welche  p  Initialzweige  willkürliche  Factoren 
erhalten  können.  Ferner  sind  die  pH  insoweit  unbestimmten  Coeffici- 
enten infolge  der  Gleichung  (i)  [N°  1]  noch  p^ —  i  von  einander  unab- 
hängigen Bedingungen  unterworfen.  Beachtet  man  endlich  noch  die  Glei- 
chungen: 

Det.éBi  =  Det.^.,  =  . .  .  =  DetâB,  .=  i 

dann  bleiben  (p' —  i)(i —  i)  Coefficienten  unbestimmt. 

Denken  wir  uns  nun  eine  allgemeine  p-fach  linear  verknüpfte  Func- 
tion  0  durch   ein  Hauptsystem  mit  vorgegebenen  Dcharacteristischen»  Pa- 


*   Man   beachte,   dass  den   BedingUDgeti   Det,  cB^  =  Det.  ^^  =  .  . .  =  Det*  ^i  ûocb 

keineswegs  eine  Differentialgleichung  entsprechen  muss,  in  welcher  das  Glied  Fp^i. ^ 

ausfüllt,  obwohl  diese  den  Substitutionen  auferlegte  Bedingungen  die  Zahl  der  independent' 
ten  Invarianten  wesentlich  beeinflussen.    (Man  vergl.  Acta  Mathematica,  Bd.  4,  p.  202.) 
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rametern    ausgedrückt   und  darauf  jenes  Hauptsystem  in  ein  ^IreducirtesD 
übergeführt,  dann  ist  die  Function  z  wesentlich  determinirt      -  •     • 

erstens  durch  {p  —  Oj  "  iP(^  —  0  —  ^     »characteristische»  Paramétrer, 

zweitens  durch  p{i  +  i)  —  (i  +  i)  Parameter,  welche  durch  die  Be- 
dingungen der  Verzweigung  bestimmt  sind,  '  • 

drittens  durch  i  endliche  Verzweigungspunkte,  > 

viertens  durch  k  3>individuelle3)  Parameter.  '        ''\        ■  '• 

Von   den   i  endlichen   Verzweigungspunkten   kann   man   zweien   die  will- 
kürlichen   Zahlwerthe    o    und    i    beilegen,  so  dass  nur  i  —  2  allgemein 
bleiben. 
/  Damit  jene 

Ip{p+  0(^—  i)  +  P  +  k—2 

allgemeinen    Bestimmungsstticke   den    {p^ —  i)(f — i)    independenten    In- 
varianten entsprechen,  muss 

*  =  [^p(i>—  0—  i]i  — [^/>(;>+  0  —  3] 

sein.     Es  ist  also 

für  p  —  2  die  Zahl  k  =  o  für  jeden  Werth  von  i; 
für  i?  =  3  die  Zahl  k  =  2%  —  3  ; 
far  ;)  =  4  die  Zahl  k  =  si —  7;  etc. 
Allgemein  gilt  der  Satz: 

»Sollen  die  Definitionen  der  mehrfach  linear  verknüpften  Func- 
tionen durch  die  independenten  Invarianten  der  erzeugenden  Sub- 
stitutionen einerseits  und  ihre  Differentialgleichung  andererseits 
äquivalent  sein  (d.  h.  gleichviele  von  einander  unabhängige  Bestim- 
mungsstücke enthalten),  dann  muss  man  den  betreffenden  Functionen 
im    Allgemeinen    eine    gewisse  Anzahl  j)individueller5)  Parameter  zu- 


Digitized  by  VriOOQiC 


118  Karl  HeuD. 

ertheilen,  es  sei  denn  dass  die  Differentialgleichung  von  der  zweiten 
Ordnung  ware.T) 

Einen  ganz  analogen  Satz  hat  Herr  Poincarb  (Acta  Mathematical 
Bd.  4,  p.  219)  aufgestellt.  Nur  treten  dort  an  Stelle  der  Dindividuellen» 
Parameter  ^ausserwesentlich  singulare  Punkte»  (points  à  apparence  sin- 
gulière). Dieser  Unterschied  könnte,  in  gewissem  Sinne,  irrelevant  er- 
scheinen, da  die  individuellen  Parameter  stets  als  ausserwesentlich  singu- 
lare Stellen  aufzufassen  sind.  Man  beachte  jedoch,  dass  das  Umgekehrte, 
im  Allgemeinen,  keineswegs  statthaft  ist 

Einbeck  21.  Aug.   1887. 
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EINE  EIGENSCHAFT  DER  PRIMZAHL  107 

VON 

K.  SCHWERING 

In  COESFELD. 

In  meinem  Aufsätze  Über  gewisse  trinomische  komplexe  Zahlen  ^  habe 
ich  auf  die  Primzahl  107  als  för  eine  Frage  der  Zahlentheorie  i>zur  Un- 
tersuchung einladend])  hingewiesen.  Ich  bin  nunmehr  in  der  Lage,  die 
dort  (Seite  84,  Fussnote)  gemachten  Mitteilungen  zu  vervollständigen  und 
mit  Hülfe  des  ganzen  Ergebnisses  die  Frage: 

i>Ist  es  immer  möglich^  die  von  Jacobi  mit  (a ,  xY  bezeichneten  Kreis- 
teilungsausdrOcke    als   Produkte   konjugirter  ^-Funktionen  darzustellen?:» 

durch  ein  zweites  Beispiel  in  verneinendem  Sinne  zu  beantworten. 

Nimmt  man  als  primitive  Wurzel  2,  so  erhalten  wir  die  folgenden  18 
Zahlen: 

I  +  a  +  a"     für     r  =  4,  31,  47,  50; 
ferner: 

1  +a  — a**     für     r  =  43,  50,  35,  30,  32,  17,   17,  38, 

41,  7>  5h  47.  22; 
endlich: 

2  +  a, 

deren  Normen  unter  der  Voraussetzung  a*'  =  i  zu  bilden  sind.  Zu- 
nächst tritt  r=  17  zweimal  auf;  dann  ist  nach  Formel  25  obiger  Ab- 
handlung: 

N{i  +a  +  a'')  =  N{i  +  ex  +  a*),         iV^(i  +  a  —  a'')  =  N{i  +  a  —  a'), 

N{i  +a  —  fx'')  =  N{i  +a  — a"). 


^  Diese  Zeitschrift,  Bd.   IG,  S.  57  ff. 

Acta  matkem^tiea.  11.    Imprimé  U  19  JanrUr  1888. 
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Fur  die  übrigen  erhält  man: 

N{i+a  +  a^)   =107.181579  ,  iSr(i  +a  +  a'^)=  107.76003 

Ä^(i  +  a +  «*')  =  107. 1 18297  y  N{î+a  —  a*^)  =  107.151051     , 

N{i  +a  — a*^)=  107.243589  ,  N{i  +a  — a")=  107.246769     , 

iSr(i  +a  —  a'^)=  107.73459  ,  iSr(i  +a  —  a'^)=  107.107.7103, 

N{i  +  a  —  a^^)  =  107.107.1061,  N{i  +  a  —  a'^)  =107.191119     , 

JV^(i+a  —  a*^)  =  107-27773  ,  iV(i+a  — a^)   =107.107.3181, 
iSr(i  +  oc  —  a*^)  =  107.27773 

Endlich 

N{2  +  a)  =  3. 107.28059810762433.  — 

Die   Gleichheit   der   Normen   iV(i  +  a  —  a'')  ='N{i.  +  a  —  a*')   ist  be- 
merkenswert,   da  die   Zahlen    41    und    51    verschiedenen  Grxxp-pen  (obige 
Abhandl.  S.  69)  nämlich  fi  ~  4-  und  fi'=  z  angehören, 
..:.  /In   der  oben  erwähnten  Fussnote  heisst  es  durch  einen  Druckfehler 
i  7f-  öt— a*  statt  I  -j-  qt  +  a*,  wie  oben  angegeben. 

Ich  benutze  die  Gelegenheit  zu  der  ferneren  Mitteilung,  Ober  die 
Ijformen  -N^(£f -^  a -^  a^"^*),  wo  «^  =  1,  à  reelle  Primzahl  und  fi  eine  be- 
liebige ganze  Zahl  ist.  In  den  zahlreichen  von  mir  berechneten  Bei- 
spielen war  der  Koefficient -jeder  geraden  Potenz  von  Zj  alsa  der  Koeffi- 
cient von  z^y  z*,  z^y  u.  s.  w.  stets  entweder  Null  oder  eine  positive:  Zahl. 

Im  September   1887. 
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ON  THE  DIVISION  OF  SPACE  WITH  MINIMUM  PARTITIONAL  AREA 

BY 

Sir  WILLIAM  THOMSON 

in  GLASGOW. 

1.  This  problem  is  solved  in  foam,  and  the  solution  is  interestingly 
seen  in  the  multitude  of  film-enclosed*  cells  obtained  by  blowing  air 
through  a  tube  into  the  middle  of  a  soap-solution  in  a  larjge  open  vessel. 
I  have  been  led  to  it  by  endeavours  to  understand,  and  to  illustrate, 
Green's  theory  of  }>extraneous  pressure!)  which  gives,  for  light  traversing 
a  crystal,  Frbsnel's  wave-surface,  with  Fresnel's  supposition  (strongly 
supported  as  it  is  by  Stokes  and  Rayleigh)  of  velocity  of  propagation 
dependent,  not  on  the  distortion-normal,  but  on  the  line  of  vibration. 
It  has  been  admirably  illustrated,  and  some  elements  towards  its  solu- 
tion beautifully  realized  in  a  manner  convenient  for  study  and  instruction, 
by  Plateau,  in  the  first  volume  of  his  Statique  des  Liquides  soumis  aux 
seules  Forces  Moléculaires. 

2.  The  general  mathematical  solution,  as  is  well  known,  is  that 
every  interface  between  cells  must  have  constant  curvature  ^  throughout, 
and  that  where  three  or  more  interfaces  meet  in  a  curve  or  straight  line 
their  tangent-planés  through  any  point  of  the  line  of  meeting  intersect 
at  angles  such  that  equal  forces  in  these  planes,  perpendicular  to  their 
line    of  intersection,   balance.     The   minimax    problem  would  allow  any 

*  By  »ourvature»  of  a  surfaoe  I  mean  aum  of  ourratures  in  mutaally  perpendicular 
normal  sectiona  at  any  point;  not  Gauss's  »curvatura  intégra»,  which  is  the  product  of 
the  curyature  in  the  two  »principal  normal  sections»,  or  sections  of  greatest  and  least 
ouryature.     (See* Thomson  and  Tatt's  Natural  Philosophy,  part  i.  2§   130,   136.) 

Acta  mmth^matiea.    U.    Imprimé  U  16  Férrler  1888.  16 
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number  of  interfaces  to  meet  in  a  line;  but  for  a  pure  minimum  it  is 
obvious  that  not  more  than  three  can  meet  in  a  line,  and  that  therefore, 
in  the  realization  by  the  soap-film,  the  equilibrium  is  necessarily  unstable 
if  four  or  more  surfaces  meet  in  a  line.  This  theoretical  conclusion  is 
amply  confirmed  by  observation,  as  we  see  at  every  intersection  of  films, 
whether  interfacial  in  the  interior  of  groups  of  soap-bubbles,  large  or 
small,  or  at  the  outer  bounding-surface  of  a  group,  never  more  than 
three  films,  but,  wherever  there  is  intersection,  always  just  three  ßms, 
meeting  in  a  line.  The  theoretical  conclusion  as  to  the  angles  for  stable 
equilibrium  (or  pure  minimum  solution  of  the  mathematical  problem) 
therefore  becomes,  simply,  that  every  angle  of  meeting  of  film-surfaces 
is  exactly   i20^ 

3.  The  rhombic  dodecahedron  is  a  polyhedron  of  plane  sides  between 
which  every  angle  of  meeting  is  120®;  and  space  can  be  filled  with  (or 
divided  into)  equal  and  similar  rhombic  dodecahedrons.  Hence  it  might 
seem  that  the  rhombic  dodecahedron  is  the  solution  of  our  problem  for 
the  case  of  all  the  cells  equal  in  volume,  and  every  part  of  the  boundary 
of  the  group  either  infinitely  distant  from  the  place  considered,  or  so 
adjusted  as  not  to  interfere  with  the  homogeneousness  of  the  interior 
distribution  of  cells.  Certainly  the  rhombic  dodecahedron  is  a  solution 
of  the  minimax,  or  equuibriumrproblem;  and  certain  it  is  that  no  other 
plane-sided  polyhedron  can  be  a  solution. 

4.  But  it  has  seemed  to  me,  on  purely  theoretical  consideration, 
that  the   tetrahedral  angles  of  the  rhombic  dodecahedron,^  giving,  when 


^  The  rhombic  dodecahedron  has  six  tetrahedral  angles  and  eight  trihedral  angles. 
At  each  tetrahedral  angle  the  plane  faces  cut  one  another  successively  at  I20^,  while 
each  is  perpendicular   to  the  one  remote  from  it;  and  the  angle  between  successive  edges 

is  cos"^^,  or  70^32',     The  obtuse  angles  (  1 09*^28')  of  the  rhombs  meet  in  the  trihedral 

angles  of  the  solid  figure.  The  whole  figure  may  be  regarded  as  composed  of  six  square 
pyramids,  each  with  its  alternate  slant  faces  perpendicular  to  one  another,  placed  on  six 
squares  forming  the  sides  of  a  cube.  The  long  diagonal  of  each  rhombic  face  thus  made 
up  of  two  sides  of  pyramids  conterminous  in  the  short  diagonal,  is  v^  times  the  short 
diagonal. 
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space  is  divided  into  such  figures,  twelve  plane  films  meeting  in  a  point 
(as  twelve  planes  from  the  twelve  edges  of  a  cube  meeting  in  the  centre 
of  the  cube)  are  essentially  unstable.  That  it  is  so  is  proved  experi- 
mentally by  Plateau  (vol.  i.  §  182,  fig.  71)  in  his  well-known  beautiful 
experiment  with  his  cubic  skeleton  frame  dipped  in  soap-solution  and 
taken  out.  His  fig.  71  is  reproduced  here  in  fig,  i.  Instead  of  twelve 
plane  films  stretched  inwards  from  the  twelve  edges  and  meeting  in  the 
centre  of  the  cube,  it  shows  twelve  films,  of  which  eight  are  slightly 
curved  and  four  are  plane,  ^  stretched  from  the  twelwe  edges  to  a  small 
central  plane  quadrilateral  film  with  equal  curved  edges  and  four  angles 
each  of  109^  28'.  Each  of  the  plane  films  is  an  isosceles  triangle  with 
two  equal  curved  sides  meeting  at  a  comer  of  the  central  curvilinear 
square  in  a  plane  perpendicular  to  its  «plane.  It  is  in  the  plane  through 
an  edge  and  the  centre  of  the  cube.  The  angles  of  this  plane  curvi- 
linear triangle  are  respectively  109**  28',  at  the  point  of  meeting  of  the 
two  curvilinear  sides:  and  each  of  the  two  others  half  of  this,  or  54'' 44'. 

5.  I  find  that  by  blowing  gently  upon  the  Plateau  cube  into  any 
one  of  the  square  apertures  through  which  the  little  central  quadrilateral 
film  is  seen  as  a  line,  this  film  is  caused  to  contract  If  I  stop  blowing 
before  this  line  contracts  to  a  point,  the  film  springs  back  to  its  primi- 
tive size  and  shape.  If  I  blow  still  very  gently  but  for  a  little  more 
time,  the  quadrilateral  contracts  to  a  line,  and  the  twelve  films  meeting 
in  it  immediately  draw  out  a  fresh  little  quadrilateral  film  similar  to  tlie 
former,  but  in  a  plane  perpendicular  to  its  plane  and  to  the  direction  of 
the  blast.  Thus,  again  and  again,  may  the  films  be  transformed  so  as 
to  render  the  little  central  curvilinear  square  parallel  to  one  or  other  of 
the  three  pairs  of  square  apertures  of  the  cubic  frame.  Thus  we  sec 
that  the  twelve  plane  films  meeting  in  the  centre  of  the  cube  is  a  con- 
figuration of  unstable  equilibrium  which  may  be  fallen  from  in  three 
different  ways. 

6.  Suppose  now   space  to   be  filled  with   equal  and  similar  ideal 

'   I  see  it  inadyerteDtly  stated   by   Plateau   that  all  the  twelve  films  are  Dldgèro 
ment  courbées». 
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Fig.   I. 


rhombic  dodedahedronB.  Draw  the  short  diagonal  of  eveiy  rhombic  feu», 
and  fix  a  real  wire  (infinitely  thin  and  perfectly  stifi)  along  each.  This 
fills  space  with  Plateau  cubic  frames.  Fix  now,  ideally,  a  very  small 
rigid  globe  at  each  of  the  points  of  space  occupied  by  tetrahedral  angles 
of  the  dodecfi^hedrons,  and  let  the  faces  of  the  dodecahedrons  be  realized 
by  soap-films.     They  will  be  in  stable  equilibrium,  because  of  the  little 

fixed  globes;  and  the  equilibrium  would  be  stable 
without  the  rigid  diagonals  which  we  require  only 
to  help  the  imagination  in  what  follows.  LiCt  an 
exceedingly  small  force,  like  gravity,^  act  on  all 
the  films  everywhere  perpendicularly  to  one  set  of 
parallel  faces  of  the  cubes.  If  this  force  is  small 
enough  it  will  not  tear  away  the  films  from  the 
globes;  it  will  only  produce  a  very  slight  bending 
from  thé  plane  rhombic  shape  of  each  film.  Now 
annul  the  little  globes.  The  films  will  instantly 
jump  (each  set  of  twelve  which  meet  in  a  point) 
into  the  Plateau  configuration  (fig.  i),  with  the 
little  curve-edged  square  in  the  plane  perpendicular 
to  the  determining  force,  which  may  now  be  an- 
nulled, as  we  no  longer  require  it.  The  rigid  edges 
of  the  cubes  may  also  be  now  annulled,  as  we 
have  done  with  them  also;  because  each  is  (as  we 
see  by  symmetry)  pulled  with  equal  forces  in  opposite  directions,  and 
therefore  is  not  required  for  the  equilibrium,  and  it  is  clear  that  the 
equilibrium  is  stable  without  them.' 


^  To  do  for  every  point  of  meeting  of  twelve  films  wbat  is  done  by  blowing  in  the 
experiment  of  §  5« 

'  The  corresponding  two-dimensional  problem  is  much  more  easily  imagined;  and 
may  probably  be  realized  by  aid  of  moderately  simple  appliances. 

Between  a  level  surface  of  soap-solution  and  a  horizontal  plate  of  glass  fixed  at  a 
centimetre  or  two  above  it,  imagine  vertical  film-partitions  to  be  placed  along  the  sides  of 
the  squares  indicated  in  the  drawing  (fig.  2)  :  these  will  rest  in  stable  equilibrium  if  thick 
enough  wires  are  fixed  vertically  through  the  corners  of  the  squares.  Now  draw  away 
these  wires  downwards  into  the  liquid:  the  equilibrium  in  the  square  formation  becomes 
unstable,   and  the  films  instantly  run  into  the  hexagonal  formation  shown  in  the  diagram; 
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7.     We  have  now  space  divided  into  equal  and  similar  tetrakaide- 
cahedral  cells  by  the  soap-film;  each  bounded  by 

i)  Two  small  plane  quadrilaterals  parallel  to  one  another; 

2)  Four   large  plane  quadrilaterals  in   planes  perpendicular  to  the 
diagonals  of  the  small  ones; 

3)  Eight  non-plane  hexagons,  each  with  two .  edges  common  with  the 
small  quadrilaterals,  and  four  edges  common  with  the  large  quadrilaterals. 


provided  the  square  of  glass  is  furnished  with  vertioal  walls  (for  which  slips  of  wood  are 
conveoieot),  as  shown  in  plan  by  the  black  border  of  the  diagram.  These  walls  are  ne- 
cessary to  maintain  the  inequality  of  pull  in  different  directions  which  the  inequality^  of 
the  sides  of  the  hexagons  implies.     By  inspection  of  the  diagram  we  see  that  the  pull  is 


T/a  per  unit  area  on  either  of  the  pair  of  vertical  walls  which  are  perpendicular  to  the 
short  sides  of  the  hexagons;  and  on  either  of  the  other  pair  of  walls  200830^  X  Tla\ 
where  T  denotes  the  pull  of  the  film  per  unit  breadth,  and  a  the  side  of  a  square  in  the 
original  formation.  Hence  the  ratio  of  the  pi)lls  per  unit  of  area  in  the  two  principal 
directions  is  as  I   to  1732. 
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The  films  seen  in  the  Plateau  cube  show  one  complete  small  qua- 
drilateraly  four  halves  of  four  of  the  large  quadrilaterals,  and  eight 
halves  of  eight  of  the  hexagons,  belonging  to  six  contiguous  cells;  all 
mathematically  correct  in  every  pqrt  (supposing  the  film,  and  the  cube- 
frame  to  be  infinitely  thin).  Thus  we  see  all  the  elements  required  for 
an  exact  construction  of  the  complete  tetrakaidecahedron.  By  making 
a  clay  model  of  what  we  actually  see,  we  have  only  to  complete  a 
symmetrical  figure  by  symmetrically  completing  each  half-quadrilateral 
and  each  half-hexagon,  and  putting  the  twelve  properly  together,  with 
the  ,  complete  small  quadrilateral,  and  another  like  it  as  the  far  side  of 
the   14-faced  figure.     We  thus  have  a  correct  solid  model. 

8.  Consider  now  a  cubic  portion  of  space  containing  a  large  number 
of  such  cells,  and  of  course  a  large,  but  a  comparatively  small,  number 
of  partial  cells  next  the  boundary.  Wherever  the  boundary  is  cut  by 
film,  fix  stiff  wire;  and  remove  all  the  film  from  outside,  leaving  the 
cubic  space  divided  stably  into  cells  by  films  held  out  against  their 
tension  by  the  wire  network  thus  fixed  in  the  faces  of  the  cube.  If 
the  cube  is  chosen  with  its  six  faces  parallel  to  the  three  pairs  of  qua- 
drilateral films,  it  is  clear  that  the  resultant  of  the  whole  pull  of  film 
on  each  face  will  be  perpendicular  to  the  face,  and  that  the  resultant 
pulls  on  the  two  pairs  of  faces  parallel  to  pairs  of  the  greater  quadri- 
laterals are  equal  to  one  another  and  less  than  the  resultant  pull  op  the 
pair  of  faces  parallel  to  the  smaller  quadrilaterals.  Let  now  the  last- 
mentioned  pair  of  faces  of  the  cube  be  allowed  to  yield  to  the  pull 
inwards,  while  the  other  two  pairs  are  dragged  outwards  against  the 
pulls  on  them,  so  as  to  keep  the  enclosed  volume  unchanged;  and  let 
the  wirework  fixture  on  the  faces  be  properly  altered,  shrunk  on  two 
pairs  of  faces,  and  extended  on  the  other  pair  of  faces,  of  the  cube, 
which  now  becomes  a  square  cage  with  distance  between  floor  and  ceiling 
less  than  the  side  of  the  square.  Let  the  exact  configuration  of  the  wire 
everywhere  be  always  so  adjusted  that  the  cells  throughout  the  interior 
remain,  in  their  altered  configuration,  equal  and  similar  to  one  another. 
We  may  thus  diminish,  and  if  we  please  annul,  the  difference  of  pull 
per  unit  area  on  the  three  pairs  of  sides  of  the  cage.  The  respective 
shrinkage-ratio  and  extension-ratio,  to  exactly  equalize  the  pulls  per  unit 
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area    on    the    three    principal   planes,    (and  therefore  on  all  planes),  are 
2""^ ,  2i ,  2e,  as  is  easily  seen  from  what  follows. 

9.  While  the  equalization  of  pulls  in  the  three  principal  directions 
is  thus  produced,  work  is  done  by  the  film  on  the  moving  wire-work  of 
the  cage,  and  the  total  area  of  film  is  diminished  by  an  amount  equal 
to  TT/T,  if  W  denote  the  whole  work  done,  and  T  the  pull  of  the 
film  per  unit  breadth.  The  change  of  shape  of  the  cage  being  supposed 
to  be  performed  infinitely  slowly,  so  that  the  film  is  always  in  equi- 
librium throughout,  the  total  area  is  at  each  instant  a  minimum,  subject 
to  the  conditions 

i)  That  the  volume  of  each  cell  is  the  given  amount; 

2)  That  every  part  of  the  wire  has  area  edged  by  it;  and 

3)  That  no  portion  of  area  has  any  free  edge. 

10.  Consider  now  the  figure  of  the  cell  (still  of  course  a  tetra- 
kaidecahedron)  when  the  pulls  in  the  three  principal  directions  are  equa- 
lized, as  describçd  in  §  8.  It  must  be. perfectly  isotropic  in  respect  to 
these  three  directions.  Hence  the  pair  of  small  quadrilaterals  must  have 
become  enlarged  to .  equality  with  the  two  pairs  of  large  ones,  which 
must  have  become  smaller  in  the  deformatiönal  process  described  in  §  8. 
Of  each  hexagon  three  edges  coincide  with  edges  of  quadrilateral  faces 
of  one  cell;  and  each  of  the  three  others  coincides  with  edges  of  three 
of  the  quadrilaterals  of  one  of  the  contiguous  cells.  Hence  the  36  edges 
of  the  isotropic  tetrakaidecahedron  are  equal  and  similar  plane  arcs; 
each  of  course  symmetrical  about  its  middle  point.  Every  angle  of 
meeting  of  edges  is  essentially  109°  28'  (to  make  trihedral  angles  between 
tangent  planes  of  the  films  meeting  at  1 20^).  Symmetry  shows  that  the 
quadrilaterals  are  still  plane  figures;  and  therefore,'  as  each  angle  of  each 
of  them  is  109**  28',  the  change  of  direction  from  end  to  end  of  each 
arc-edge  is  19°  28'.  Hence  each  would  be  simply  a  circular  arc  of  19®  28', 
if  its  curvature  were  equal  throughout;  and  it  seems  from  the  complete 
mathematical  investigation  of  §§  16,  17,  18  below,  that  it  is  nearly  so, 
but  not  exactly  so  even  to  a  first  approximation. 

Of  the  three  films  which  meet  in  each  edge,  in  three  adjacent  cells, 
one  is  quadrilateral  and  two  are  hexagonal. 
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11.  By  symmetry  we  see  that  there  are  three  straight  lines  in 
each  (non-plane)  hexagonal  film,  being  its  three  long  diagonals;  and  that 
these  three  lines,  and  therefore  the  six  angular  points  of  the^  hexagon, 
are  all  in  one  plane.  The  arcs  composing  its  edges  are  not  in  this  plane, 
but  in  planes  making,  as  we  shall  see  (§  12),  angles  of  54'' 44'  with  it. 
For  three  edges  of  each  hexagon,  the  planes  of  the  arcs  bisect  the  angle 
of  109®  28'  between  the  planes  of  the  six  corners  of  contiguous  hexagons; 
and  for  the  other  three  edges  are  inclined  on  the  outside  of  its  plane 
of  corners,  at  angles  equal  to  the  supplements  of  the  angles  of  1 2  5**  1 6' 
between  its  plane  of  corners  and  the  planes  of  contiguous  quadrilaterals. 

12.  The  planes  of  corners  of  the  eight  hexagons  constitute  the 
faces  of  an  octahedron  which  we  see,  by  symmetry,  must  be  a  regular 
octahedron  (eight  equilateral  triangles  in  planes  inclined  109®  28'  at  every 
common  edge).  Hence  these  planes,  and  the  planes  of  the  six  quadri- 
laterals, constitute  a  plane-faced  tetrakaidecahedron  obtained  by  truncating 
the  six  corners  *  of  a  regular  octahedron  each  to  such  a  depth  as  to 
reduce  its  eight  original  (equilateral  triangular)  faces  to  equilateral  equi- 
angular hexagons.  An  orthogonal  projection  of  this  figure  is  shown  in 
fig.  3.  It  is  to  be  remarked  that  space  can  be  filled  with  such  figures. 
For   brevity   we   shall    call  it  a  plane-faced  isotropic  tetrakaidecahedron. 


Fig.  3. 


Fig.  4. 


13.  Given  a  model  of  the  plane-faced  isotropic  tetrakaidecahedron, 
it  is  easy  to  construct  approximately  a  model  of  the  minimal  tetrakaide- 
cahedron, thus:  —  Place  on  each  of  the  six  square  faces  a  thin  plane 
disk  having  the  proper  curved  arcs  of  19^28'  for  its  edges.     Draw  the 

^  This  figure  (but  with  probably  indefinite  extents  of  the  truncation)  is  given  in 
books  on  mineralogy  as  representing  a  natural  crystal  of  red  oxide  of  copper. 
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three  long  diagonals  of  each  hexagonal  face.  Fill  up  by  little  pieces  of 
wood,  properly  cut,  the  three  sectors  of  60°  from  the  centre  to  the 
overhanging  edges  of  the  adjacent  quadrilaterals.  Hollow  out  symmetri- 
cally the  other  three  sectors,  and  the  thing  is  done.  The  result  is  shown 
in  orthogonal  projection,  so  far  as  the  edges  are  concerned,  in  fig.  4; 
and  as  the  orthogonal  projections  are  equal  and  similar  on  three  planes 
at  right  angles  to  one  another,  this  diagram  suffices  to  allow  a  perspec- 
tive drawing  from  any  point  of  view  to  be  made  by  »descriptive  geo- 
metryj). 

1 4.  No  shading  could  show  satisfactorily  the  delicate  curvature  of 
the  hexagonal  faces,  though  it  may  be  fairly  well  seen  on  the  solid 
model  made  as  described  in  §  12.  But  it  is  shown  beautifully,  and  il- 
lustrated in  great  perfection,  by  making  a  skeleton  model  of  36  wire 
arcs  for  the  36  edges  of  the  complete  figure,  and  dipping  it  in  soap  so- 
lution to  fill  the  faces  with  film,  which  is  easily  done  for  all  the  faces 
but  one.  The  curvature  of  the  hexagonal  film  on  the  two  sides  of  the 
plane  of  its  six  long  diagonals  is  beautifully  shown  by  reflected  light. 
I  have  made  these  36  arcs  by  cutting  two  circles,  6  inches  diameter,  of 
stifiF  wire,  each  into  18  parts  of  20°  (near  enough  to  19°  28').  It  is  easy 
to  put  them  together  in  proper  positions  and  solder  the  corners,  by  aid 
of  simple  devices  for  holding  the  ends  of  the  three  arcs  together  in  proper 
positions  during  the  soldering.  The  circular  curvature  of  the  arcs  is  not 
mathematically  correct,  but  the  error  due  to  it  is,  no  doubt,  hardly  per- 
ceptible to  the  eye. 

16.  But  the  true  form  of  the  curved  edges  of  the  quadrilateral 
plane  films,  and  of  the  non-plane  surfaces  of  the  hexagonal  films,  may 
be  shown  with  mathematical  exactness  by  taking,  instead  of  Plateau's 
skeleton  cube,  a  skeleton  square  cage  with  four  parallel  edges  each  4 
centimetres  long:  and  the  other  eight,  constituting  the  edges  of  two  squares, 
each  yj2  times  as  long,  or  5*66  centim.  Dipped  in  soap-solution  and  taken 
out  it  always  unambiguously  gives  the  central  quadrilateral  in  the  plane 
perpendicular  to  the  four  short  edges.  It  shows  with  mathematical  ac- 
curacy (if  we  suppose  the  wire  edges  infinitely  thin)  a  complete  quadri- 
lateral,  four  half-quadrilaterals,   and   four   half-hexagons  of  the  minimal 

Acta  mathtmatica.    11.    Imprimé  le  11  Février  1888.  t7 
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tetrakaidecahedron.     The  two  principal   views  are  represented  in  figs.  5 
and  6. 

Fig.  5.  Fig.  6. 


16.  The  mathematical  problem  of  calculating  the  forms  of  the 
plane  arc-edges,  and  of  the  curved  surface  of  the  hexagonal  faces,  is 
easily  carried  out  to  any  degree  of  approximation  that  may  be  desired; 
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though  it  would  be  very  laborious,  and  not  worth  the  trouble,  to  do 
so  further  than  a  first  approximation,  as  given  in  §  17  below.  But  first 
let  us  state  the  rigorous  mathematical  problem;  which  by  symmetry 
becomes  narrowed  to  the  consideration  of  a  60°  sector  BGB'  of  our  non- 
plane  hexagon,  bounded  by  straight  lines  GB ,  GB'  and  a  slightly  curved 
edge  BERy  in  a  plane,  Ç,  through  BB%  inclined  to  the  plane  BGB'  at 
an  angle  of  tan'^y^J,  or  54°  44'.  The  plane  of  the  curved  edge  I  call 
Qj  because  it  is  the  plane  of  the  contiguous  quadrilateral.  The  mathe- 
matical problem  to  be  solved  is  to  find  the  surface  of  zero  curvature  edged 
by  BGB'  and  cutting  at  120°  the  plane  Q  all  along  the  intersectional  curve 
(fig.  7).  It  is  obvious  that  this  problem  is  determinate  and  has  only 
one  solution.  Taking  GÄ  for  axis  of  x;  and  z  perpendicular  to  the  plane 
BGB':  and  regarding  ^  as  a  function  of  rr,y,  to  be  determined  for  finding 
the  form  of  the  surface,  we  have,  as  the  analytical  expression  of  the 
conditions 

,  X  d^z  /  dz*\  dz  dz     d*z  d^z  /  dz*\ 

^^^  d^V  '^d^)~^did^d^'^d^V  '^d^J^^' 


and 


when  z  =  {a  —  x)  y/2. 


17.  The  required  surface  deviates  so  little  from  the  plane  BGB' 
that  we  get  a  good  approximation  to  its  shape  by  neglecting  dz^/dx^, 
dz/dx  .dz/djfy  and  dz^/dy^y  î^^  (0  ^^^  (2),  which  thus  become 

(3)  V'z  =  o,      ' 

and 

^4)  S  =  ^-Vl=  '^94734,     when  .a:  =  a--^, 

V  denoting  {d/dxy  +  {d/dyy.     The  general  solution  of  (3),  in  polar  co- 
ordinates (r ,  y)  for  the  plane  {x ,  y),  is 

(5)  ^  {A  cos  mf>  -{-  B  sin  mf>)  r"* , 
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where  -4 ,  JB,  and  m  are  arbitrary  constants.  The  symmetry  of  our 
problem  requires  B  =  o,  and  w  =  3  .(2i  +  0'  where  i  is  any  integer. 
We  shall  not  take  more  than  two  terras.  *  It  seems  not  probable  that 
advantage  could  be  gained  by  taking  more  than  two,  unless  we  also 
fall  back  on  the  rigorous  equations  (i)  and  (2),  keeping  dz^/dx^  &c.  in 
the .  account,  which  would  require  each  coefficient  ^  to  be  not  rigorously 
constant  but  a  function  of  r.  At  all  events  we  satisfy  ourselves  with 
the  approximation  yielded  by  two  terms,  and  assume 

(6)  z  =  Ar^  cos  3jp  +  A'r^  cos  9^ 

with  two  coefficients  A  ^  A'  to  be  determined  so  as  to  satisfy  (4)  for  two 
points  of  the  curved  edge,  which,  for  simplicity,  we  shall  take  as  its 
middle,  E{f>  =  o);  and  end,  ^({^  =  30°).  Now  remark  that,  as  j?  is  small, 
even  at  J5J,  where  it  is  greatest,  we  have,  in  (4),  x==a  or  r  =  asecjp. 
Thus,  and  substituting  for  dz/dx  its  expression  in  polar  (r ,  f>)  coordinates, 
which  is 

,  .  dz        dz  dz    . 

(7)  d^  =  5;:^°«*'-r-d^«'"^' 
we  find,  from  (4)  with  (6), 

(8)  (by  case  ^  =  o)  A+  3a'^'    =  •03i578a-% 

(9)  (and  by  case  ^  =  30°)         A -a^A'  =  '031578  .-.a"^; 


9  -   -'      2 


whence 


A'  =  —^  '  ^  X -031578.«-^  =  -^9  X  •0001735.«-* 

=  —  -001561 .«""% 

^  =  ^(3—^)  X  •031578.«-^=  209  X  •0001735.«-' 

=  •03626.  a""';- 

and    for    required    equation    of   the   surface   we  have  (taking  a  =  i   for 
brevity) 
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z  ==  -03626. r'  cos3jp  —  •ooi56ir*  cos 9^ 
=  -0362  6.  r' (cos  3  j9  —  •O43.r^cos9j^). 
18.     To  find  the  equation  of  the  curved  edge  BEB',  take,  as  in  (4), 


(11)  X  =  I =  =  I  —  c,  .  where  ^  denotes  -= . 

V2  V2 

Substituting  in  this,  for  Zj  its  value  by  (10),  with  for  r  its  approximate 
value  secjc>,  we  find 

(12)  ^  =  -=(03626  sec'^  cos3jp  —  '001561  scc"^  cos 9^) 

y/2 

as  the  equation  of  the  orthogonal  projection  of  the  edge,  on  the  plane 
BCB%  with 

(13)  AN  =  y  =  tsLnf>]     and     NP=$. 

The  diagram  was  drawn  to  represent  this  projection  roughly,  as  a  cir- 
cular arc,  the  projection  on  BCB'  of  the  circular  arc  of  20**  in  the  plane 
Q  y  which,  before  making  the  mathematical  investigation,  I  had  taken  as 
the  form  of  the  arc-edges  of  the  plane  quadrilaterals.  This  would  give 
*i/35  of  CAy  for  the  sagitta,  AE;  which  we  now  see  is  somewhat  too 
great.     The  equation  (12),  with  y  =  o,  gives  for  the  sagitta 

(14)  •  ^E  =  -0245XC^, 

or,  say,  1/41  of  GA.  The  curvature  of  the  projection  at  any  point  is 
to  be  found  by  expressing  sec' jp  cos  3^  and  sec*  j?  cos  9^  in  terms  of 
y  =  tanf?  and  taking  d^/dy^  of  the  result 

By  taking  y^372  instead  of  yjT/2  in  (12),  we  have  the  equation  of 
the  arc  itself  in  the  plane  *Q. 

19.  To  judge  of  the  accuracy  of  our  approximation,  let  us  find 
the  greatest  inclination  of  the  surface  to  the  plane  BCB\  For  the  tangent 
of  the  inclination  at  (r ,  f>)  we  have 

(ï5)       (^.  +  ;^)*=  -1088. r'(i  ~  2  X  •i29.r*co86f.  +  -lîçV")*. 
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The  greatest  values  of  this  will  be  found  at  the  curved  bounding  edge, 
for  which  r  =  8ecjj.     Thus  we  find 


•0948,  and  therefore  inclination  =    5^25'  at  ^ 
•1894^    »  »  X)  =  10** 44'  at  B. 


Hence  we  see  that  the  inaccuracy  due  to  neglecting  the  square  of 
the  tangent  of  the  inclination  in  the  mathematical  work  cannot  be  large. 
The  exact  value  of  the  inclination  at  E  is  tan~^( — y 7) —  120®,  or  5°  16', 
which  is  less  by  9'  than  its  value  by  (16). 
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SUR  UN  MODE  DE  TRANSFORMATION  DES  SURFACES  MINIMA 

PAB 

E.  GOUBSAT 

&  PARIS. 

1.  En  interprétant  géométriquement  les  formules  de  Monge,  M. 
Sophus  Lie  a  rattaché  la  théorie  des  surfaces  minima  à  celle  des  courbes 
dont  les  tangentes  vont  rencontrer  le  cercle  de  l'infini,  et  auxquelles  il 
a  donné  le  nom  de  courbes  minimal  Bornons-nous  d'abord,  pour  plus  de 
netteté,  aux  surfaces  réelles;  il  résulte  des  recherches  de  M.  Lie  que  la 
surface  minima  réelle  la  plus  générale  peut  être  considérée  comme  le 
lieu  du  milieu  d'une  corde  qui  joint  un  point  quelconque  d'une  courbe 
minima  à  un  point  quelconque  de  la  courbe  conjuguée. 

Soient 

(i)  X  =  A{t),         Y=B{t\         Z=C{t) 

les  équations  d'une   courbe  minima   Fj  A{t)  y  B{t)  ^  C{t)  désignant  trois 
fonctions  du  paramètre  variable  t  qui  vérifient  la  relation 

dA^  +  dB'  +  dC  =  o. 

Les  coordonnées  d'un  point  réel  de  la  surface  minima  réelle  correspondante 
8  seront  données  par  les  formules 

X  =  êlA{t), 
(2)  y  =  SiB{t), 

z  ^  SlC{t)y 

*  S.  Lie.  Beiträge  zur  Theorie  der  Minimalflächev  :  I.  ProjecHvische  Untersuch- 
ungen aber  algebraische  Minimalflächen  (Mathematische  Annalen,  t.  14,  p.  331  ;  1878). 
—  II.  Metrische  Untersuchungen  über  algebraische  Minimalflächen  (même  recueil  t.  16, 
p.  465;   1879). 

Acta  mmthtmatiea,   11.    Imprimé  U  11  Février  1888. 
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le  signe  ål  indiquant  que  Ton  prend  seulement  la  partie  réelle  d'une 
quantité  imaginaire;  comme  t  est  une  variable  complexe,  les  coordonnées 
X  fi/  f  z  dépendent  bien,  comme  cela  doit  être,  de  deux  paramètres  réels. 
Imaginons  maintenant  que  Ton  applique  à  la  courbe  minima  Furie 
transformation  qui  la  change  en  une  nouvelle  courbe  minima;  à  cette 
nouvelle  courbe  correspondra  une  autre  surface  minima  réelle  dont  les 
relations  avec  la  premiere  surface  seront  plus  ou  moins  simples,  suivant 
le  mode  de  transformation  adopté.  Or,  parmi  les  transformations  qui 
changent  une  courbe  minima  en  une  autre  courbe  minima,  il  n'en  est 
pas  de  plus  simples  que  les  transformations  homographiques  qui  con- 
servent le  cercle  de  l'infini.  Toute  transformation  de  cette  nature  est 
équivalente,  comme  on  sait,  à  une  combinaison  des  trois  opérations  sui- 
vantes: 1°  une  translation;  2°  une  transformation  homothêtique  à  pôle 
réel  et  à  module  réel  ou  imaginaire;  3°  un  déplacement  autour  d'un 
point  réel.  Si  on  imprime  à  la  courbe  F  une  translation  dont  les  com- 
posantes suivant  les  axes  soient  hykyl,  les  coordonnées  x^y^z  de  la 
surface  8  seront  augmentées  respectivement  des  quantités 

Slh  ,  ^k  ,  ca/, 

et  la  surface  aura  subi  elle-même  une  translation.  La  seconde  opéra- 
tion a  été  étudiée  en  détail;  elle  donne  les  surfaces  homothétiques  des 
surfaces  associées  à  la  première/  En  ce  qui  concerne  les  rotations,  il  y 
a  lieu  de  distinguer  les  rotations  réelles  des  rotations  imaginaires.  Si 
on  applique  à  une  courbe  minima  une  rotation  réelle,  il  est  facile  de 
démontrer  que  la  surface  minima  réelle  correspondante  subit  la  même 
rotation.  Il  ne  reste  donc  plus  qu'à  étudier  les  surfaces  que  l'on  obtient 
en  appliquant  à  une  même  courbe  minima  des  rotations  imaginaires,  et 
je  ne  connais  sur  ce  sujet  que  quelques  indications  données  par  M.  Lie 
dans  le  second  Mémoire  déjà  cité.*  Le  présent  travail  est  consacré  à 
l'étude  de  ce  mode  de  transformation.  Je  supposerai  toujours  qu'on  a 
pris  pour  origine  des  coordonnées  le  point  réel  autour  duquel  s'effectue 
le  déplacement. 


^  Darboux,  Leçons  sur  la  théorie  générale  des  surfaces^  t.   1,  p.  322  et  457;  1887. 
'  Mathematische    Annalen,  t.    16,  p.  475. 
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2.  Rappelons  d'abord  la  représentation  analytique  des  .rotations 
qui  a  son  origine  dans  les  travaux  de  Riemann  et  qui  a  été  développée 
complètement  par  M.  Klein.  Soient  a  ^  ß  y  y  les  coordonnées  rectangu- 
laires d'un  point  de  la  sphère 

(3)  a'  +  ß'  +  f=  M 

on  emploie,  pour  fixer  la  position  de  ce  point  sur  la  sphère,  un  nouveau 
système  de  coordonnées  défini  de  la  manière  suivante.  La  sphère  étant 
une  surface  du  second  ordre,  on  sait  que  par  chaque  point  passent  deux 
génératrices  rectilignes.  Ces  deux  systèmes  de  génératrices  sont  déter- 
minés respectivement  par  les  équations 

«  +  ^^  _  ï  +r  _  ,, 
a  — iß  ^  ;  +  r  ^ [. 

I  —  y         a  +  iß  V 

nous  prendrons  ti  et  v  pour  nouvelles  coordonnées  du  point  {a  ,  ß  j  y)  de 
la  sphère.  Quand  on  décrit  une  génératrice  rectiligne,  une  de  ces  coor- 
données conserve  une  valeur  constante.  Des  formules  (4)  on  tire  in- 
versement: 

,    .  I  —  UV  -,  .  I    +  VV  U  +  V 

(5)  a= ,  ß  =  t ,  r  — . 

Cela  posé,  on  sait  que  tout  déplacement  de  la  sphère  autour  de 
son  centre  est  caractérisé  par  une  certaine  substitution  linéaire  effectuée 
simultanément  sur  u  et  sur  v,  ^ 

,,.  mu.  +  n  mv.  +  n 

(6)  u  =  — S —  j  '^  =  —    t —  • 

Cherchons  s'il  existe  des  points  réels  de  la  sphère  qui  viennent  coïncider 
après   la  rotation   avec   des  points  réels.     Remarquons  pour  cela  que,  si 

un  point  de  coordonnées  {u  j  v)  est  réel,  w  et  -^-  sont  conjuguées  et  ré- 
ciproquement;  cela   résulte   immédiatement  des   formules  (4)  et  (5).     De 


*    Voir,   par   exemple,  Dariîoux,  L€ço718  sur  la  théorie  générale  des  surfaces.     Cha- 
pitre 3,  p.  30. 

Arta  matheinatira.     11.     Imprimé  lé  27  Jnnvicr  1R8R.  18 
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même,  pour  que  le  point  de  coordonnées  (t^^ ,  v^)  soit  réaJ,  il  faut  et  il 
suffit  que  u^  et soient  conjuguées.  On  aura  donc  à  la  fois,  en  sup- 
posant que  le  point  réel  {u,  v)  vienne  coïncider  avec  un  point  réel  {u^ ,  v^\ 

.    «^î;,  -=  —  I, 

Vq  et  {v^\  désignant  les  imaginaires  conjuguées  de  v  et  de  v^.  Remplaçons 
dans  la  seconde  relation  Wj   et  {v^\  par  leurs  valeurs;  il  vient 

(71  —  qu){n,  —  q^v,)      ,     j   _  ^^ 
{pu  —  m)(p^v^  —  Wo) 

Cette  relation  s'écrit,  en  remplaçant  v^  par 

(n  —  qnXn^u  +  gj 


(pu  —  m){m^u  +  pj  ' 


OU 


(7)    {pn^o  +  9%)u^  +  (?9o  +  m  —  ^^0  —  w^o)«^  —  (l>oW  +  Çon)  =  o. 

Pour  que  la  rotation  considérée  soit  réelle,  il  faut  évidemment  que  cette 
équation  (7)  se  réduise  h  une  identité;  on  aura  alors 


Pq  _  -  îo  _  - 

-  m^  _  w. 

n           m 

î        .i> 

et  les  formules  (6)  pourront  s  écrire 

mu,  +  n 

tnv,  +  n 

(3)                                 ^-m,^n,nr          ' 

^0  —  »*o^\ 

Wq  et  n^  étant  conjuguées  de  m  et  de  w.  Cette  forme  particulière  de 
substitution,  qui  convient  aux  rotations  reelles,  ne  dépend  que  de  trois 
paramètres  réels  arbitraires,  comme  le  déplacement  réel  le  pluß  général 
autour  de  Torigine,  tandis  que  la  substitution  (6)  et  le  déplacement  ima- 
ginaire le  plus  général  autour  de  Torigine  dépendent  de  six  paramètres 
réels  arbitraires. 

Supposons   maintenant   que   l'équation    (7)    ne  se  réduise  pas  à  .une 
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ideûtité.     Cette  équation  possédera  deux  racines  distinctes  w',  w"  et  il  est 
aisé  de  vérifier  que  ces  racines  satisfont  à  la  relation 


Les  valeurs  correspondantes  de  v  seront 

V'  =  — 1=  w", 

i;"  =  — 4=w'; 

les  deux  points  réels  de  coordonnées  {u' ,  w") ,  (w",  u')  sont  diamétralement 
opposés,  comme  on  s'en  assure  aussitôt  à  l'inspection  des  formules  (5). 
Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant: 

Dans  tout  déplacement  imaginaire  autour  de  Vorigine,  il  existe  un  dia- 
mètre  réel  et  un  seid  qui  vient  coïncider  avec  un  autre  diamètre  réel. 

Soit  AA'  le  diamètre  réel  qui  vient  coïncider  avec  un  autre  diamètre 
réel  BR.  Faisons  suivre  ce  déplacement  d'une  rotation  réelle  R  amenant 
B  B  sur  AA;  nous  aurons  un  nouveau  déplacement  qui  ne  changera  pas 
le  diamètre  AA\  c'est-à-dire  une  rotation  imaginaire  autour  de  cet  axe. 
Si  à  ce  nouveau  déplacement  nous  ajoutons  la  rotation  Br^j  inverse  de  la 
rotation  Ry  nous  retrouvons  évidemment  le  déplacement  primitif.  Il  suit 
de  là  que  toute  rotation  imaginaire  est  équivalente  à  une  suite  de  deux  rota- 
tions: î^  une  rotation  imaginaire  autour  d'un  axe  réel;  2°  une  rotation  réelle. 

On  pourrait  aussi  décomposer  la  rotation  imaginaire  d'une  autre 
façon,  en  mettant  la  première  la  rotation  réelle  composante.  Enfin,  on 
démontre  de  la  même  manière  le  théorème  suivant  que  je  me  borne  à 
énoBcer:  Toute  rotation  imaginaire  est  équivalente  à  une  suite  de  trois  rota- 
tions: 1°  une  rotation  réelle;  2^  une  rotation  imaginaire  autour  d'un  axe 
réel  choisi  arbitrairement;  3°  tme  nouvelle  rotation  réelle. 

3.  Nous  emploierons  dans  ce  qui  suit  la  forme  particulière  donnée 
aux  formules  de  Monge  par  M.  Weierstrass;  je  vais  rappeler  en  quel- 
ques nK>ts  comment  on  parvient  à  cette  forme,  en  partant  des  idées  de 
M.  S.  Lie.  Puisque  les  tangentes  à  une  courbe  minima  rencontrent  le 
cercle  imaginaire  de  l'infini,  le  plan  tangent  à  la  surface  dévéloppable 
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formée    par    ces    tangentes   sera   lui-même   tangent   au   cercle  de  l'infini. 
Prenons  Téquation  de  ce  plan  sous  la  forme  : 


(9) 


(i  —  u')X  +  i{i  +  u')Y  +  2uZ  +  4f{u)  =  o, 


u  désignant  le  paramétre  variable  et  f{u)  une  fonction  quelconque  de  ce 
paramètre.  On  aura  pour  les  coordonnées  d'un  point  de  Taréte  de  re- 
broussement  les  expressions  suivantes 

x  =  {i—  u')r{u)  +  2ur{ii)  —  2f{u), 

(lo)  Y  =i{i  +  u')r{îi)  —  2mf\u)  +  2if{u\ 

Z  =  2Ur{u)  —  2f'{u), 

qui  peuvent  encore  s'écrire,  en  posant  f"\u)  =  ^^(m), 

X  =  f{i—u')^{u)du, 
(lo')  ^  =  /K^  +u')^(u)du, 

Z  =  f2ii\f{u)dn; 

on  obtiendra  donc  les  nappes  réelles  de  la  surface  minima  réelle  la  plus 
générale  en  posant  ^ 


(lO 


Z   =  Slj2l(^{u)dUj 


5(w)  désignant  une  fonction  analytique  quelconque  de  ti.  Rappelons 
encore  que  la  variable  ti  est,  dans  le  système  employé  par  Riemanx, 
Taffixe  du  point  de  la  sphère  qui  est  Timage  sphérique  du  point  de  la 
surface  minima  répondant  à  cette  valeur  de  u. 

Imaginons  que  -Ion  imprime  un  déplacement  autour  de  l'origine  à 
la  courbe  minima  représentée  par  les  équations  (lo)  et  (lo').  Que  de- 
viennent les  fonctions  f{u) ,  x${ti)?  La  réponse  à  cette  question  se  trouve 
dans  l'ouvrage  déjà  cité  de  M.  Dakboux  (p.  304).     J  ai  donné  aussi  une 


*  Weierstrass,  Monatsberichte  der  Berliner  Akademie,  p.  6ï 2,  855;  1866. 
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méthode  un  peu  diflférente  de  celle  de  M.  Darboux  pour  traiter  la  même 
question,  dans  un  Mémoire  Sur  les  surfaces  qui  admettent  tous  les  plans 
de  symétrie  d'un  des  polyèdres  réguliers ^  Il  est  vrai  que  je  supposais  les 
rotations  réelles,  mais  la  méthode  reste  la  même  pour  les  rotations  ima- 
ginaires.    Voici  le  résultat  auquel  on  est  conduit;  soit 

mv  +  n 

il  = — - 

:pv  +  q 

la  substitution  linéaire  qui  correspond  à  ce  déplacement,  et  soient  g{v) 
et  ©(y)  les  fonctions  qui  remplacent  f[u)  et  %{u).     On  a 


ou 

â  :^  mq  —  np. 

Supposons  d'abord  que  Ton  applique  à  la  courbe  /' un  déplacement 
réel;  la  surface  minima  réelle  correspondante  subira  le  même  déplace- 
ment. J'ai  admis  cette  proposition  comme  évidente  dans  le  Mémoire  que 
je  viens  de  citer;  mais  il  est  bien  facile  de  la  démontrer  en  toute  rigueur. 
Soit  r  la  courbe  minima  représentée  par  les  équations  (i)  et  soit;^  / ^  la 
courbe  minima  qui  s'en  déduit  par  une  rotation  réelle  autour  de  Torigine. 
Cette  courbe  l\  sera  représentée  par  des  équations  de  la  forme 

X^  =    aX  +    hY  +    cZ, 
F,  =  a'X+   b'Y  +  c'Z, 

a^h^c^a'f  etc.  étant  les  coefficients  d'une  substitution  orthogonale,  qui 
par  hypothèse  sont  tous  réels,  La  surface  minima  réelle  8^  que  l'on 
déduit  de  I\  sera  donnée  par  les  équations 

X,  =  älXj  r^    aSiX  +    bêHY  +    c^Z, 
y^  =  älY,  =  a'SlX  +  b'SlY  +  &SIZ, 
z^   =  aZj  =  a"aX  +  b"SiY  +  d'SiZ, 
*   Annales   de   TEcole   Normale  supérieure,  3*""®  série,  t.  4,  p.  251;   1887. 
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OU  encore 

x^  =    ax  +    iy  +   czj 

y,  =   a'x  +  Vy  +  dz, 
z^  ==  a"x  +  h"y  +  ^''z\ 

ces   formules   mettent   en   évidence   le   résultat   annoncé.     Nous  pouvons 
donc  énoncer  le  théorème  suivant: 

8%  on  remplace  dans  les  formules  (ii)  9»(«)  par 


/  mu  +  n\  (mm^  +  nn^y 
^  \«i,  —  n^uj  (m,  —  n^uY 


m^  et  n^  désignant  les  imaghiaires  conjuguées  de  m  et  de  n,  les  nouvelles 
formules  représentent  la  même  surface  minima  rapportée  à  des  axes  différents. 

4.  Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  étudier  l'effet  d'un  déplacement  ima- 
ginaire appliqué  à  la  courbe  minima.  D'après  les  propositions  combinées 
des  paragraphes  2  et  3,  nous  pouvons  même  tious  borner  à  considérer 
l'effet  d'une  rotation  autour  d'un  diamètre  réel  de  la  sphère.  Supposons 
que  nous  ayons  pris  ce  diamètre  pour  axe  des  z\  alors  la  substitution 
correspondante  à  cette  rotation  sera  de  la  forme 

u  —  ke^u^ , 

Ä  et  ^  étant  réels  (on  peut  même  supposer  k  >  o).  Cette  rotation  peut 
encore  être  décomposée  en  deux:  1®  une  rotation  réelle  d'un  angle  6 
autour  de  Oz;  2°  une  rotation  imaginaire  caractérisée  par  la  substitution 

u  =  ku^  j 

ceê  deux  rotations  pouvant  d'ailleurs  être  effectuées  dans  Tördfé  qu'ôtt 
Voudra.  Comme  la  rotation  réelle  ne  fait  que  déplacer  la  sutlace  mi- 
nima, nous  n'avons  en  définitive  qu'à  examiner  la  rotation  imaginaire 
définie  par  la  substittrtion 

u  =  kn^^ 

où  k  est  réel  et  différent  de  +  i. 

Soient  a  >  /î  ?  r  '»  ^i  >  A  >  Ti    1^^  coordoanéés  rectllignei  dé  deux  posi- 
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tioQB  correspondantes  du  même  point  avant  et  après  le  déplacement.  On 
a  d'une  manière  générale 

a^=aa+  a'ß  +  a"r, 

ß,=ba  +  b'ß-^  h"r, 

n  =  c«  +  c'ß  +  cy, 

a  ,h  ,  c  y  a' ,  .. .  étant  les  coefficients  d'une  substitution  orthogonale  dont 
on  trouvera  les  valeurs  en  fonction  de  m  ,n,p ,  q  à  la  page  34  de 
l'ouvrage  de  M.  Darboux.  Dans  le  cas  actuel,  ces  valeurs  s'obtiennent 
bifn  aisément.     On  a  en  effet,  d'après  les  formules  (5), 

„  «LuMi  a  _^  »d  +  «,i>.)  _  «.  +  y. 


»,  —  w,  ' 


3     ^'V    -r    -.^y 


OU,  en  remplaçant  w,  par  t  et  v,   par  r» 

A:*  —  uv  -    i{k*  +  uv)  «  +  V . 

*»  "*(«  —  »)'  '^i  "~  A(m  — r)  '  ^»  ""iT^^' 

éliminons  «  et  v  entre  ces  équations  et  les  équations  (5),  il  vient: 

«,  =-ir-«-^-^t-^' 
'''=-i^/'  +  *-i)r«' 


Les   coefficients   a ,  h ,  c ,  a' , . . .    auront   par   conséquent   les  valeurs  sui- 
vantes: 

''-'^'       ''=-W^'  '>"  =  °' 

C  =  o,  c'  =  O,  c"  =   I. 

Appliquons  la  rotation  précédente  h  la  courbe  minima  /'  représentée  par 


Digitized  by  VriOOQiC 


144 


E.  Goursat. 


les   équations  (i);   nous  obtenons  une  nouvelle  courbe  minima  F^  repré- 
sentée par  les  équations: 


2k         ^  ^  2k 

[Z.  =  C{t). 


2k 


Soient  S  et  -S'i  les  surfaces  minima  réelles  qui  correspondent  respective- 
ment aux  courbes  /'et  F^,  8^  la  surface  adjointe  à  S;  désignons  par 
x,1J,^;x^,1f^,^^^,a>^,y^,  Zg  les  coordonnées  de  trois  points  correspon- 
dants de  ces  trois  surîaces,  c'est-à-dire  de  trois  points  qui  correspondent 
à  une  même  valeur  de  t.  Les  coordonnées  d'un  point  réel  de  la  surface 
adjointe  S^  sont  données,  comme  on  sait,  par  les  formules 

(i2)  X;  =  mA{t),        ?/o  =  mB{t),        z,  =  â{iC(0; 

on  aura  pour  expressions  des  coordonnées  d'un  point  de  »S, 

I  +  jfe' 


^'  ~      2i 


■^A{f) 


2k 


èHiB{t), 


y,-=^^B{t)+^^c%}A(f), 


2k  \  y    ^         2k 

z^  =  SiC{f). 
Entre  ces  dernières  formules  et  les  formules  (2)  et  (12)  éliminons 

on    arrive   aux  expressions  suivantes  pour  les  coordonnées  d'un  point  de 
la  surface  S^  : 


(13) 


'>• 

= 

2k 

¥— 

I 

-.  1/ 

•^ 

2k 

?/o' 

//i 

= 

l   +k' 

2k  y 

+ 

2k 

I 

Z^  =^  z. 
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Si  k  est  positif,  ce  qu'on  peut  toujours  supposer,   on  posera  h  »  e«*,  et 
les  formules  pourront  s'écrire 


(14) 


x^  ^=  X  cosh  ^  —  y^  sinh  f?, 
y^  =  y  cosh  f^  +  a^^sinhj^, 


z,  =z. 


Il  me  paraît  intéressant  de  faire  remarquer  l'analogie  curieuse  que  pré- 
sentent ces  formules  avec  les  formules  qui  définissent  une  rotation,  dans 
le  sens  ordinaire  du  mot,  autour  de  l'axe  des  z.  Cette  analogie  est 
d'ailleurs  purement  formelle. 

On  arrive  rapidement  au  même  résultat  au  moyen  des  formules  de 
M.  Weierstrass.  Si  la  courbe  minima  F  a  pour  fonction  caractéristique 
tÇ(w),  la  courbe  I\  aura  pour  fonction  caractéristique  h^^{ku)  et  les  trois 
surfaces  S  y  S^,  S^  seront  données  respectivement  par  les  groupes  de  for- 
mules ci-dessous: 

X   =ä/(i  ^u')^{u)du, 

S     y    =  Slfi{i  +  u^)^{u)duy 

z   =  Slf2UxS{u)du] 

x,  =  Slfi{i—u')^{u)du, 
S,    y^  =äl/-(i  +u')^{u)du, 

Zq  =  Slj2iu^{u)du; 

x^  =  Slf{i  —v^)k^^{kv)dv, 

5,    y^  =  m/t(i  +  v^)k^i(f{kv)dv , 

z^  =  Slf2vV^{kv)dv. 
Des  deux  premiers  groupes  on  tire 

ëlf  ^{u)du  =^-^=^»         Sif  u''%[u)du  = 
Slfi^{u)du  =^-^,         Slfm'^{u)du  = 


«  +  Vo 


*•  +  y 
~T~' 

Ae4a  juathfmatira.     11.     Imprimé  le  38  Jnuricr  1888. 
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les    expressions    des    coordonnées    a?j ,  y^ ,  0^    peuvent    encore   s  écrire,   en 
posant  kv  =  u, 

et,  en  éliminant  les  intégrales,  on  retrouve  précisément  les  formules  (13). 
Pour  abréger  le  langage,  je  dirai  que  la  surface  S^  est  une  surface 
dérivée  de  S]  j'appellerai  Taxe  réel  autour  duquel  seffectue  la  rotation 
de  la  courbe  minima  /'  axe  de  dérivation  et  la  constante  réelle  k  para- 
mètre de  dérivation.  Si  on  se  donne  la  surface  S,  Taxe  et  le  paramètare 
de  dérivation,  la  surface  dérivée  S^  n'est  pas  entièrement  déterminée;  on 
sait  en  effet  que  la  surface  adjointe  d'une  surface  minima  donnée  n'est 
pas  complètement  définie  de  position.  Cette  surface  peut  subir  une  trans- 
lation quelconque  ou  être  remplacée  par  sa  symétrique  relativement  à 
l'origine  des  coordonnées.  Lorsque  la  surface  S^  subit  une  translation, 
les  formules  (14)  nous  montrent  qu'il  en  est  de  même  de  la  surface  S^. 
Si  ^0  j  ?/o  9  ^0  changent  de  signe,  cela  revient  à  changer  le  signe  de  ç 
dans  ces  formules.  On  voit  de  même  que,  si  Taxe  de  dérivation  se 
déplace  parallèlement  à  lui-même,  la  surface  S^  subit  aussi  une  transla- 
tion. Par  conséquent,  si  on  fait  abstraction  d'une  translation  quelconque, 
les  surfaces  dérivées  d'une  surface  minima  donnée  dépendent  de  trois 
constantes  réelles  seulement,  le  paramètre  de  dérivation  et  les  deux  con- 
stantes réelles  qui  déterminent  la  direction  de  l'axe  de  -  dérivation. 

5.  Considérons  le  groupe  des  transformations  homographiques  qui 
conservent  le  cercle  de  l'infini;  les  coefficients  d'une  transformation  de 
ce  groupe  dépendent  de  quatorze  paramètres  réels  arbitraires.  Ces  trans- 
formations appliquées  h  une  même  courbe  minima  donneront  naissance  à 
une  infinité  de  surfaces  minima  réelles;  nous  dirons  que  ces  surfaces 
appartiennent  à  une  même  famille.  Il  est  aisé  de  compter  les  paramètres 
dont  dépendent  les  surfaces  d'une  même  famille.  Nous  avons  dabord 
les  six  constantes  réelles  provenant  du  déplacement  réel  le  plus  général; 
nous  avons  ensuite  les  trois  paramètres  réels  dont  dépendent  les  surfaces 
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dérivées.  Enfiri^'  quand  on  passe  d*une  surface  minima  à  une  surface 
homothétique  d'une  surface  associée  à  la  première,  ou  introduit  encore 
deux  paramètres  réels.  Cela  nous  fait  en  tout  onj^e  paramètres  réels,  au 
lieu  de  quatorze  dont  dépend  la  transformation  homographiquc  la  plus 
générale  qui  conserve  le  cercle  de  TinfinL  On  se  rend  compte  de  cette 
différence  en  remarquant  qu'il  existe  une  infinité  de  transformations  lu)- 
mographiques,  dépendant  de  trois  constantes  réelles,  que  Ton  peut  ap- 
pliquer k  une  courbe  minima  T,  sans  changer  la  surface  minima  cor- 
respondante^, ce  sont  les  translations  dont  les  composantes  suivant  les 
axes  sont  complètement  imaginaires. 

La  fonction  caractéristique  de  M.  Weikrstkass  5(w)  restant  la  mémo 
pour  une  surface  minima  quand  on  lui  fait  subir  une  translation  quel- 
conque, il  est  naturel  de  faire  abstraction  d'un  déplacement  de  ce  genre; 
c'est  ce  que  nous  ferons  désormais.  Alors  les  surfaces  minima  d'une 
même  famille  ne  dépendront  plus  que  de  huit  paramètres  réels.  Les 
fonctions  caractéristiques  seront  comprises  dans  la  forme  générale 


A        ^  /mu  +  n\ 


A  ,  m  ,  n  y  p  j  q  étant  des  constantes  quelconques.  Parmi  ce  groupe  de 
surfaces  il  y  a  lieu  de  distinguer  des  sous-groupes  très-importants  formés 
par  les  surfaces  dérivées  de  l'une  d'elles,  déplacées  en  outre  d'une  façon 
arbitraire.  Par  exemple,  si  une  surface  a  pour  fonction  caractéristique 
xS{u)y  les  fonctions  caractéristiques  du  sous-groupe  auquel  elle  appartient 
seront  de  la  forme 

(mg  —  nj^)'  ^  /mu  +  n\ 

(J>u  +  qY^^\pu  +  q)' 

Il  peut  arriver  que  les  surfaces  d'une  môme  famille  ne  dépendent  pas 
de  huit  paramètres  distincts;  c'est  une  question  qui  sera  examinée  en 
détail  plus  loin. 

Appelons  déformation  l'opération  par  laquelle  on  passe  d'une  surface 
minima  à  une  surface  minima  associée,  et  dilatation  l'opération  par  laquelle 
on  passe  d'une  surface  à  une  surface  homothétique.  Pour  passer  d'une 
surface  minima  à  une  surface  homothétique  ou  à  une  surface  associée  on 
multiplie  la  fonction  caractéristique  par  un  facteur  réel  a  ou  par  un  facteur 
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de  la  forme  c^S  0  étant  réel;  j'appellerai  a  le  paramètre  de  dUatatian  et 
â  le  paramètre  de  déformation.  Il  est  clair  que  la  dilatation,  la  déforma- 
tion et  la  dérivation  sont  trois  opérations  commutatives.  En  particjulier, 
toute  surface  associée  à  une  surface  dérivée  de  S  est  identique  à  la  sur- 
face dérivée  de  la  surface  associée  à  S,  les  paramètres  de  dérivation  et 
de  déformation  restant  les  mêmes  dans  les  deux  cas. 

6.     Je    me    propose    d'étudier    dans    ce   paragraphe    les  principales 
propriétés  de  la  surface  dérivée  S^   représentée  par  les  équations  (14), 


(14) 


on  en  tire 


(c^  =.  X  cosh  ^  —  y^  sinh  jr, 
y^  =  i/coshj25  +  aj^sinhfp, 

dx^  =  dx  cosh  ^  —  dy^  sinh  ^ , 
dy^  =  dy  cosh  ^  +  ^^0  sii^h  jr , 


dz. 


dz. 


Or  on  a^ 


dx^  =  ßdz  —  ydyy         dy^  =  ydx  —  adz  y         dz^  =  ady  —  ßdx , 

a ,  ß ,  }'  étant  les  cosinus  directeurs  d'une  direction  convenable  sur  la 
normale  à  la  surface  S.  Remplaçons  dans  les  formules  précédentes  dx^ 
et  dy^  par  leurs  valeurs;  il  vient 


(ï5) 


dx^  =  [cosh  ^  —  j' sinh  f\dx  +  a  sinh  ^dzj 
dy^  =  [cosh  ^  —  Y  sinh  ^]  dy  +  ß.  sinh  ^dz , 
dz,  =  dz. 


Si  on  suppose  dz  =  o,  dx^  et  dy^  sont  proportionnels  k  dx  ei  b,  dy. 
Par  conséquent,  les  sections  des  deux  surfaces  S  et  S^  par  un  même  plan 
perpendiculaire  à  l'aoi^  de  dérivation  se  correspondent  point  par  point  de  façon 


*   ScHWABZ,   Miscellen  aus  dem  Gebiete  der  Minimalflächen  (Journal  für  Mathe- 
matik,  t.  80,  p.  280;   1875). 
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que   les   tangentes   aux    deux    sections  aux  points  correspondants  soient  pa- 
rallèles. 

Soient  ds  et  tfe,   les  éléments  linéaires  des  deux  surfaces,  dA  et  dA^ 
les  éléments  superficiels.     On  a 

rf^J  =  dx\  +  <^î  +  d^\  =  [cosh  f?  —  j-  sinh  ^^{dx^  +  dy^) 
+  [  I  +  (a*  +  ^')  sinh'f  ]  dz^  +  2  sinh  ^  [cosh  ^  —  ;-  sinh  ^]{adx  +  ßdy)dz\ 

en  remplaçant  a' +  ^'  par   1 — y^jadx+ßdy  par  — /-t?^  et  en  réduisant, 
on  trouve 

ds\  =  [cosh  f)  —  y  sinh  ^]^ds^; 

comme  j-  est  inférieur  à  l'unité,  cosh  jp  —  y  sinh  ^  est  toujours  positif  et 
on  a  en  valeur  absolue 


(16) 


ds^  =  (cosh  p  —  j' sinh  p)ds. 


Ainsi,  les  deux  surfaces  S  et  8^  sont  appliquées  conformément  l'une  sur 
l'autre  par  le  mode  de  correspondance  qui  vient  d'être  établi.  En  d'autres 
termes,  deux  courbes  quelconques  tracées  sur  S  se  coupent  sous  le  même 
angle  que  leurs  images  sur  la  surface  S^.  On  déduit  de  la  formule  (16) 
la  relatioiv  suivante  entre  les  éléments  superficiels 


(17) 


dA^  =  (cosh  fT  —  y  sinh  ipfdA. 


Soient   a^  ,  ß^ ,  j-^    les   cosinus   directeurs    de    la  normale  à  la  surface  6\  ; 
en  exprimant  que  Ton  a  identiquement 


on  trouve  aisément 


a,dx,  +  ß,dy^  +  ri^^i  =0, 


a 


ß 


+ 1 


^  cosh  ^  —  sinh  p        cosh  ç  —  y  sinh  f 


et  par  suite 


(18) 


*        ■"*  cosh  ^  —  Y  sinh  ^  ' 


ß 


^^        ~"  cosh  f>  —  ;-  sinh  f>  ' 

y  cosh  ^  —  sinh  ^ 

'  ^  coah  I»  —  V  Rinh  « 


cosh  ^  —  ;*  sinh  ^ 
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cosh  p  +  Ti  ^^^^  9 


'  ""■  cosh  f  +  T'l  sinh  ip  ' 

I   Ti  cosh  <p  +  sinh  ip 

'         ~  cosh  f  +  Ti  sii^li  f 

Si  a  ^  ß  ^Y  vérifient  une  relation  linéaire  telle  que 

la  +  mß  -}-  M^  -f  jj  ==  o, 

I  ,m  J  n  ,  p  étant  des  constantes,  ca^,  ß^,  y^  vérifient  une  relation  de  nvême 
forme  et  inversement.  Par  conséquent,  toute  courbe  de  la  surface  S  dont 
rimage  spliérique  est  un  cercle  a  j^our  transformée  sur  la  surface  S^  une 
courbe  Jouissant  de  la  même  propriété^  et  réciproquement. 

En  particulier,  si  y  est  constant,  il  en  sera  de  même  de  /^ .  Donc 
les  méridiens  et  les  parallèles  de  la  surface  S  ont  respectivement  pour 
images  les  méridiens  et  les  parallèles  de  la  surface  Sy  Nous  appelons 
avec  MixDïNG  méridiens  d'une  surface  les  courbes  pour  lesquelles  la  nor- 
male à  la  surface  est  parallèle  à  un  plan  vertical  fixe,  et  parallèles  les 
courbes  pour  lesquelles  la  normale  fait  un  angle  constant  avec  le  plan 
horizontal. 

Des  valeurs  trouvées  plus  haut  pour  a^y  ß^,  y^   on  déduit  la  relation 

da^dx^  +  dß^dy^  +  dy^dz^  =  ±  {dadx  +  dßdy  +  dfdjz) 

dont  l'interprétation  est  immédiate.  Supposons  en  effet  que  le  point 
X  yij  j  z  décrive  une  ligne  asymptotique  de  S]  on  aura 


et  par  suite 


dadx  +  dßdy  +  dydz  =  o 


da^dx^  +  dß^dtj^  +  dy^dz^  =o, 


de  sort«  que  le  point  x^ ,  y^  ,  z\  décrira  aussi  une  ligne  asymptotique  de 
8y  Comme  les  lignes  de  courbure  des  deux  surfaces  coupent  les  lignes 
asymptotiques  sous  un  angle  de  45°  et  que  les  angles  se  conservent  dans 
la  transformation,  on  peut  énoncer  le  théorème  suivant; 


i 
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Les  lignss  de  courbure  et  les  lignes  asymptotiques  de  S  ont  respective- 
ment pofir  transformées  les  lignes  de  courbure  et  les  lignes  asymptotiques 
de  S^. 

Si  la  surface  S  admet  une  ligne  de  courbure  plane,  la  transformée 
de  cette  courbe  sur  la  surface  8^  sera  encore  ligne  de  courbure  de  S^, 
et  son  image  sphérique  sera  encore  un  cercle.  Elle  sera  donc  aussi  une 
ligne  de  courbure  plane.  De  même  si  la  surface  S  admet  une  ligne 
asymptotîque  hélicoïdale,  Tinuige  sphérique  de  cette  courbe  sera  un  petit 
cercle,  et  sa  transformée  sera  une  ligne  asymptotîque  hélicoïdale  de  S^. 
Donc: 

Toute  ligne  de  courbure  plane  de  la  surface  S  se  change  en  une  ligne 
de  courbure  plane  de  *S,,  et  toute  ligne  asgmptotiqiw  hélicoïdale  se  change  en 
une  ligne  asymptotîque  hélicofdale. 

Supposons^ que  la  surface  S  soit  algébrique;  il  en  sera  de  même  de 
la  surface  8^.  D'ailleurs  il  est  clair  qu'une  transformation  homographîque, 
qui  conserve  le  cercle  de  Tinfini,  appliquée  à  une  courbe  minima,  ne 
change  pas  Tordre  de  la  développable  formée  par  les  tangentes  à  cette 
courbe  ni  la  multiplicité  du  cercle  de  Vinfini  sur  cette  développable. 
On  a  donc  le  théorème  suivant,  qui  est  vrai  pour  toutes  les  surfaces 
d'une  même  famille  et  qui  a  été  énoncé  par  M.  Lie.* 

Etant  données  deux  surfaces  minima  d'une  même  famille,  si  aucune  nest 
surface  double  ou  si  toutes  les  deux  sont  surfaces  doubles,  elles  sont  de  même 
classe.    Si  mie  seule  est  surface  double,  sa  classe  est  la  moitié  de  celle  de  Vautre. 

Il  n'existe  pas  de  loi  aussi  simple  en  ce  qui  concerne  Tordre  de 
deux  surfaces.  Considérons  par  exemple  une  courbe  minima  f  d'ordre 
m  ayant  un  ou  plusieurs  points  communs  à  Tinfini  avec  sa  conjuguée 
r^]  Tordre  de  la  surface  minima  correspondante  sera  inférieur  à  m^  Il 
est  clair  qu'en  appliquant  à  la  courbe  /'  un  déplacement  imaginaire 
quelconque  la  nouvelle  courbe  I\  n'aura  plus,  en  général,  de  point  com- 
mun à  Tinfini  avec  sa  conjuguée,  et  Tordre  de  la  nouvelle  surface  mi- 
nima sera  bien  égal  h  m^ 

7.  La  plupart  des  propriétés  qui  viennent  d^être  démontrées  s'établis- 
sent aussi  très  aisément  au  moyen  des  formules  de  M.  Weierstrass.    Afin 


'   Mathematische   Annal.cn,  t.    15)  p.  476. 
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de  n'avoir  à  considérer  que  des  substitutions  linéaires  homogènes,  nous 
adopterons  un  nouveau  système  de  formules,  dues  également  à  l'illustre 
géomètre  et  qui  ont  été  employées  aussi  par  M.  Darboux.^  Dans  les 
formules  (ii)  faisons  un  changement  de  variable  et  introduisons  les  no- 
tations nouvelles 


fl(0' 


^{u)du  =  —iIP{t)dt] 


(19) 


les  équations  de  la  surface  minima  S  prendront  la  forme  suivante: 

X  =  ^fi[G\t)  —  H\t)]dt, 
y  =  âl/  [G\t)  +  H\t)]dt, 
z  =  ^f2iG{t)H{t)dt. 
L'élément  linéaire  sera  donné  par  la  formule 

(20)  ds'  =  AMt)GM  +  H{t)HMYdtdt,, 

Oq{Q    et    IIq{Q    étant    les    imaginaires  conjuguées  de  0{t)  et  de  S{t)'y 
l'équation  différentielle  des  lignes  asymptotiques  deviendra 

(21)  m{EG'  —  GH')dt^  =  o 

et  celle  des  lignes  de  courbure  sera  de  même 

(2  2)  ^^{HG'  —  GH')  dt""  =  o. 

Considérons    maintenant    une    autre    surface    minima   S^    donnée  par  les 
équations 

ix,=SiJi[G\{t)-H\{t)\dt, 


(23) 


OU  on  a 


y^  =  éR/  [G\{t)  +  H\{t)]dt, 
z^  =  §if2iG,{t)H,{t)dt, 

G,{t)  =  aG{t)  +  bH{t), 
H^{t)  =  cG{t)  +  dH{t), 


*  Leçons  sur  la  théorie  générale  des  surfaces,  p.  453- 
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a  y  b  y  C  ,  d  désignant  quatre  constantes  telles  que  ad  —  bc  ne  soit  pas  nul. 
Toutes  les  surfaces  minima  ainsi  obtenues  appartiennent  à  une  même 
famille;  ces  surfaces  dépendent  bien,  comme  on  voit,  de  huit  paramètres 
réels.  Pour  avoir  le  sous-groupe  formé  par  les  surfaces  dérivées  de  la 
surface  (19),  déplacées  d'une  façon  quelconque,  il  suffit  de  supposer 

ad  -^^  bc  =  I . 

Enfin,  si  la  seconde  surface  se  déduit  de  la  première  par  un  simple  dé- 
placement, les  formules  de  substitution  auront  la  forme  particulière 
suivante 

m^  et  n^  étant  les  imaginaires  conjuguées  de  m  et  de  n,  et  (?  le  discri- 
minant mfn^  +  ^^0' 

Prenons  le  cas  général  où  ad  —  bc  est  égal  à  Tunité,  et  faisons 
correspondre  les  points  des  deux  surfaces  S  et  Ä^  qui  répondent  à  une 
même  valeur  de  t.     On  aura 

H,G[  —  G,H[  =  HG'  —  (?ff'; 

d'où  on  déduit  que  les  équations  différentielles  des  lignes  asymptotiques 
et  des  lignes  de  courbure  sont  les  mêmes  pour  les  deux  surfaces.  En 
comparant  de  même  la  formule  (20)  à  la  formule  analogue  pour  la  se- 
conde surface  on  voit  que  le  rapport  j-  ne  dépend  que  de  t. 

Les  formules  qui  précèdent  permettent  de  démontrer  très  simplement 
la  proposition  que  voici:  si  Ton  considère  sur  une  surface  minima  un 
point  non  singulier,  le  point  correspondant  sur  toute  autre  surface  de  la 
même  famille  sera  également  un  point  non  singulier;  si  le  premier  point 
est  un  point  de  ramification  d'ordre  n  —  2,  il  en  est  de  même  du  second. 

Supposons  (^[u'on  ait  pris  Taxe  des  z  parallèle  à  là  normale  à  la 
surface  S  au  point  considéré,  de  façon  que  la  valeur  de  îi  soit  nulle 
pour  ce  point.     On  pourra  toujours  choisir  la  variable  t  de  façon  qu'elle 

Aeta  mathematiea.     11.     Imprimé  le  8  Février  1888.  20 
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soit  nulle  aussi  pour  u  =  o  et  que  dans  le  voisinage  de  l'origine  les 
fonctions  H{t) ,  0{t)  aient  respectivement  les  formes  suivantes  ^ 

H{t)  =  P(0, 

^(0  =  r-'P,(0, 

P{t)  et  P^{t)  représentant  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  po- 
sitives de  t  et  ne  s'annulant  pas  pour  ^  =  o,  et  w  un  nombre  entier 
positif  au  moins  égal  à  2.  Cela  posé,  considérons  une  surface  de  la 
même  famille  représentée  par  les  équations  (23)  où  on  a  pris 

G^{t)  =  aG{t)  +  bH{t), 
n,{t)  =  cG{t)  +  dH{ty, 

faisons  subir  à  cette  nouvelle  surface  un  déplacement,  ce  qui  revient  à 
remplacer  dans  les  formules  (23)  G^  et  JETj  par  les  nouvelles  fonctions 
Ö,  et  H^, 

En  prenant  w  et  ?^  de  façon  que  mh  —  nd  =  o,  les  fonctions  G^{t)  et 
H^{t)  auront  dans  le  voisinage  de  l'origine  la  même  forme  que  les  fonc- 
tions G{t)  et  H{tyy  d'où  résulte  la  proposition  annoncée. 

8.  Revenons  à  la  surface  S^  représentée  par  les  équations  (14);  si 
dans  ces  équations  on  fait  varier  le  paramètre  f,  le  point  (rr^ ,  y,)  décrit 
une  branche  de  Thyperbole  ayant  pour  équation 

(.'^i^o  +  Viv^y — {^xv — Vi^y = {^^'0  +  my> 

qui  se  réduit  à  une  droite  si  Ton  a  xx^  +  î/lfo  =  o.  Par  suite,  lorsqu'on 
fait  varier  ^  de  —  co  à  +  06 ,  tous  les  points  de  la  surface  variable 
S^  décrivent  des  hyperboles  ayant  leurs  centres  sur  Taxe  des  z.    Mais  il 

*  Darboux,  Leçons  sur  la  théorie  générale  des  sur/aces^  p.  461. 
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est  à  remarquer  quil  n'y  a  qu'une  branche  de  l'hyperbole  qui  soit 
décrite;  pour  avoir  la  seconde  branche  il  faudrait  donner  au  paramètre 
k  qui  figure  dans  les  formules  (13)  des  valeurs  négatives. 

On  est  ainsi  conduit  à  se  poser  la  question  suivante.  Etant  données 
dans  un  même  plan  perpendiculaire  à  Taxe  des  z  deux  courbes  quelconques 
C ,  C^j  peut-on  choisir  la  surface  minima  S  passant  par  C  de  façon  que 
Tune  de  ses  dérivées  passe  par  la  coui:be  C\?  Les  propriétés  obtenues 
plus  haut  permettent  de  répondre  par  l'affirmative.  En  effet,  faisons 
correspondre  les  points  des  deux  courbes  6%  G^  où  les  tangentes  sont  pa- 
rallèles, et  donnons-nous  le  paramètre  ^.  Soient  x,y'yX^yy^  les  coor- 
données de  deux  points  correspondants  sur  les  courbes  C ,  C\  ,  d<r ,  da^  les 
éléments  d'arcs  correspondants,  de  telle  sorte  que  l'on  ait 

dx         dy         da 
Des  formules  (14)  nous  tirons 

X    ^y,  -ycoshy^^         ^^^    ^  da 

®  sinh  ^        '  '  °  sinh  f 

-  -rr-î  —  cosli  w 

X  coah  ç  —  X.  ,  ,    CUT  ^ 


posons  encore 
On  en  tire 


sinh^  ^^  sinh  9? 

dxl  +  dyl  +  dzl  =  dx'  +  dy\ 

dz^  =  dasji  —  f,  z^  ^ /^'  ~  f^^^' 


ou 

-,—  —   COsll  iD 

da 


siuh< 


Choisissons  le  paramètre  <p  de  façon  que  f  soit  inférieur  à  Tunité;  nous 
déterminons  une  courbe  gauche  C^  décrite  par  le  point  de  coordonnées 
^0  }  tfo  ^  ^0^  *^^^^  ^^^  ^^^  *^^^  correspondants  des  deux  courbes  C ,  C^ 
sont  égaux  et   les   éléments  correspondants  orthogonaux,  d'après  la  rela- 
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tion  dxdx^  +  ^^^o  "^  ^-  ^^  existe  donc  une  surface  minima  passant 
par  la  courbe  C  et  telle  que  la  courbe  correspondante  sur  la  surface 
adjointe  soit  précisément  C^.  Dans  les  formules  qui  donnent  cette  sur- 
face il  n'entre  qu'une  seule  quadrature  provenant  de  Téquation  qui  donne 
z^.  Si  on  applique  à  cette  surface  S  les  formules  (14),  on  reconnaît  par 
un  calcul  inverse  du  précédent  que  la  surface  dérivée  S^  passe  par  la 
courbe  C^. 

Considérons  en  particulier  une  surface  S  admettant  la  courbe  plane 
C  pour   ligne  de   courbure;  j-  étant  constant  le  long  de  cette  courbe,  le 

rapport  -p-  sera  constant  d'après  la  formule  (16)  et  par  suite  les  sections 

des  surfaces  dérivées  par  le  plan  de  la  courbe  C  seront  des  courbes  ho- 
mothétiques  à  la  première.  D'autre  part,  les  formules  (18)  nous  montrent 
que  j'^  sera  constant  -aussi  le  long  de  la  courbe  6\.  On  a  donc  le 
théorème  suivant: 

Si  une  surface  minima   S  adtnet  une  ligne  de  courbure  plane  C,  les 
surfaces  dérivées  de  /S^  avec  un  axe  de  dérivation  perpendiculaire  au  plan  de 
ht       .  cette  courbe  sont  coupées  par  ce  plan  suivant  des  lignes  de  courbure  homo- 

thétiques  à  la  courbe  C. 

Ainsi  on  peut  faire  dériver  les  surfaces  qui  admettent  une  ligne  de 
courbure  plane  des  surfaces  qui  admettent  pour  ligne  géodésique  une 
ligne  homothétique  à  celle-là.^  Pour  donner  une  application  de  cette 
propriété,  considérons  Talysséide  et  un  axe  de  dérivation  perpendiculaire 
à  un  plan  méridien;  les  surfaces  dérivées  admettront  une  chaînette  pour 
ligne  de  courbure  plane.  Or,  comme  la  dérivation  change  les  lignes  de 
courbure  planes  en  lignes  de  courbure  planes,  les  nouvelles  surfaces 
auront  encore  toutes  leurs  lignes  de  courbure  planes.  Ce  sont  les  sur- 
faces trouvées  par  M.  0.  Bonnet.^  Nous  voyons  que  cette  seule  pro- 
priété   d'une    surface    minima    d'admettre    pour    ligne   de   courbure    une 

:j  chaînette   permet  d'affirmer   que  toutes  les  autres  lignes  de  courbure  de 

]  la  surface  sont  également  des  courbes  planes. 

I  Si  une  surface  minima  admet  une  ligne  de  courbure  plane  C,  les 

3  surfaces    associées    coupent    un    cylindre    ayant    pour   section   droite  une 

l  courbe    semblable    à    G   suivant   une    ligne  géodésique  et  sous  un  angle 

\  ^ ^ : 

*  Voir  S.  Lie,  Mathematische    Ânnalen,  t.   15,  p.  477* 
:-  '  Comptes   rendus,  t.  41,  p.   1057;   1855. 
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constant.  Le  théorème  qui  précède  rapproché  de  la  remarque  faite  à  la 
fin  du  paragraphe  5  nous  donne  ce  nouveau  théorème: 

Si  une  surface  minima  coupe  un  cylindre  suivant  une  ligne  géodésique 
et  sous  un  angle  constant,  les  surfaces  dérivées  avec  un  axe  de  dérivation 
parallèle  aux  génératrices  du  cylindre  coupent  un  cylindre  homothétique  au 
premier  suivant  une  ligne  géodésique  et  sous  un  angle  constant.^ 

En  particulier,  on  peut  faire  dériver  les  surfaces  qui  admettent  une 
ligne  asymptotique  hélicoïdale  des  surfaces  qui  passent  par  une  ligne  droite. 

9.  Lorsqu'une  surface  minima  passe  par  une  droite  réelle,  on  sait 
que  cette  droite  est  un  axe  de  symétrie  pour  la  surface,  et  de  même 
lorsqu'une  surface  minima  admet  une  ligne  géodésique  plane,  le  plan  de 
cette  ligne  est  un  plan  de  symétrie  pour  la  surface.  Ces  théorèmes 
peuvent  être  généralisés  au  moyen  des  surfaces  dérivées. 

Considérons  une  surface  minima  S  ayant  une  ligne  de  courbure 
plane  C  dans  le  plan  des  xy;  soient 

x  =  ^{t),       y  =  <p{t) 

les  équations  de  cette  courbe,  a  Tare  compté  à  partir  d'un  point  fixe  et 
ù)  Tangle  constant  sous  lequel  la  surface  coupe  le  plan  des  xy.  La 
courbe  correspondante  à  C  sur  la  surface  adjointe  S^  sera  une  hélice 
tracée  sur  un  cylindre  ayant  pour  section  droite  une  courbe  homothétique 

à  C  que  Ton  aurait  fait  tourner  de  -  autour  de  l'origine;  soient 

Xq  =  —  y  cos  ûi,         i/o  =  ^  cos û),         ^0  =  <^ sin  w 
les  équations  de  cette  courbe.     Posons 

I  +  cosû; 


6^^  =  , 

I    —  COS  €0 


on  en  tire 


,            r  +  COS  ûi             .   ,               2  cos  w 
cosh  ç  = i~ ,  smh  ç  == =-  . 


Le    paramètre    f>    étant    choisi    de  cette  façon,  considérons  la  surface  8^ 


^  Voir  S.  Lie,  Mathematische   Annalen,  t.   15,  p.  477. 
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représentée  par  les  équations  (14);  pour  tout  point  de  la  courbe  G  on 
aura,  d'après  les  valeurs  de  ^r^ ,  «/^ , 

^1  =  ^j         Vi  ^Vj         ^1  =  o- 

c'est-à-dire  que  la  surface  dérivée  S^  passera  également  par  la  courbe  C. 
D  autre  part,  les  formules  (18)  nous  donnent,  pour  les  cosinus  directeurs 
de  la  normale  à  la  nouvelle  surface  le  long  de  la  courbe  C, 

«1  =  ^^         ßi  "=  ßy         Ti  =  —  cosû>; 

nous  voyons  que  les  plans  tangents  aux  deux  surfaces  S  et  S^  en  un 
même  point  de  la  courbe  G  sont  symétriques  par  rapport  au  plan  des 
xy.  Imaginons  maintenant  que  Ton  prenne  la  surface  symétrique  de  S^ 
par  rapport  au  plan  des  xy^  la  nouvelle  surface  ainsi  obtenue  S[  passera 
encore  par  la  courbe  G  et  aura  le  même  plan  tangent  que  la  surface  S 
tout  le  long  de  cette  courbe.  Donc,  d'après  une  proposition  bien  connue 
de  la  théorie  des  surfaces  minima,  les  surfaces  S  et  S[  coïncident.    Ainsi  : 

Lorsqu'une  surface  minima  S  admet  une  ligne  de  courbure  plane  située 
dans  un  plan  P,  si  on  prend  la  dérivée  de  la  portion  de  surface  située  dun 
côté  du  plan  P  avec  un  axe  de  dérivation  perpendiculaire  à  ce  plan  et  un 
paramètre  convenable,  puis  la  surface  symétrique  de  cette  dérivée  par  rapport 
au  plan  P,  on  retrouve  la  portion  de  la  surface  primitive  S  située  de  Vautre 
côté  de  ce  plan. 

Cette  proposition  comprend  évidemment  comme  cas  particulier  le 
théorème  rappelé  plus  haut  sur  les  surfaces  à  lignes  géodésiques  planes. 
On  fait  ainsi  correspondre  les  sections  des  deux  nappes  de  la  surface  S 
équidistantes  du  plan  P  et  les  points  de  ces  deux  sections  où  les  tan- 
gentes sont  parallèles.  Il  est  aisé  de  trouver  comment  sont  disposés  sur 
la  sphère  les  images  sphériques  de  deux  points  correspondants  3f,  M 
de  la  surface  S.  Soient  a  ,  ^ ,  /^  ;  a' ,  /? ,  ;-'  les  cosinus  directeurs  des  deux 
normales  aux  points  M  et  M.  Au  moyen  des  formules  (18),  nous  ob- 
tenons les  relations: 

,  ^  a  sin'w 

1  +  cos'û;  —  2y  cos  eu  ' 

o» ß  siQ*^<^ 

^  I  +  cos*û;  —  2;'COSro' 

,  2  COS  io  —  y{i  +  cos'û;) . 

'  I   -h  C08*€e;  —  2y  COS  m 
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ces  relations  expriment,  il  est  aisé  de  le  vérifier,  que  la  droite  qui  joint 
les  deux  points  m{a  y  ß  y  j-)   et  m'(a',  ^, /-')  de  la  sphère  va  couper  Taxe 

Oz  en  un  point  Q  de  coordonnées  ix  =^  y  =  o  y  z  = j.     Ce  point  Q 

est  précisément  le  pôle  dû  petit  cercle  de  la  sphère  qui  est  l'image  sphé- 
rique  de  la  ligne  de  courbure  plane  C  On  peut  donc  dire  que  les  images 
sphériques  des  deux  points  M ,  M  sont  symétriques  par  rapport  au  petit 
cercle  qui  est  Tiinage  sphérique  de  la  ligne  de  courbure  plane  considérée. 
J'appelle  points  symétriques  par  rapport  à  un  petit  cercle  deux  points  tels 
que  la  droite  qui  les  joint  va  passer  par  le  pôle  du  plan  de  ce  cercle. 
On  a  un  «théorème  analogue  au  précédent  pour  les  surfaces  minima 
qui  admettent  une  ligne  asymptotique  hélicoïdale.  Soient  x  yy  y  z  les 
coordonnées  d'un  point  de  cette  hélice,  w  l'angle  de  la  tangente  à  l'hélice 
avec  le  plan  horizontal;  la  courbe  correspondante  sur  la  surface  adjointe 
sera  une  courbe  plane  représentée  par  les  formules 

y  ^ 


CCS  (O  *^"  CCS  O) 


Cela  posé,  prenons  pour  le  paramètre  h  qui  figure  dans  les  formules  (13) 
la  valeur  négative 


I  —  CCS  10 


les  formules  (14)  seront  remplacées  par  les  suivantes 

I  +  cosVtf  2  ces  10 

^1  ~  ~^      8in*û»""  +  ^«    sinV*;   ' 

I    +  COsV«;  2  CCS  ù) 

^1  "■  ~y~~^^o  ^0    sin'ûi   ' 

Z^=    Zy 

et  on  aura  de  même  pour  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la  nouvelle 

surface 

—  a  sin'û) 

*  I    +   COsVtf  —  2y  pOS  O)  ' 

^    — ß^Xn^co 

'  *  I    +   C08*«>  —  2y  ces  ù)  ' 

r(i  +  cosVtf)  —  2  cosrtf 

'  ^  I    +  COS'ft»  —  2y  CCS  (0 
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Si  on  applique  ces  formules  à  un  point  de  Thélice  on  aura 

^i  =^j  2/1  =  Vj  h  =  ^^ 

«j  =  —  a,         /9,  =  — yî,         T^~—  cosû>; 

par  conséquent  la  nouvelle  surface  passe  e.ncore  par  cette  hélice  et  elle 
admet  le  même  plan  tangent  que  la  première  tout  le  long  de  cette 
courbe.  Donc  les  deux  surfaces  se  confondent.  Ainsi,  lorsqu'une  surface 
minima  réelle  admet  une  ligne  asymptotique  hélicoïdale^  les  deux  nappes  de 
la  surface  se  déduisent  Vune  de  Vautre  par  une  dérivation  convenable,  Taxe 
de  dérivation  étant  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre.  Les  points  cor- 
respondants sont  dans  un  même  plan  perpendiculaire  aux  génératrices  du 
cylindre  et  les  tangentes  à  la  section  de  la  surface  par  ce  plan  aux  points 
correspondants  sont  parallèles.  Les  images  sphériques  de  ces  deux  points 
sont  encore  symétriques  par  rapport  au  petit  cercle  qui  est  Timage  sphé- 
rique  de  la  ligne  hélicoïdale. 

1 0.  Nous  allons  appliquer  les  considérations  qui  précèdent  à  quel- 
ques surfaces  minima.  Prenons  d  abord  la  surface  du  neuvième  ordre 
d'ENNEPER,  que  Ton  obtient  en  supposant  que  la  fonction  %{u)  se  réduit 
à  une  constante  réelle;  toute  surface  de  la  même  famille  aura  une  fonc- 
tion caractéristique  de  la  forme 

Ces  surfaces  dépendent  par  conséquent  de  quatre  constantes  réelles  seule- 
ment. Il  est  aisé  de  reconnaître  que  toutes  ces  surfaces  sont  semblables 
à  la  surface  primitive.  En  effet,  faisons  subir  à  la  surface  minima  ayant 
pour  fonction  caractéristique  la  fonction  précédente  le  déplacement  qui 
correspond  à  la  substitution  linéaire 

mv  +  n 
u  = ; 


la  fonction  caractéristique  de  la  surface  minima  dans  sa  nouvelle  position 
se  réduira  à  une  constante  aé^'y  a  et  b  étant  réels.  La  surface  est  donc 
homothétîque   à   une  surface  associée  à  la  surface  d'ExNEPER,  et  on  sait 
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que  cette  dernière  est  superposable  à  ses  associées.  Du  reste,  on  se  rend 
compte  de  ce  fait  a  priori,  si  on  remarque  que  la  surface  d'ENNEPER  est 
la  seule  surface  minima  algébrique  à  lignes  de  courbure  planes  et  que, 
dans  une  dérivation,  les  lignes  de  courbure  planes  se  changent  en  lignes 
de  courbure  planes. 

Considérons  en  second  lieu  la  famille  de  surfaces  minima  à  laquelle 
appartient  Talysséide.     Si   on  prend   pour  axe  des  z  l'axe  de  Talysséide, 

la  fonction  caractéristique  sera  -§;  toute  autre  surface  de  Ija  même  fa- 
mille aura  une  fonction  caractéristique  de  la  forme 

A 


on 


J> 


(u-«)>-^)" 

un  des  facteurs  u  —  a  ,  w  —  ß  pouvant  se  réduire  à  Tunité.  Ces  surfaces 
dépendent  donc  de  six  paramètres  arbitraires  réels.  D'une  manière  gé- 
nérale, on  peut  dire  que  cette  famille  se  compose  des  surfaces  minima, 
no7%  algébriques,  à  lignes  de  courbure  planes,  et  des  surfaces  associées  à 
celles-là.  Pour  obtenir  les  surfaces  dérivées  de  Talysséide,  supposons 
Taxe  de  dérivation  perpendiculaire  à  un  plan  méridien  et  prenons  cet 
axe  pour  axe  des  z.  Les  expressions  des  coordonnées,  d'un  point  de  Talys- 
séîde  auront  la  forme  suivante: 

X  =  aji, 

y  =  a  COS  A  cosh/i, 

^  —  a  sin  A  cosh/i, 

X  tt  fi  étant  les  paramètres  des  lignes  de  courbure.  On  aura  de  même 
pour  la  surface  adjointe 

f^o  =  aXj 
y^  —  asinAsinh/x, 
;8?^  =  —  a  cosA  sinh/i. 

Appliquons  à  cette  surface  les  formules  générales  (14);  nous  trouvotis 
pour  les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface  dérivée 

x^  =  afi  cosh  fp  —  a  sin  A  sinhyu  sinh  ^, 
y^  =2  a  cos  A  cosh  yu  cosh  ^  +  aX  sinh  ^, 


z^  =  a  sin  A  cosh /i; 


Aeta  mathematitn.    11.    Imprimé  1«  8  Férrler  1RR8. 
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si  on  divise  par  a  cosh  ^  et  qu'on  pose  tghjp  =  Ä,  ces  formules  devien- 
nent: 

x^  =^  JUL  —  A  sin  A  sinh/i, 

y^  =  cosAcosh/x  +  AA, 

z^  =  y/i  _Ä»  sin  A  cosh/i. 

Il  est  aisé  de  reconnaître  qu'elles  sont  équivalentes  aux  formules  données 
par  M.  Dakboux  {loc.  cit.  p.  315).     Le  plan  tangent  a  pour  équation 

X  sinh)M  —  r  cos  A  +  Z\  -.  cosh/i 1 

^  Lv/i— A*  v^i— A'J 

=  A  sin  A  —  AA  cos  A  +  /*  sinh/x  —  oosb/i. 

D'une  manière  générale,  proposons-nous  de  déterminer  toutes  les  familles 
de  surfaces  minima  qui  dépendent  de  moins  de  huit  paramétras  réeli. 
Cela  revient  à  chercher  les  fonctions  fj(i*)  telles  que  les  fonctions 


u  +  qy^Xpu  +  qj 


(p 

qui  paraissent  dépendre  de  quatre  constantes  complexes,  ne  dépendent  en 
réalité  que  d'un  moindre  nombre  de  constantes.  S'il  en  est  ainsi,  la 
fonction  précédente  sera  identique  à  elle-même  pour  une  infinité  de  va- 
leurs des  paramètres  ^  ,  tn ,  91 ,  jp  ,  9,  formant  une  suite  continue.  En 
particulier  on  pourra  prendre  pour  ces  paramètres  des  fonctions  continues 
d'une  variable  t  telles  que  l'on  ait  identiquement 


(pu 


et    nous    supposerous    de   plus,   pour  6xer  les  idées,  que  pour  la  valeur 
^  =  o,  on  a 

A  =  m  ^  q  =  1,         n  =  p  =  o. 

Egalons   à   zéro  la  dérivée  de  la  fonction  précédente  par  rapport  au  pa- 
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rsmètre  t;  il  vient,  en  désignant  par  A',  m',n',  p',  q'  les  dérivées  de 
A,m,n,p,q 

A'ipu  +  g)  —  4A{p'u  +  g*)      /mu  +  n\ 
(pu  +  qY  "\p«  +  g/ 

+  (^^nr^K^'«*  +  »»OCi»«*  +  ?)  -  («»«*  +  «)(?'«* +?')]^'(^^)  =  o. 

Cette  relation  est  satisfaite  identiquement  si  on  a 

j£  =  É  —  ^—!!!l  —  !!l 
4A       p        q         m        n 

ou 

A* p  q  m n 

Jij ,  Wj  >  ^1  >  i>i  >  ?!  étant  les  valeurs  des  paramètres  pour  une  valeur  par-' 
ticulière  t^  de  la  variable  t.  Ce  résultat  était  évident  à  priori  d'après 
l'homogénéité  de  la  fonction  caractéristique.  Laissant  de  côté  ce  cas 
singulier,  faisons  ^  =  o  dans  la  relation  précédente;  nous  voyons  que  la 
fonction  ^{u)  doit  satisfaire  à  une  équation  di£Perentielle  de  la  forme 

S^(u)  4au  +  b       ^ 

mu)  "^  au*+  eu  +  d  ' 

a  ,  b  j  Cy  d  étant  des  constantes  indépendantes  de  u.    L'intégration  ne  pré- 
sente aucune  difficulté.     Nous  distinguerons  plusieurs  cas: 
1^     Soit  a^o;  si  l'équation 

au^  +  ctt  +  ^^  =  o 

a  deux  racines  distinctes  a ,  ß,  l'équation  pourra  s'écrire 

Wju) fc        I    fe  +  4^ 

gf(w)        u—a^u--ß  ' 

et  on  en  tire 

(A)  Î?W  =  ^(— ^.' 
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2^    Soit  a  ^  o;  si    l'équation  au^  +  cw  +  rf  =  o  a  ut^e  racine  double 
a,  on  aura 


On  en  tire 


C         ^ 

u—a  , 


3°.     Soit  a  =  o  ,bc^o.     On  aura 

3(«)        w-a' 
et  par  suite 

(C)  î?(w)  =  6'(«  -  «)*; 

4°.     Soit  a  =  o,c  =  o,i^o.     L'équation  différentielle  devient 

5'(«) 


S(«) 
et  on  en  tire 


=  k, 


(D)  g:(M)  =  CV"; 
5°.     Soit  a  =  o ,  6  =  o.     On  aura 

(E)  gf(«)  =  C. 

Il  est  visible  que  les  formes  (C)  .et  (E)  ne  sont  que  des  oas  particuliers 
de  la  forme  (A) 

qui  caractérise  la  famille  de  surfaces  minima  dont  fait  partie  la  surface 
ayant  pour  fonction  caractéristique 

cette  dernière  surface  est  applicable,  comme  on  sait,  sur  une  surface  de 
révolution  ou  sur  une  surface  spirale.  Comme  cette  surface  est  super- 
posable  ou  semblable  à  ses  associées,  il  était  certain  a  yriori  que  la  fa- 
mille de   surfaces  minima   dont  elle   fait  partie  ne  pourrait  dépendre  dé 
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huit  pçiraraètres  réels  arbitraires.     Si  k  est  quelconque,  le  nombre  de  ces 
paramètres  sera  égal  à  6;  il  s'abaisse  jusqu'à  4  pour  la  surface  d'ENNEPER. 
Les  formes  (B)  qt  (D)  sont  .elles-mêmes  des  cas  particuliers  de   la 
forme  suivante 

cette  fonction  %{u)  ne  dépend  que  de  trois  constantes  complexes.  Elle 
reprend  en  effet  la  même  valeur  si  on  replace  w ,  w  ,^,  q  par 

km  +  4kpLk  ,  kn  +  4kqLk  ,  kp ,  kq^ 

k  étant  une  constante  quelconque.  Si  on  fait  subir  à  la  surface  minima 
qui  a  pour  fonction  caractéristique  la  fonction  précédente  un  déplacement 
réel  convenable,  il  est  facile  de  démontrer  qu'on  peut  la  ramener  à  avoir 
pour  fonction  caractéristique  une  fonction  de  la  forme 

a  ,  b  j  c  étant  réels. 

11.  Imaginons  que  nous  ayons  pris  un  axe  de  dérivation  quelconque, 
passant  par  Torigine,  faisant  avec  les  axes  de  coordonnées  des  angles  de 
cosinus  Uiybij  Ci  et  soit  ^,  le  paramètre  de  dérivation.  Les  formules  (16) 
et  (17)  deviennent 

(16')  (ISi  =  [coshj^^i  —  (a^a  +  b^ß  +  Cif)  öinh^J^/5, 

Cl  7')  (lAi  =  [cosh ^i  — .  {UiOL  +  bfß  -[-  6*,/')  shûx^iYdA. 

Supposons  que  nous  aypns  pris  cinq  surfaces,  dérivées  d'une  même  surface 
Sf  avec  des  axes  et  des  paramètres  de  dérivation  quelconques.  Entre  les 
cinq  formules  analogue^  à  la  formule  (16')  nous  pourrons  éliminer  a,y9, 
jr  y  ds]  par  suite,  en^re  les  longueurs  des  ,ßrcs  correspondmts  de  ces  cinq 
mir  faces  il  existe  une  relation  linéaire  et  homogène  à  coefficients  constants. 
Il  peut  arriver  d  ailleurs  qu'on  ait  une  relation  de  cette  espèce  en  prenant 
moins  de  cinq  surfaces.  Considérons  par  exemple  quatre  surfaces  dé- 
rivées d'une  même  surface  par  rapport  à  Jquatre  axes  situés  dans  un 
même  plan  que  nous  prendrons  pour  plan  dos  xz\  les  formules  analogues 
à  la  formule  (16')  ne  contiendront  plus  que  a  et  ;-  et,  en  éliminant  a  y  y 
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Gt  <is  on-  aura  une  relation  linéaire  et  homogène  entre  les  longueurs  des 
arcs  correspondants  de  ces  quatre  surfaces. 

Prenons  encore  trois  surfaces  dérivées  de  la  première  suitiMit  un 
même  axe^  que  nous  prendrons  pour  axe  des  z]  on  aura  les  trois  relations 

ds^  =  [cosh^j  — /^sinh^Jöfej 

ds^  =  [cosh  ^j  —  j'sînh  f>y]ds, 

ds^  =  [c4jshjp,  — fBinh^^^ds. 
On  en  déduit 

sinh(j^2  —  f^»)^i  +  sinh(jz?3  —  Pi)d8^  +  sinh(ji?j  —  f^a)^«»  =  o 

et  par  suite 

s,  sînh  (j^,  —  f>,)  +  s^  sinh  (j^,  —  jtJ  +  5,  sinh  (j^,  —  ^,)  -  o. 

On  verra  de  même,  en  partant  de  la  formule  (17')?  q^'îl  existe  une  re- 
lation linéaire  et  homogène  à  coefficients  constants  entre  les  aires  cor- 
respondantes: 1°  de  dix  surfaces  dérivées,  lorsque  les  axes  et  les  para- 
mètres de  dérivation  sont  quelconques;  2®  de  sept  surfaces,  lorsque  les 
axes  sont  dans  un  même  plan;  3®  de  quatre  surfaces  dérivées  suivant 
un  même  axe. 

13.  La  plupart  des  considérations  précédentes  s'appliquent^  avec 
quelques  changements,  aux  surfaces  minima  imaginaires.  Soient  f^  F^ 
deux  courbes  minima  quelconques  représentées  par  les  équations 


X  =  2A{t), 


l\ 


Z,  =  2C\(r), 


r=2B(o, 

IZ=  2Ü(/), 

et  soit  S  la  surface  minima,  en  général  imaginaire,  qui  est  le  lieu  des 
milieux  des  cordes  joignant  un  point  de  T  à  un  point  de  T^,  surface  fe-* 
présentée  par  les  équations 

{x=^A{t)  +  Ä,{T), 
y  =  B{t)  +  B,{r\ 
z  =  C(0  +  C,(r). 


5 
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Supposons  que  l'on  applique  à  la  courbe  F  une  transformation  hoino- 
graphique  conservant  le  cercle  de  l'infini,  et  une  autre  transformation  de 
même  nature  à  la  courbe  I\,    On  obtient  deux  autres  courbes  minima 


r;  =  2«,(t), 
z;  =  2e.(T), 


Z'=  2^(0, 

Y'  -  2«(0,  l\ 

.Z'  =  2<B.{t), 

et  une  nouvelle  surface  minima  S  représentée  par  les  équations 

%'  =  a{t)  +  a.(r), 

5'     y'  =  a(0  +  S,(r), 

z'  =  <s(0  +  e,(0- 

Nous  venons  d'étudier  le  cas  où  les  deux  courbes  F,  F^  sont  imaginaires 
conjuguées  et  où  on  applique  à  ces  deux  courbes  des  déplacements  ima- 
ginaires conjugués.  Considérons  maintenant  le  cas  général;  nous  al- 
lons voir  que  les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface  S"  s'expriment  linéaire- 
ment au  moyen  des  coordonnées  de  deux  points  correspondants  de  la  surface 
S  et  de  la  surface  adjointe  S,. 

On  a  pour  expressions  des  coordonnées  d'un  point  de  S^ 


S. 


X. 


i[A{t)^A,{r)], 
y„  =t[B(0-P.(r)], 


et  par  suite 


X  —  ix^  =  2A{t), 

y  —  iVo  =  2ß(^x 

z  —  k^  =  2G{t)f 


x  +  ix^  =  2A^{t), 

y  +  iyo  =  2Bi(r), 


D'ailleurs  fll(f) ,  SB(^) ,  (?(^)  sont  des  fonctions  linéaires  à  coefficients  con- 
stants de  Alt) ,  B{f) ,  C{t);  de  même  a,(r) ,  ^.{t)  ,  ^^(r)  sont  des  fonc- 
tions  linéaires  à  coefficients  constants  de  J,(r) ,  J3j(r) ,  C\(r).  Par  suite 
x\y\  z*  s'exprimeront  linéairement  au  moyen  de  x  ^  y  ^  z  j  x^  ^  y^  ^  z^. 
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Je  suppose  maintenant  que  les  deux  transformations  appliquées  aux 
courbes  /^, /^i  se  réduisent  à  deux  déplacements  indépendants  l'un  de 
l'autre;  Faisons  correspondre  les  points  des  deux  surfaces  8 ,  S'  qui  ré- 
pondent aux  mêmes  valeurs  de  t  et  de  r;  alors  les  Vignes  de  courbure  et 
les  lignes  asymptotiques  se  corr,èspondent  respectivement  sur  ces  deux  surfaces. 
On  le  démontre  facilement  eii  prenant  les  équations  de  ces  surfaces  sous 
la  forme  générale  qui  précède.  Désignons  pour  abréger  par  A'^  R,  C", 
A'\  B'%  G";  A[,B[,  C[ ,  A\' ,  B[' ,  C['  les  dérivées  de  A  ,  B ,  C]  A,,  B,,  C, 
prises  par  rapport  à  ^  et  à  r  respectivement.     Des  relations 

A'A'' .+  B'B"  +  ce  =  o 


on  tire 


posons 


A  B'  C 


m- 


B'G"  —  CE"        C'A"  —  AC"        ÄB"  —  B' A'  ' 
Air  —  h' A"        B'C"  —  C'B"        C'A"  -^  AC" 


Soient 


C'  A'  B' 

a  h  c 
a'  V  c' 
a"     è"     c" 

les  coefficient«  d'une  substitution  orthogonalie  de  déterminant  +  i  ;  des 
égalités  précédentes  on  tire 

^  '~  aA  +  bB'  +  cC 

_  {a' A  +  VB'  +  c'G'Xa"Ä"  +  h"B"  +  c"C")  -  {a"  A  -f  V'B'  +  c"C')(a'A"  +  h'B"  +  c'C") 

aA  +  hB'  +  cG' 

On  voit,  donc  que  I{t)  est  un  invariant  relativement  à  toute  substitution 
orthogonale  de  déterminant  +  i  effectuée  sur  les  fonctions  A  ,  B  j  C. 
De  même,  si  on  pose 

Tfs_  A\B['  —  B\A["      B[C['  —  G[B['  _  C[A\'  —  A[G[' 
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i,(r)  sera  un  invariant  relativement  à  toute  substitution  orthogonale  de 
déterminant  +  i  effectuée  sur  les  fonctions  Ä^jB^,C^.  On  sait  que 
réquation  différentielle  des  lignes  asymptotiques  de  la  surface  S  est 


rfr'  =  o, 


ou,  en  développant  et  en  supprimant  le  facteur  commun  A'A[  +  RRi  +  CCiy 

m 

De  même  l'équation  différentielle  des  lignes  de  courbure  sera. 


A 

A" 

A 

B 

B" 

Bî 

dt'  + 

a 

C 

Cl 

A[ 

A' 

A' 

B[ 

R 

b: 

C^ 

a 

67 

dx     dy     dz 
u       V      w 
du     dv     dtv 


—  o 


ou 


w  =  FC;  —  CB[,         V  =  CÄ[  —  A'C[,         tv  =  Ä'B[  —  RAU 

en  développant  et  réduisant  les  termes  semblables,  il  vient  pour  cette 
équation 

I{t)dt'  +  /,(r)rfr'  =  o. 

Puisque  I{t) ,  I^{t)  sont  des  invariants  relativement  à  toute  substitution 
orthogonale  de  déterminant  +  1 9  on  voit  aussitôt  que  ces  équations  sont 
les  mêmes  pour  les  deux  surfaces  S  et  S':  d'où  résult.e  la  proposition 
générale  énoncée  plus  haut. 

Ce  théorème  se  démontre  aussi  très  simplement  au  moyen  des  formules 
de  M.  Weierstrass.  Regardons  les  deux  courbes  minima  T,  I\  comme 
les  arêtes  de  rebroussement  des  deux  développables  enveloppes  des  plans 

({i—u^X+i{i+u^)Y+2uZ  +  4f{u)    =0, 


l(,  ^u])X  -t(i  +  «Î)F+  2w,Z+  4/;<«i)  -  o; 

AcU  wuithfmmtiêm.    11.    Tmprlm«  le  10  Février  1888. 
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la  surface  minima  S  sera  représentée  par  les  équations 


X, 


ou 


^{u)  =  r{u\  .  Si(t^)=/rw. 


Les  lignes  de  courbure  et  les  lignes  asymptotîques  seront  données  par 
les  équations  différentielles 

^{u)du^  —  ^i{u,)du\  =  o, 
^{u)du^  +  ^^{;u^)du\  =  o. 

Si  on  suppose  maintenant  que  les  courbes  JT,  F^  subissent  des  déplace- 
ments, les  fonctions  g?(w) ,  ff,(Wj)  sont  remplacées  par  des  fonctions  ®(t;), 
®i(^i)  ^^  1*  forme  suivante 

et  les  équations  différentielles  des  lignes  de  courbure  et  des  lignes  asymp- 
totiques  deviennent  respectivement 

®{v)dv'' —  @,{v,)dv]  =  0, 
®{v)dv^  +  @,{v,)dv]  =  o; 

ces  équations  sont  identiques  aux  premières  où  Ton  aurait  fait  le  change- 
ment de  variables 


u  = 


mv  +  n 
pif  +  q^ 


n. 


Nous   voyons   de    plus   que,   si   on  connaît  Timage  sphérique  d'une  ligne 
de  la  première  surface,  pour  avoir  l'image  sphérique  de  la  ligne  corres- 
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pondante  de  la  seconde  surface,  il  suffit  de  faire  la  transformation  pré* 
cédente;  Une  telle  transformation  change  les  cercles  en  cercles;  par  suite 
toute  ligne  de  courbure  plane  se  change  en  une  ligne  de  courbure  plane 
et  toute  ligne  asymptotique  hélicoïdale  en  une  ligne  asymptotique  hé- 
licoïdale. 

Pour  donner  un  exemple  de  la  transformation  générale  qui  précède, 
reprenons  la  surface  représentée  par  les  équations  (14)  [§  6].  Rien  n'em- 
pêche de  supposer  que  la  surface  S  d'où  l'on  part  est  imaginaire  ainsi 
que  le  paramètre- ft;  les  propositions  qui  ont  été  démontrées  sont  encore 
vraies  dans  ce  cas.  La  surface  S  étant  considérée  comme  le  lieu  des  mi- 
lieux des  cordes  qui  joignent  un  point  d'une  courbe  minima  JT  à  un 
point  d'une  autre  courbe  minima  I\j  on  obtiendra  la  nouvelle  surface 
minima  représentée  par  les  équations  (14)  en  faisant  subir  aux  deux 
courbes  F ,  F^  des  rotations  égales  et  de  sens  contraires  autour  de  l'axe 
Oz.     Je  dirai  encore  que  la  nouvelle  surface  est  dérivée  de  la  première. 

13.  Nous  avons  vu  au  paragraphe  6  que  deux  surfaces  minima  dé- 
rivées l'une  de  l'autre  jouissaient  de  la  propriété  suivante.  Si  on  considère 
les  sections  de  ces  deux  surfaces  par  un  même  plan  perpendiculaire  à 
Taxe  de  dérivation  et  qu'on  fasse  correspondre  les  points  de  ces  deux 
sections  où  les  tangentes  sont  parallèles,  on  obtient  un  mode  de  corres- 
pondance entre  les  deux  surfaces  tel  que  Tangle  de  deux  courbes  quel- 
conques tracées  sur  l'une  d'elles  est  égal  à  l'angle  des  courbes  corres- 
pondantes sur  l'autre  surface«  On'  exprime  ce  fait  en  disant  que  les 
deux  surfaces  sont  appliquées  conformément  l'une  sur  l'autre.  Cette  pro- 
priété appartient  aussi  aux  surfaces  de  révolution.  Soit  Oz  l'axe  de  la 
surface  et  • 

l'équation  de  la  méridienne  dans  le  plan  des  xz]  l'élément  linéaire  sera 
donné  par  la  formule 

ds^  =  ^\z)iW  +  [i  +  ip'\z)^dz\ 

(i)  désignant  l'angle  d'un  plan  méridien  avec  le  plan  xOz.    Soit  maintenant 
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la  raéridienne  d'une  autre  surface  de  révolution,  dont  Téléniènt  linéaire 
sera  donné  par  la  formule 

dsl^  il>\z)(la)^  +  [i  +  4>'\z)]dz\ 

Faisons  correspondre  les  points  des  deux  surfaces  qui  répondent  aux  mêmes 
valeurs  de  ^  et  de  û;;  pour  que  ces  deux  surfaces  soient  appliquées  con- 
formément Tune  sur  Tautre,  il  faut  et  il  suffit  que  le  rapport  -r^  ne 
dépende  que  de  w  et  de  if,  c'est-à-dire  que  Ton  ait 

La  première  surface  étant  donnée,  on  connaîtra  la  fonction  jr  et  on  aura 
pour  déterminer  ^  une  équation  différentielle  du  premier  ordre  admettant 
^  comme  intégrale  particulière.  Il  est  aisé  d'interpréter  la  relation  (24); 
soient  C ,  (7  les  deux  méridiennes  du  plan  xOz ,  M  et  M'  deux  points  de 
ces  courbes  situés  sur  une  même  parallèle  MM'P  à  l'axe  Ox.  La  for- 
mule (24)  exprime  précisément  que  la  projection  de  MP  sur  la  normale 
MN  à  la  courbe  C  est  égale  à  la  projection  de  M'P  sur  la  normale 
M'N'  à  la  courbe  C 

Supposons  en  particulier  que   la  première  surface   soit   un  cylindre 
de  révolution;  alors  f}{z)  =  a  et  l'équation  (24)  devient 


L'intégrale  générale  est 


elle  représente  des  chaînettes  égales  tangentes  à  la  dcoite  a;  =  a,  qui  est 
alors  une  intégrale  singulière.  Ceci  nous  conduit  à  quelques  propriétés 
curieuses  de  Talysséide.  Si  on  considère  l'alysséide  et  le  cylindre  cir- 
conscrit suivant  le  cercle  de  gorge  et  qu'on  fasse  correspondre  les  points 
des  deux  surfaces  situés  sur  une  même  droite  perpendiculaire  à  Oz  et 
rencontrant  cet  axe,  les  angles  se  conservent  dans  ce  mode  de  corres* 
pondance.     Les  lignes  asymptotiques  de  l'alysséide  ont  pour  transformées 
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des  hélices  inclinées  à  45^  sur  les  génératrices  du  cylindre,  de  sorte  que 
ces  lignes  asymptotiques  sont  à  l'intersection  de  Talysséide  et  des  hélicoldes 
ayant  Oz  pour  axe  et  égaux  à  Thélicolde  adjoint. 

Si  on  développe  ensuite  la  surface  clu  cylindre  sur  un  plan,  on  ob- 
tiendra une  carte  de  la  surface  de  Talysséide  dans  laquelle  les  lignes  de 
courbure  seront  représentées  par  deux  faisceaux  rectangulaires  de  droites 
parallèles. 

• 

1 4.  Nous  sommes  ainsi  amenés  à  Texamen  de  la  question  suivante 
de  Géométrie,  par  lequel  je  vais  terminer.  Etant  données  deux  surfaces 
quelconques  8\  S^,  on  prend  les  sections  des  deux  surfaces  par  un  plan 
variable  parallèle  à  un  plan  fixe,  et  on  fait  correspondre  les  points  de 
ces  deux  sections  où  les  tangentes  sont  parallèles:  dans  quels  cas  obtient^ 
on  une  application  conforme  des  deux  surfaces  Tune  sur  Tautre  par  ce 
mode  de  correspondance? 

Je  prends  le  plan  fixé  pour  plan  des  xy  et  j'appelle  a; ,  y  ,  ^  ;  0;^ ,  y, ,  ^ 
les  coordonnées  de  deux  points  correspondants  des  deux  surfaces;  ces 
coordonnées  sont  supposées  exprimées  en  fonction  de  deux  variables  in« 
dépendantes  a ,  ß.  D'après  l'énoncé  du  problème,  on  aura  d'abord  la 
relation 

(25)  dx\  +  dy\  +  dz"  =  k{dx^  +  dy^  +  dz^). 

D'autre  part,  le  plan  tangent  à  la  première  surface  aura  pour  équation 

(^-<r;-^l)+(^-<r;-r:^;) 

.+(^-')(S|-g|)-°. 

et  le  coefficient  angulaire  de  la  trace  de  ce  plan  sur  le  plan  des  xy  sera 

dydfi  dzdy 
dadß  dadß 
dx  dz  dz  dX 

•  dadß       dadß 
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et  on  aura  une  expression   toute  pareille  pour  le  plan  tangent  à  la  se» 
conde  surface.     On  en  tire  une  nouvelle  équation  de  condition 


dydz       dzdy\/dz9x,        ^x^^x\  /9y,  3»        9zdyA/dz9x       9»9z 


ï)(\ 


.)  =  (' 


0(1 


dadß       dadßj  \da  dß        da  dßj  ~^  \da  dß       da  dß  J  \dadß       ?adßj 
OU,  en  développant, 

\da)   \dßdß        dß  dß  J  '^  \dß/   [da  da        da  da) 
"*"  dadßlda  dß  "^  da  dß       da  dß    .  da  dß ]  ~     ' 


(26) 


II  s'agit  de  trouver  cinq  fonctions  x  y  y  ^  x^ ,  y^  j  0  des  variables  a  et  ß 
vérifiant  les  relations  (25)  çt  (26).  Imaginons  que  nous  ayons  pris  po.ur 
variables  a  et  yî  les  paramètres  des  lignes  de  longueur  nulle  de  la  pre- 
mière surface.  L'équation  (25)  pourra  être  remplacée  par  les  relations 
ci-dessous 


(27) 


(28) 


Posons 


(^:)'+(E)'+(g)'=°. 

1(5)"+ (!)'+(&)'- - 

(ë)'+-(ï)'+(S)'=°. 

I(I)'+C#)'+(I)'=°- 


a;=^î^tJL% 


35,    =  T — > 


d'où 


y  =  » 


y,  =»- 


ti    =  x  +  iy,  t;    =  ic,  +  tyj, 

«,  =  x  — ^,  v,  =  a?!  —  ty,. 
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(29) 


da  da 


dvdVt, 


dz\^ 


da  da 


^.) 


ldß~dß'dß'~       \dß)  '      • 
On  satisfait  aux  équations  (29)  de  la  façon  la  plus  générale  en  prenant: 


du'i 

dß 


(30) 


dV  ,„  du 

da  da 


da  da 


(30') 


dv 


.du 


_«.       />TW  

dß~^  dß' 
[dß~^      dß' 


jp  et  û)  étant  deux  nouvelles  fonctions  de  a  et  de  ß.  Si  on  remplace 
^  9  y  9  ^i  9  Vi  pûî*  leurs  valeurs  dans  Téquation  de  condition  (26),  elle 
devient,  après  quelques  réductions  faciles,    . 


.      09  +  <p    \      Z —  I  dZ 

sin ^  I  ß  — 

2  \da 


wm  3»        du  du^  I    -      — j^  1 3«  dz    ,    3tt  3u^ 

âàaj^"^^  aô")  "^  ^       {dädß'^da'dß 


H]=°- 


On    peut    satisfaire    à    cette    équation   de*  deux  manières:   i®  en  prenant 
ûi  +  fp  =  o;  2°  en  posant 


g*(f-*) 


3«  9»  ,  du  du^ 
dädß^dß'da 
dz  dz     ,    du  3ttg 


Cette    dernière    solution    est    illusoire;    en    effet,   on  vérifie  aisément,  en 
tenant  compte  des  équations  (29),  que  Ton  aurait 


^*(f-Ö»)    __ 


du  dz 

dßdä 

du  dz 


da  dß 


et  les  équations  (30)  nous  donneraient 


dvdv^         dvdV^ 

dalß        dßda~  ^' 


dv  dz  dv  dz 

dadß       dßdä 


O, 
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de  sorte  que  le  point  x^^y^yZ  décrirait,  non  pas  une  surface,  mais  une 
courbe,  qui  serait  forcément  une  courbe  minima.  Il  est  aisé  de  s'ex- 
pliquer la  présence  de  cette  solution  étrangère.  En  effet,  si  on  a  une 
surface  quelconque  S  et  une  courbe  minima  quelconque  F  et  qu'on  fasse 
correspondre  tous  les  points  de.  la  surface  ^S'  âitués  dans  un  plan  paral- 
lèle au  plan  xOy  au  point  unique  de  la  courbe  F  situé  dans  ce  plan,  il 
est  évident  que  la  relation  (25)  sera  satisfaite  puisque  on  aura 

dx\  +  dy\  +  dz^  =  0. 

D'autre  part  les  quantités 

dX^  dZ         dx^  dZ 


dadß       dßda' 


3y,  dz dy^dz 

da  dß       dß  da 


sont  identiquement  nulles  et  la  relation  (26)  est  vérifiée  également. 

Nous  voyons  par  conséquent  que,  pour  avoir  une  véritable  solution, 

il  nous  faudra  prendre 

û>  +  ^  =  o 

et  les  relations  (30)  et  (30')  pourront  s'écrire 


dV          .  du 

da           da 

9«;, I  9«, 

9a  ~  À  9u 

dV          1  du 

dß~idß' 

(31') 

[9ß-Uß 

(31) 


Ecrivons  les  conditions  d'intégrabilité 


d^v 


=  A 


d^u 


dÀdu  _ 


I     9"tA 


I  dXdu 


dadß        "  dadß    ^   dßda        X  dadß       X^dadß  ' 


d\ 


dadß 
on  en  tire  les  relations 


Jâ  dadâ"^  da  dß        Ii  dadß        X^  dß  da  ' 


dß 


dß      X^dß\ 


(32) 


^  VaTß^  Tß9'a~  ^^'^  ~~^ha9ß' 

dw.a;        ,j9«^9^  _  w,  _  ,»\  9'«, 
li;^?^"'"'^    9ßTa       ^^^         ^ha9ß* 
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qui  ne  contiennent  plus  que  les  coordonnées  u,Uq  de  la  première  surface. 
Ces  équations  admettent  toujours  les  deux  solutions  A  =  ±  i.  Les  sur- 
faces jSj  que  l'on  obtient  ainsi  se  déduisent  de  la  surface  S  par  une  trans- 
lation parallèle  au  plan  des  xy  ou  par  une  rotation  de  1 80°  autour  d'un 
axe  perpendiculaire  à  ce  plan.  Ces  solutions  étaient  d'ailleurs  évidentes 
a  priori 

On  aperçoit  immédiatement  un  autre  cas  particulier  où  les  équations 
(32)  admettent  une  infinité  d'intégrales:  c'est  celui  où  la  surface  S  est 
une  surface  minima.     On  a  en  effet  dans  ce  cas 


a«  9/9 


=  0, 


9a  a/9       ^' 


et  on*  satisfait  aux  équations  (32)  en  prenant  pour  A  une  constante  quel- 
conque.    Des  équations  (31)  on  tire  alors 


9*t; 


9V 


dadß         9a  9/9 


o; 


ce  qui  nous  montre  que  la  seconde  surface  sera  aussi  une  surface  minima. 
Si  on  poursuit  le  calcul,  ce  qui  n'offre  aucune  difficulté,  on  reconnaît 
que  la  surface  S^  est  précisément  une  surface  dérivée  de  8  avec  Oz  pour 
axe  de  dérivation.  ^ 

Prenons  maintenant  le  cas  général;  les  équations  (32)  peuvent  se 
simplifier  un  peu  en  prenant  pour  nouvelle  inconnue  A'  =  /?.  Elles  de- 
viennent, en  les  multipliant  par  2A, 


•    dudp     .     du  dp  f  . 


si  on  résout  par  rapport  à  —  ,  -^ ,  on  trouve 


9'^ 
9a9/9' 

9a9/9' 


(33) 


[3  du^  9it        9u^  9w  1  9/> ,  vj"      9  u   91/.^,        9îi  d  n^  "| 

P     9;99^~  9ä9^j9^9~  ^'^^^  ~'^^L'^9^^~9/99^ 


[3  9tt.  9u        9t*o9îx~|9/>  /  vT     d\i^ 


9/9  9a 

Atta  mmthematUa.    11.    Imprimé  le  11  Février  1888. 


du  d*U    du^ 

da        dadß  da 


] 


23 
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Ecartons  le  cas  où  on  aurait  une  solution  en  prenant 


on  aurait  alors 


j  du  du^         du  du^ 


et  la  surface  S,   serait  un  cylindre  ayant  ses  génératrices  parallèles  à  Oz. 
Ce  cas  sera  examiné  plus  loin. 

Si  Ton  veut  qu'il  y  ait  une  infinité  de  surfaces  S^  correspondant  à 
une  surface  donnée  /S,  la  condition  d'intégrabilité  du  système  (33) 


ay  _   ay 


dadß        dßda 

devra  être  satisfaite  identiquement.     Le  calcul  un  peu  long  n'offre  aucune 
difficulté  et  on  est  conduit  aux  conditions  suivantes: 


(34) 
(35) 

(36) 
(37) 


zädß  [^°g  i"]  =  â^  [^°S  Ta]  ' 
^  [^°g  ä^]  =  3^  [l°g  ^]  ' 

\da)  dßdal      du       I  ~  \dß)   dadßl      du^     r 

[3tt,  9'w»  "1  ra«  9'«  "1 

a«  3a3^  I  _  /^y?Moi.|   3yg  9«^^    I 
du        \~  \3a)    dßdal        du,       1  ' 
3/9    J  L     a«    J 


Des  relations  (34)  et  (35)  on  tire 

(38) 


'è  =  ^Wi*(«r 


{^-fÅ')fMp,. 
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ft? (a)  et  fPi(a)  ne  dépendant  que  de  a,  ^{ß)  et  ^y{ß)  ne  dépendant  que 
de   ß.     Si    on    porte    ces    valeurs   cle    ^ ,  ^  dans  les  formules  (29)  et 

qu'on  élimine  r-  r^ ,  on  voit  que  la  fonction  z  doit  vérifier  une  équation 
aux  dérivées  partielles  de  la  forme 

dont  rintégrale  générale  est 

z  =  F[0{a)  +  W{ß)l 
en  posant: 

0{a)  =/;r(«)i«,         Wiß)  =!^AßW- 

Comme  les  variables  a  et  ß  peuvent  toujours  être  remplacées  par  deux 
nouvelles  variables  ne  dépendant  respectivement  que  de  chacune  des  pre- 
mières, rien  n'empêche  de  supposer  que  Ton  a  pris  pour  variables  les 
fonctions  (P(a) ,  V{ß)  elles-mêmes.  Alors  la  coordonnée  z  aura  pour  ex- 
pression 

(39)  z  =  F{a  +  ß). 

On  déduit  de  là  une  conséquence  importante;  puisque  les  lignes 

a  +  ß  =  Const.y  a  —  ß  =  Const, 

forment   sur   la  surface   deux   systèmes   orthogonaux   et  isothermes,  nous 
voyons  que   les  sections  de  la  surface  S  par  des  plans  parallèles  au  plan 
des  xy  forment  un  système  isotherme. 
Soit 

f{^  +  ß)  =  -[no^  +  ß)yi 


les  formules  (29)  deviennent 

dâda    ~  dßdß 


(40)  ëë=-g&=««+A. 
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du         du 


et  les  formules  (38)  deviennent: 


(41) 


57  »K«)««^. 


Il- -H» 


)mi 


Combinées  avec  les  formules  (40),  elles  donnent 

dudu         f(a  +  fi) 


(42) 


dadß        <p{a)<l>{ßy 


Des  relations 

(40) 

on  tire 

dadß 

A«  +  ß) 
du 

da 

fis^ 

l  +  ß) 

fio^  +  ß) 


dadß 
/3m\» 


u 


d.    A«+/5)g/' 

a,?  .        \dß) 

on  peut  satisfaire  à  cette  relation  de  deux  manières:   i°  en  prenant 

du        du 
Ta^dß' 

mais  on  aurait  aussi  ^=:r^  et  la  surface  S  se  réduirait  à  une  courbe; 

9«  dß 

2°  en  posant 


a+ß)       dadß     ?!*       !1M 
'^  La«      daA 


l 
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La  première  des  équations  (42)  nous  donne  aussi 


du     '^du         f{a+ß)        iPißy 
da  dß 


Ajoutons  membre  à  membre  les  équations  précédentes;  il  vient 

a     (du\       d  j/du\^^Xß) 
da^\dß)      dß^\dß)      ipiß)' 

Par  conséquent  x^  sera  de  la  forme 

du_^  nÇu  +ß), 

^ß         ^iß)    ' 

on  aura  de  même 

du  ^  ir^(a_+_ß) 
da  f  (  «  ) 

les  fonctions  tt  ,  ;rj   vérifiant  la  condition 

7r{a  +  ß).7r,{a  +  ß)  =  f{a  +  ß). 

On  en  tire  encore 

9'it    _  n'ia  +  ß) _  7r;(6e+  ß) . 
dadß  ^(ß)  f.Ca)'' 

si  les  fonctions  r ,  tv^  sont  des  constantes,  cette  condition  est  satisfaite 
identiquement,  et  on  retombe  sur  le  cas  déjà  considéré  des  surfaces  mi- 
nima. S'il  en  est  autrement,  il  faudra  que  le  rapport  ^^^^  ne  dépende 
que  de  a  +  /9,  et  par  suite  que 


c'est-à-dire  que  Ton  ait 


9 M  ^ <PXß)<pi(^) 

^iß)  <P\ß)    ' 
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f{a) 


HßY 


La  valeur  commune  des  rapports  précédents  sera  forcément  une  constante 
indépendante  de  a  et  de  ßj  et  on  aura 


=  m, 


im 

Hß) 


=  —  m; 


on  en  tire 


jp(a)  =  ac"%         <p{ß)  =  be'"'^, 


a  ei  b  désignant  deux  nouvelles  constantes^  et  finalement  on  obtient  les 
formules 

du 


(43) 


a-^  =  ->-""'^^.(«  +  ^)' 


J-|  =  ia'-M«+,9); 


(44) 


ou 


a«, 
a« 

a«. 


=  aé^7r{a  +  ß), 


7r{a  +  ß).7r,{a  +  ß)  =  f{a  +  ß). 


Les  relations  (40)  et  (41)  sont  satisfaites  et  les  conditions  d'intégrabilité 
des  deux  systèmes  (43)  et  (44)  se  réduisent  à  une  seule 

'r;(«  +  /9)=^e"«'+^V(a  +  /9). 

On  vérifie  facilement  que  les  autres  conditions  d'intégrabilité  du  système 
(33)  sont  vérifiées  identiquement. 

Pour  interpréter  géométriquement  les  relations  (43)  formons  l'équa- 
tion du  plan  tangent  à  la  surface  S 

A{X  —  x)  +  B{Y-y)  +  C{Z  —  z)  =  o. 
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On  aura 

M  dydz         dz  dy  i  dz  fdu^         du         du         9ii^-j 

jy 3»  3»       3»  3a  I  3«  r3ii       3«^       3tt       3tt^1 

3^3^~~3^^  ""  2  3Ï  L^  +  ^  "~3^  ~  3^J 

=  î I [{l ^"'-»e'-yia -\-ß)+  (be--^-  '- 6— )x,(«  +y9)], 

-^ 3ie3y        3y3aj i  /duSu^        ^uduA 

'^d'adß       3^^"^  2\3^1i^~^  3^/ 

On  en  tire 

^"  +  ^"-\  (!)'[-  4^'"^"-^''^^>  +ß)-  4^«-"'"'-^^>^(a  +  ß) 

Nous  voyons  que  C  et  A^  +  B^y  et  par  suite  _=,  ne  dépendent 

que  de  a  +  ß  ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  z.  Par  conséquent,  le 
plan  tangent  à  la  surface  le  long  d'une  section  par  un  plan  parallèle  au 
plan  xOy  coupe  ce  plan  sous  un  angle  constant.  La  surface  admet  une 
série  de  lignes  de  courbure  situées  dansades  plans  parallèles;  c'est  donc 
une  surface  moulure. 

15.  Ce  point  étant  démontré,  il  est  commode  pour  achever  le 
calcul  d'employer  un  autre  système  de  variables  indépendantes.  Choisis- 
sons comme  variables  la  coordonnée  z  et  l'angle  a  que  fait  avec  Ox  la 
trace  du  plan  tangent  sur  le  plan  des  xy.  L'intersection  du  plan  tangent 
au  point  M  de  coordonnées  x^y^z  avec  le  plan  Z=z  aura  pour  équation 

Xcosa  +  Fsina  =  F(a  ,  z); 
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les  coordonnées  du  point  M  seront  données  par  les  deux  équations 

dF 


on  en  tire 


o:^  sin  a  +  y  cos  a  =  :^  ? 


dF 

X  =  cos  aF(ot  ^  z)  —  sin  a  -^ , 

dF 

y  =  sin  aF{a  y  z)  +  cos ot  —  ; 


r  d*F~\         r       dF  d*F~\ 

âx=—  8in  a\F{a  ,  z)  +  ^\da  +  [cos  a^  —  sin  «^^J  dz, 

[d*F~\  r  dF  d^F~] 

F{a  ,  z)  +  g^Jrf«  +  [sin  «  —  +  cos  a^^  J  rf^:, 

ds*  =  dx"  +  dif  +  dz""  =  pX« ,  z)  + 1^]*^«" 

Sur  une  surface  moulure,  les  lignes 

a  =  Const.,         z  =  Const 
forment  un  système  orthogonal.     On  doit  donc  avoir 

.  d*F 


dadz 


=  o, 


et  par  suite  F(a ,  z)  devra  être  de  la  forme 

F{a,z)  =  f{a)  +  ^{zy 
L'expression  de  ds^  devient 

ds'  =  [/•(«)  +  r(«)  +  H^)Vda'  +  [i  +  y'{zy]dz\ 
Pour  que  les  courbes  z  ^  Const,  forment  un  système  isotherme,  il  faudra 
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évidemment  que  le  coefficient  de  rfa'  soit  le  produit  d'une  fonction  de.  a 
par  une  fonction  cle  z.     Or  cela  ne  peut  arriver  que  dans  deux  cas: 
1^     Si  on  a  /"(a)  +  f"{cL)  =  a;  on  aura  alors 

/•(a)  =  a  +  (7cosa  +  (7  sîn  a 

et  lä  trace  du  plan  tangent  sur  le  plan  Z  =^  z  aura  pour  équation 

(X  —  C)cosût  +  (y — (7)  «in a  =  p (i^), 

en  réunissant  la  constante  a  à  ip{z\  Cette  trace  est  constamment  tangente 
à  un  cercle  de  rayon  (p[z)  ayant  son  centre  au  point  x  =^  C ^y  ^=  C. 
La  surface  est  donc  une  surface  de  révolution  •  autour  de  la  parallèle  à 
Oz  représentée  par  ces  deux  équations.  Imaginons  que  nous  ayons  pris 
cette  droite  pour  Taxe  Oz  lui-même;  on  pourra  supposer  dans  ce  qui 
précède  f{a)  =  o.  Considérons  ensuite  une  autre  surface  dont  l'élément 
linéaire  est  donné  par  la  formule 

ds\  =  [f,{a)  +  n\a)  +  ip,{z)Yda'  +  [i  +  ip\{zy^dz'', 

le  rapport  -j^  ne  dépendra  que  de  a  et  de  je;  si  on  a 

ma)  +  f'M  +  VMI '_  I  +  9M'       . 
L  ip{z)  J         i+f'W 

Pour  que  cette  relation  puisse  avoir  lieu,  il  faut  évidemment  que 

/;(«)  +  /;"(«) 

se  réduise  à  une  constante;  on  en  déduira  comme  tout-à-Vheure  que  la 
seconde  surface  est  une  surface  de  révolution  autour  d'une  droite  paral- 
lèle à  Oz.  Si  on  amène  Taxe  de  cette  surface  à  coïncider  avec  Oz^  on 
pourra  prendre  /'^(a)  =  o,  et  on  retombe  sur  la  relation  déjà  obtenue 
directement 

2^.  Les  courbes  z=^  Const,  forment  encore  un  système  isotherme 
si  p{z)  est  constant,  c'est-à-dire  si  la  surface  considérée  est  un  cylindre 
ayant    ses    génératrices    parallèles   à    Oz.     On  démontre  aisément  que  la 

Aetm  mutktmmtUm,    11.    Imprimé  It  «  Ma»  1888.  24 
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seconde  surface  devra  être  un  cylindre  égal  au  premier  à  moins  que  le 
cylindre  ne  soit  de  révolution,  cas  qui  a  déjà  été  considéré. 

En  définitive,  il  n'y  a  pas  d*autres  surfaces  jouissant  de  la^  propriété 
géométrique  en  question  que  les  surfaces  minima  et  les  surfaces  de  ré- 
volution. 


Les  principaux  résultats  de  ce  travail  ont  été  résumés  dans  une 
note  présentée  à  l'Académie  des  Sciences  le  24  Octobre  1887  (Comptes 
rendus,  t  106,  p.  743). 

Paris,  Novembre  1887. 
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OBER  DIE  ENTWICKLUNG  COMPLEXEE  GRÖSSEN 
IN  KETTENBRÜCHE 

VON 

A.  HUEWITZ 

in  KÔNIGBBBBa  '/Pr, 

Es  möge  (S)  ein  System  von  Zahlen  bezeichnen,  welches  die  Eigen- 
schaft besitzt,  dass  die  Summe,  die  Di£ferenz  und  das  Produkt  irgend 
zweier  Zahlen  des  Systems  wieder  Zahlen  des  Systems  sind.^  Wenn  die 
complexen  Grössen  in  der  üblichen  Weise  durch  die  Punkte  einer  Ebene 
dargestellt  werden,  so  wird  den  Zahlen  von  {8)  ein  gewisses  System  von 
Punkten  entsprechen.  Ich  nehme  an,  das  System  (8)  sei  so  beschaffen, 
dass  von  diesen  Punkten  in  jedem  endlichen  Gebiete  der  Ebene  nur  eine' 
endliche  Anzahl  liegt.  Daraus  folgt,  dass  ausser  der  Null  keine  andere 
Zahl  von  (8)  existirt,  deren  absoluter  Betrag  kleiner  als  i  ist  Denn 
die  Potenzen  dieser  Zahl  würden  sämmtlich  Zahlen  von  (8)  sein  und  im 
Innern  des  um  den  Nullpunkt  mit  dem  Radius  i  beschriebenen  Kreises 
liegen.  Eine  letzte  Voraussetzung,  die.  ich  in  Betreflf  des  Systems  (S) 
mache,  ist  die,  dass  die  Zahl  i   dem  Systeme  angehört 

Von  einer  Grösse  x^   ausgehend  bilde  ich  nun  die  Gleichungskette: 

(i)  rr,--a,+l,         ir,=a,+^,         a;,  =  a,  +  ~,     ... 


X 


^n  =  «»  +  r^» 


'  Eine  Theorie  soloher  Zahlsysteme  ist  in  den  bekannten  Arbeiten  von  Ejsonecker 
und  DEDEKnTD,  voraagsweise  für  den  Fall  algebraischer  Zahlen,  entwickelt.  Vgl,  insbeson- 
dere das  XI.  Sapplement  zu  Dirichlet^s  Vorlesangen  Aber  Zahlentheorie.    Dritte  Auflage: 

Å€f  M«lA«m«lfe«.    11.    Imprimé  U  6  Man  1888. 
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WO  éijj ,  öj ,  Äj ,  . . . ,  a^ , . .  .  irgend  welche  Zahlen  des  Systems  (5)  be- 
deuten. Ich  nehme  an,  dass  sich  die  Gleichungskette  (i)  in's  Unendliche 
fortsetzt,  und  dass  alle  auftretenden  Grössen  a?j ,  ir, ,  . . .  sowie  die  Zahlen 
«^ ,  aj ,  . . .  endliche  Werthe  besitzen.  Die  Elimination  von  rr^ ,  rr, , . . . ,  o?^ 
aus  den  ersten  n  +  i  Gleichungen  (i)  ergiebt  die  Darstellung  von  x^  in 
Form  eines  Kettenbruches,  welchen  ich  mit 

(2)  ^o={%y^i>^iy  "  'f^nJ  ^«+1) 

bezeichnen  will  und  über  welchen  ich  folgende  Voraussetzungen  mache: 
(V)  Wenn  der  n***  Näherungsbruch  mit 

(3)  -  =  («0  f  «I  >  «2  -  •  •  ;  ^n) 
bezeichnet^  und 

gesetzt  wird,  so  sei  der  absolute  Betrag  von  d^  ßr  alle  Werthe  von  n  kleiner 
als  eine  endliche  Grösse  />,  dagegen  wachse  der  absolute  Betrag  von  q^  mit 
zunehmendem  n  über  alle  Grenzen. 

Falls  alle  diese  Voraussetzungen  zutreffen,  lässt  sich  Folgendes  er^ 
schliessen: 

Bratens;  Der  in*s  Unendliche  fortgesetzte  Eettenbruch 

(«0  >  ^1  >  «3  >  ^«  >  •  •  •) 

conyergirt  und  sein  Werth  ist  x^.  Denn  der  Gleichung  (4)  zufolge  wiM 
die  Differenz  x^  — —  unendlich  klein,  wenn  n  über  alle  Grenzen  wächst. 
Zweitens;  Die  Grösse  x^  kann  nicht  gleich  dem  Quotienten  zweier 
Zahlen  r ,  s  des  Systems  {S)  sein.  Angenommen  nämlich  es  sei  a;^,  =  - , 
so  folgt 

rg.-sp.^  —  . 

Mit  wachsendem  n  wird  daher  rq^  —  sp^  dem  absoluten   Betrage   nach 
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unendlich  klein.     Wählt  man  nun  n  .so  gross,  dass  dieser  absplute  Betrag 
kleiner  ist  als  i,  so  muss 

^'2n  —  sp^^o 

sein,  weil  o  die  einzige  Zahl  des  Systems  {S)  ist,  deren  absoluter  Betrag 
kleiner  ist  als  i.     Es  ist  also 


^0    =  -  =  r-  =   («0  »  ^1  '    •  •  •  ?   «n). 


Der  Vergleich  dieser  Gleichung  mit  (2)  ergiebt  x^^^  =  co,  was  der  An- 
nahme alle  Grössen  x^jX^y...  seien  endlich  widerstreitet. 

DrittenB:  Gentigt  die  Grösse  x^  einer  qtuzdratischen  Gleichung  y  deren 
Coefßcienten  Zahlen  des  Systems  [S)  sind,  so  kommen  in  der  unendlichen 
Beihe 

nur  eine  endliehe  AnaaU  verschiedener  Grössen  vor: 

Ich  entwickle,  um  den  Beweis  dieses  Satzes  zu  führen,  zunächst 
einige  Holfsformeln.     Bekanntlich  ist 


(5) 


X.  = — j 

qnXn+l  +  qu-1 


woraus,  in  Rücksicht  auf  die  Relation 

(6)  Pnin-l  —  QnPn-l   =  ("   0""S 

folgt: 


(7) 


Po 


(-1)" 


"2»         >  /  .  3»-i\ 


Vergleicht  man  diese  Formeln  mit  der  Gleichung  (4),  so  ergiebt  sich 
(8) 


(-1)' 


i»»»l 
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Daher  ist  der  absolute  Betrag  sowohl  von 

^»+1+  v^  y     wie  von      -I-  +  -?^ 
2«  ««+1       2«-i 

stets  grösser  als  ^'  =  - ,  wo  die  Grösse  p'  von  Null  verschieden  ist.    Sei 

r 

nun 

(9)  Ax^  +  Bx  +  C=o 
die  Gleichung,  welcher  a?^  genügt;  sei  ferner 

(10)  B^  —  4ÄC=n. 

Dann  bt  a?«+i,  der  Gleichung  (5)  zufolge,  Wurzel  der  Gleichung 

A{PnX'  +  Pn^.y  +  B{p,x'  +  Pn^,){qnX'  +  q,^,)  +  C{q,x'  +  q,^,y  -  6, 

welche  in  geordneter  Form 

(11)  A'x'^  +  Rx' +  C=^o 

lauten    möge.     Hier   bezeichnen   A'jR^C  Zahlen  des  Systems  (S),  und 
es  ist 

(12)  •    R^  —  ^A'C  =  D. 

Bezeichnet  nun  y^^^  die  zweite  Wurzel  von  (11),  so  ist  die  Grösse 


(13)  yo  = 


qnVn+l  +  S»-l 


die  zweite  Wurzel  der  Gleichung  (9).     Diese  zweite  Wurzel  y^  ist  von 

der   ersten  Wurzel  x^   verschieden,  weil  andernfalls  y^  =  x^  =  — —  der 

Quotient  zweier  Zahlen  des  Systems  (S)  sein  würde,  was,  wie  oben  gezeigt 
wurde,  nicht  sein  kann.     Aus  (13)  folgt: 


i 
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oder,  wenn  ^^  mit  Hülfe  von  (4)  elimînirt  wird:  ^ 

(14)  y,^i  =  -^^+  ./""V      ' 

9n  qlixo  -  yo)  —  ffn 

Da  nun  x^  —  y^  eine  von  Null  Verschiedene  Grösse  ist,  die  von  n  unab- 
hängig ist,  so  werden  in  den  Gleichungen 

(15)  Vn^.  =  -^^+Bn,  ~=-^+< 

in  yii  +  1  qn-\ 

die  Grössen  e,  und  e^  mit  wachsenden  Werthen  von  n  unendlich  klein. 
Die  rechten  Seiten  der  Gleichungen 


»1.+I  yn+1  \««+l  J«-l/ 


sind  daher^  wenn  n  eine  bestimmte  Grenze  aberschreitet,  dem  absoluten 
Betrage  nach  grösser  als  />",  wo  p"  eine  um  beliebig  wenig  kleiner  als  p' 
angenommene  Grösse  bedeutet. 

Durch  Auflösung  der  Gleichung  (11)  findet  man  aber 

±  y/D  1  I         T  Vö 

und  also  ist,  von  einem  bestimmten  Werthe  von  n  ab, 

Folglich  können  Ä'y  C  und  B  =  yJD  +  4il'0',  sowie 


^  Für  den  Fall  der  Entwioklang  reeller  Grössen  in  Kettenbrttohe,  deren  Theilnenner 
gewöhnliche  reelle  positive  ganze  Zahlen  sind,  hat  Herr  Hermite  diese  Gleichang  mm 
Beweise  der  periodischen  Entwicklung  quadratischer  Irrationalitäten  verwendet  (Bulletin 
des  sciences   mathématiques,  2™*  série,  t.  .9,  pag.    il.) 
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von  diesem  ijVerthe  von  n  ab,  nur  noch  eine  endliche  Aneahl  verschie- 
dener Werthe  annehmen.  Es  sind  also  in  der  That,  wie  behauptet  wurde, 
in  der  Reihe 

nur  eine  endliche  Anzahl  verschiedener  Grössen  vorhanden. 

Indem  ich  mich  nunmehr  den  Anwendungen  der  entwickelten  Satze 
auf  besondere  Zahlensysteme  {S)  zuwende,  bemerke  ich  vorab  noch  Fol- 
gendes:   Die   Voraussetzungen   (V)  sind  sicher  erfüllt,  wenn  der  absolute 

Betrag  von  -^  beständig  grösser  als  i   und  der  absolute  Betrag  von  — 

beständig  kleiner  als  k  ist,  wo  k  eine  positive  Zahl  kleiner  als  i  be- 
zeichnet. In  der  That  wächst  dann  der  absolute  Betrag  von  g^,  der  Un- 
gleichung |y«|>|?n-i|  zufolge,  mit  n  über- alle  Grenzen,  und  es  ist 
wegen  (8), 

|^|>|^|_|JL|>,_Ä, 
also  der  absolute  Betrag  von  â^  beständig  kleiner  als     ,  * 

L 
(S)  ist  das  System  der  eomplexen  ganzen  Zahlen  m  +  ni. 

Es  sei  X  —  u  ^  if)  eine  beliebige  complexe  Grösse.     Ich  setÄe 

ic  =  a  +  (w'  +  iv')j 
wo  die  complexe  ganze  Zahl  a  so  bestimmt  werden  soll,  dass 

—  z  <  w  <  ;:     und     —  -  <  v'  <  - 

2  =  2  2  =  2 

wird.  Auf  diese  Weise  wird  jeder  eomplexen  Grösse  x  eine  bestimmte 
complexe  ganze  Zahl  a  zugeordnet.  Bildet  man  nun,  von  irgend  einer 
Grösse  x^  ausgehend,  die  Gleichungskette 

(i6)     rc,  =a^+~,         a;j=aj+~,     ...,     a;^  =  a. +_,... 


J 
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wobei  allgemein  a«  diejenige  complexe  ganze  Zahl  bezeichnet,  welche  der 
Grösse  x^  zugeordnet  ist,  so  ist  zunächst 


(■7) 


«»     =  V   2 


(n-l,a,8,  ...) 


Der    Beweis    der    Ungleichung   |?n|>|?„-i|    ist   nicht  ganz   einfach;  er 

erfordert  eine  genauere  Untersuchung  der  Zahlenreihe  a^ ,  a^ , Behufs 

dieser  Untersuchung  zerlege  ich  die  Zahlenebene  durch  die  Geraden 


u 


2  2  2 


2  2  2 


in   unendlich   viele   Quadrate.     Dann  wird  jeder  Grösse  u  +  iv  diejenige 
complexe    ganze    Zahl   zugeordnet   sein,    welche  den  Mittelpunkt  des  die 

Fig.   I. 


'2^fi 

^Wä 

<:? 

1 

""^^r^ 

Y. 

VÄ^ 

''t 

Y"# 

ß 
1 

r^/-^ 

^n 

-J-ÄT 

^ff^ 

O 

^K 

t-v 

Grösse  u  -\-  xv  enthaltenden  Quadrates  bildet,  wobei  von  den  Rändern 
des  einzelnen  Quadrates  nur  diejenigen  zu  dem  Quadrate  rechnen,  welche 
man  vom  Mittelpunkte  aus  nach  der  Richtung  der  abnehmenden  m,  bez. 
V  erblickt.     Da  x^  —  a^  in  dem  Quadrate  mit  dem  Mittelpunkte  o  liegt. 


so    wird    x^  = 


«A     «A 


dem  Räume   22  angehören,  welcher  ausserhalb  der 

Kreise    (i),(Oj( — i)  >  ( — 0    lî^g*-^     Hier    habe   ich,   wie  in   der  Folge 
stets,  mit  (a)  denjenigen  Kreis  bezeichnet,  welcher  den  Radius  i  und  den 


^  Die  Begrenzung  von  £  ist  in  Figur  l.  scharf  gezeichnet. 

Atta  mathematie:   11.    Imprimé  It  6  Mars  1888. 


25 
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Punkt  a  zum  Mittelpunkt  hat.  Wie  x^  werden  auch  x^,  x^ ,  . ..  w  den 
Raum  R  fallen,  und  daher  können  die  Zahlen  a^y  a^  y  a^^. . .  keinen  der 
Werthe  o,  +  i  ,  +  i,  —  i  ,  — i,  annehmen.  Aber  die  Zahlenreihe  a,, 
a, ,  a, ,  .  . .  unterliegt  ferner  noch  gewiesen  Beschränkungen,  welche  gich 
auf  die  Aufeinanderfolge  der  Zahlen  beziehen.     Sei  beispielsweise 

a.  =  2  +  i. 

Dann   muss  x^  sowohl  dem   Räume  R  als  auch  dem  Quadrate  mit  dem 

Mittelpunkte    2  +  i    angehören.     Folglich    kann    x^^i  —  — — —   nicht  in 

denjenigen  Raum  eintreten,  welcher  aus  R  von  dem  Kreise  ( —  i  +  i) 
ausgeschnitten  wird.  Daher  ist  die  Folge  a„  =  2  +  i ,  a^^i  =  —  1  +  » 
unmöglich.  Man  erkennt  sofort,  dass  solche  Beschränkungen  in  der  Auf- 
einanderfolge der  Zahlen  a  immer  und  nur  dann  bei  der  Zahl  a^ 
beginnen  werden,  wenn  das  Quadrat  mit  dem  Mittelpunkte  a^  von  der 
Begrenzung  des  Raumes  R  durchschnitten  wird.  Für  den  vorliegenden 
Zweck  genügt  es  von  den  Zahlfolgen  a„ ,  a«+i ,  . . .  die  folgenden  als  un- 
möglich zu  constatiren,  was  an  der  Hand  von  Fig.  i.  ohne  Schwierigkeit 
geschieht. 

Tabelle  unmöglicher  Zahlfolgen. 


ßn 

«.+1 

0«+« 

! 

«.+8     i 

1 

I. 

—  2,2i,—I+i,- 

-2  +  i,- 

-i  -\-2i 

i+i 

1 

1 

IL 

2,2i,l-\-i 

—  2  +  2i 

1 

III. 

2-\-i,l+2i 

—  2  +  2» 

l+i 

IV. 

—  2,2i,  —  I  +i 

2+2» 

1 

V. 

—  2  +  i;,  — I  +2i 

2  +  21 

—  2  +  2«' 

l+j 

Wenn    ferner    a„  =  2  -}-  i    oder    1  +  2/    ist,    und    die  folgenden  Zahlen 
;  a„+2*_i    haben    abwechselnd    die    Werthe    —  2  +  2t  und 


^«+1  9  ^n+2  y 


2  +  2iy  60  kann  a^^,^  nicht  gleich  i+i  sein;  ebenso  wenn  a^=  —  2+« 
oder  —  I  +  2i  ist  und  die  folgenden  Zahlen  a^^i ,  a^+,  )  •  •  •  j  <?«+«*  haben 
abwechselnd  die  Werthe  2  +  21  und  —  2  +  21,  so  kann  a„+2*+i  nicht 
gleich  I  +  i  sein.  Die  einfachsten  Falle  hierfür  sind  in  der  Tabelle 
unter  III.  und  V.  aufgenommen. 
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Dies   vorausgeschickt   gehe   ich   nun   zum  Beweise  der  Ungleichung 
1 2«  I  >  I  ?it-i  I  über.     Ich  setze 

(i8)  A,  =-2=.; 

dann  ist,  der  Gleichung  q^  =  a^q^^i  +  ?f.-2  zufolge: 

(19)  &i  =  a^,         i^  =  a,  +  jî",     .  .  .  ,     *„  =  a^  +  J-  ,     .  .  .  , 
und  es  ist  zu  beweisen,  dass  beständig 

(20)  |A^.|>i 

ist,  oder  dass  der  Punkt  k^  beständig  ausserhalb  des  Kreises  (o)  liegt. 
Dies  trifft  nun  für  k^  ol^bar  zu;  ich  will  annehmen,  dass  t,  ,Ä;a, ,..,  *«_i 
der  Ungleichung  (20)  genügen,  dagegen  k^  nicht  mehr  und  werde  zeigen, 

dass    diese    Annahme    auf  einen   Widerspruch  führt.     Da  A-„  =  a„  +  t — 

im  Innern  des  Kreises  (a„)  liegt,  so  muss  a^  einen  der  Werthe  i  +  i, 
I  —  t,  —  I  +i,  —  I  —  i  besitzen  ;  denn  in  allen  anderen  Fällen  würde 
Ä„  ausserhalb  des  Kreises  (o)  fallen,  also  der  absolute  Betrag  von  k^ 
grösser  als  i  sein.  Ich  betrachte  nun  nur.  den  Fall  a^  =  i  -f-  î,  da  die 
drei  übrigen  Fälle  eine  ganz  analoge  Behandlung  gestatten. 

Da  k^  =  a^  +  - —  im    Innern    der    beiden    Kreise   (o)'   und   (i  +  i) 

liegt  (den  Rand  des  ersteren  Kreises  eingeschlossen,  was  durch  das  an  (o) 

gesetzte  Komma  angedeutet  werde)  so  fällt  r, —  in  das  Innere  der  Kreise 

(o)  und  ( —  I  — t)';  ^  folglich  k^^^  =  a^^x  +  y—  i"  das  Äussere  des  Kreises 

(o)  und  in  das  Innere  von  ( —  i  +  i)'.  Daher  kann  a„_i  nur  einen  der 
Werthe    —  2  ,  —  2-f»>  —  ^  +  2t,  2i,  —  i  -}-i,  —  2  +  2i    besitzen; 

denn   in  allen  übrigen  Fällen  wird  der  Kreis  (a^^,),  welcher  a^_i  +  z — 

in  sich  aufnimmt,  nicht  in  das  Innere  des  Kreises  ( —  i  +  «)'  eintreten. 
Von  jenen   Werthen   ist  aber,  der  aufgestellten  Tabelle  zufolge,  nur  der 

letzte  zulässig.     Es  muss  also  a^_i  =  —  2  +  2i  sein.    Da  nun  a^_j  +  7 — 


ii-a 


^  D^e  betreffenden  G-ebiet«  sind  in  der  Figar  i.  sohraffirt. 
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im  Innern  der  beiden  Kreise  ( —  2  +  2t)  und  (—  i  +  t)'  ^  li^gt>  so  folgt 

weiter,  dass  Ä;„_3  =  ««-a  +  t —  ausserhalb  des  Kreises  (o)  und  im  Innern 

des  Kreises  (i  +  i)'  liegt,  und  hieraus,  wieder  mit  Rücksicht  auf  die  Ta- 
belle, a,_2  =  2  +  2i.  So  fortfahrend  erkennt  man,  dass  die  Zahlen 
^n  9  ^n-i  ?  •  •  •  die  Werthe  haben  müssen  : 

«n  =    I    +  i,  «n-l  =  —  2   +   2t,  a^_j  =   2   +   2t, 

«n-a  =  —  2   +   2t,  a^_,  =   2   +   2t,       .... 

Bildet  man  aber  mit  diesen  Zahlen  die  Grössen  Ä;^ ,  ä;,  ,  ^3 ,  . . . ,  ä;^_i  ,  so 
zeigt  sich,  dass  sie  sämmtlich  in  den  unendlichen,  von  den  Kreisen 
(i  +  t) ,  (i  —  t) ,  ( —  I  +  0  >  ( —  ^  —  0  begrenzten  Raum  fallen.  Daher 
wird  I  A^  I  >  I  sein,  was  der  Annahme  widerstreitet.  In  ganz  entsprechen- 
der Weise  ergiebt  sich  ein  Widerspruch,  wenn  man  voraussetzt  a„  habe 
einen  der  Werthe   i  —  t,  —  i  -ft,  —  i  —  i. 

Hiermit  ist  ausser  Zweifel  gesetzt,  dass  \k^\  beständig  grösser  als  i, 
also  stets 

k.|>U»-il 

ist.  Auf  Grund  der  vorausgeschickten  allgemeinen  Entwicklungen  kann 
man  nunmehr  offenbar  den  folgenden  Satz  aussprachen: 

Man  entwickle  eine  beliebige  complexe  Grösse  x^  in  einen  Kettenbruck, 
indem  man 

setzt,  wo  die  ganze  compleooe  Zahl  a^  immer  so  bestimmt  ist,  dass  sowohl 
der  reelle  Bestandtheü,  wie  aicch  der  Factor  von  i  in  der  Differenz  x^  —  a^ 

zwischen und  +-  liegt.     Dann  wird  dieser  Kettenbruch  i^  stets  gegen 

2  2 

den  Werth  x^  convergiren,  2°  immer  und  nur  dann  abbrechen,  wenn  x^  eine 

complexe  rationale   Zahl  ist,  und  3°  stets  periodisch  werden,  wenn  x^  einer 

Gleichung  zweiten   Grades   mit  ganzzahligen  complexen  Coefficienten  genügt, 

ohne  Wurzel  einer  eben  solchen  Gleichung  ersten  Grades  zu  sein. 


Das  betreffeDde  Qebiet  iat  in  der  Figur  I.  nohraffirt. 


1 
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Ich^  brauche   kaum  besonders  hervorzuheben,  dass  auf  diesen  Satz 
die  Theorie  4Jer  quadratischen  Formen  im  Gebiete  der  complexen  ganzen 
Zahlen  gegründet  werden  kann,  dass  insbesondere  aus  ihm  ohne  Weiteres 
,  die  Lösung  der  PBLL'schen  Gleichung 

folgt,  unter  D  eine  gegebene  nichtquadratische,  unter  t  und  u  zu  bestim- 
mende complexe  ganze  Zahlen  verstanden.^ 

Ausser  der  hier  betrachteten  giebt  es  übrigens  noch  andere  Ketten- 
bruchentwicklungen  im  Gebiete  der  complexen  ganzen  Zahlen  m  -^  niy 
für  welche  der  obige  Satz  ebenfalls  gilt,  worauf  ich  indessen  an  dieser 
Stelle  nicht  eingehen  will. 


IL 
(S)  Ut  das  System  der  complexen  ganzen  Zahlen  m^  +  np 

Ich  verbinde  den  Punkt  o  mit  den  umliegenden  Punkten  i ,  i  +  p, 
p ,  —  I,  —  I  —  p  ,  —  p  und  errichte  in  den  Mitten  der  Verbindungs- 
linien die  Lothe.  Diese  bilden  ein  reguläres  Sechseck  mit  dem  Mittel- 
punkte o.  (Vgl.  Fig.  2.)  Von  den  Randpunkten  rechne;  ich  nur  die 
links  von  der  Axe  der  rein  imaginären  Zahlen  liegenden  äu  dem  Sechs- 
eck. Wird  in  entsprechender  Weise  um  jeden  Punkt  m  +  np  ein  solches 
Sechseck  construirt,  so  überdeckt  die  Gesamiptheit  der  letzteren  die  com- 
plexe Zahlenebene  einfach  und  lückenlos.  Einer  beliebigen  complexen 
Grösse    x    ordne   ich   nun   diejenige   ganze  Zahl  m  -^  np  zu,  welche  den 

'  Yg].  die  Andeutung  in  Dirichlet'b  Abhandlung:  Becherches  sur  les  formes  qua- 
dratiques à  coefficients  et  à  indéterminées  complexes.    Grelle'b  Journal,  6d.  24,  pag.  336. 

'  Der  Euclidische  Algorithmus]  für  die  Zahlen  m  +  np^  welchen  Herr  Baghmank 
in  seinem  Buche:  die  Lehre  von  der  Kreistheilung  pag.  189  benutzt,  ergiebt  eine  andere 
Eettenbruohentwioklung  wie  die,  welche  ich  im  Texte  definire.  Die  erstere  Entwicklung 
legt  eine  Eintheilung  der  Ebene  in  Bechtecke  zu  Grunde,  deren  Mittelpunkte  die  ganzen 
Zahlen    m  +  np   sind,   deren  Seiten   den   Axen   der   reellen  bei»  rein  imagin&ren   Zahlen 

parallel   laufen  und  bes.  die  Längen  i  und   -^3   besitzen. 
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A.  B«n«Ui. 


I 


Ifittelfmiikt   des  die  Grosse  x  JiirfiKeEnienden  Sechsecks  bildeit.     Urn  eine 
beliebige  GrOsae  x^  in  einen  Kettenbruch  zu  entwickeln  setze  ick 

(21)  o;,  =  a,  +1,         a?,  =aj+~,         op,  =  a,  +^,     ..  -, 

wobei  allgemein  a„   die   der  Grösse  x^  zugeordnete  Zahl  bezeichnet     Da 

—  in  das  um  den  Nullpunkt  abgegrenzte  Sechseck  feilt,  so  gilt  die  Un- 
gleichung 


iU^f 


(") 


Um  zu  beweisen,  dass  der  absolute  Betrag  von  k^  =  -^  stets  grösser  ist 


als  I ,  bemerke  ich  zunächst,  dass  x^  = 


in- 

in  den  ausserhalb  der 


Kreise    (i)  ?  (i  +/>)  j  (/>),(—  0  >  ( —  ^  — p)  y  { — p)    liegenden    Raum   R 
feilt.  ^     Hieraus  folgt,  dass  die  Zahlen  «^ ,  öp,  ,  «j  ^  •  •  •  ^^^i^*^  ^^  Werthe 

Fig.  2. 


0,1,1  +p  ,/>,  —  I,  —  I  —  p  y  —  p  annehmen  können.    Die  Begrenzung 
des    Raumes    R   durchsetzt,    wie   aus   der  Figur  2.  ersichtlich  ist,  zwölf 


'  Die  Begrenzung  von  R  ist  in  Fig.  2.  scharf  geceiohnet. 
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Sechste.  Daber  giebt  es  wieder  bestimmte  {teihenfolgen  der  ZMeia 
^n  9  ^n+1  j  ^n+3  9  •  •  •  9  welohe  in  der  Gleichungskette  (21)  nicht  vorkomitteD 
können.  Für  den  vorliegenden  Zweck  genügt  es  zu  bemerken,  dass  die 
Zfthl  a«^.i  nicht  den  Werth  2+^0  erhalten  kann,  wenn  a^  einen  der  Werthe 
—  2  y  p  —  1,2/0    besitzt     Angenommen    nun    in  der  Reihe  der  Grössen 

(«3)     *i  —  «1  +  jT.        *3  —  «Ï  +  T'     •  •  •  '     *«  =  ««  +  r^ 9     .  .  .  , 

(wo  k^  =  00  ,  k^  =  «i)  sei  Ä;,  die  erste  deren  absoluter  Betrag  nicht  grösser 
ist  als  I.  Da  a,  +  t —  im  Innern  des  Kreises  (0,)  liegt,  so  kann  a„  nur 
einen  der  Werthe 

2+/0,I+2^,/?—  I,— .  2  —p,  —  l  —2p^  —p  -(-    I 

haben.     Ich  knüpfe  die  weitere  Betrachtung  an  die  Annahme 

da  die  übrigen  fünf  Falle  auf  ganz  entsprechende  Art  erledigt  werden 
können.  Ist  a„=  2  +yo,  so  liegt  k^  im  Innern  der  Kreise  (o)'  und  (2  +/>), 
wobei    wieder    das    Komma    bedeutet,    dass    der   Rand    des  betreffenden 

Kreises    mitzurechnen    ist.     Daher    liegt   ^ —  =  ^«  —  ««    ^^^    Innern    der 

Kreise  (o)  und  ( —  2  r—  />)',  folglich  k^_^  ausserhalb  des  Kreises  (o)  und 
im  Innern  oder  auf  dem  Rande  desjenigen  Kreises,  welcher  über  der 
Strecke  — i  .../>  als  Durchmesser  beschrieben  ist.     Da  nun 

K-^  =  «.-1  +  T- 

Kn—2 

im  Innern  von  (a„_i)  liegt,  so  muss  a„_i  einen  der  Werthe  — 2,/> — 1,2/) 
besitzen.     Dies  ist  aber   unmöglich,  da  dann  die  auf  a„_i  folgende  Zahl 

a„  nicht  gleich  2  +  />  sein  könnte.     Da  somit  die  Annahme  |  Ä^  |  =  -^ 

sei  <  I   auf  einen  Widerspruch  führt,  so  gilt  die  Ungleichung 

(24)  \gn\>\9n^r\ 

für  jeden   Werth  von  n.     Aus  (22)  und  (24)  folgen  nun  mit  Hülfe  der 
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bewiesenen  allgemeinen  Satze  wieder  die  fundamentalen  Eigen 
er  hier  betrachteten  Kettenbruchentwicklung: 

Die  Entwicklung  einer  complexen  Grösse  ergiebt  stets  einen  converi 
\bruch,  welcher  dann  und  nur  dann  abbricMy  wenn  die  entwickelte  ( 
hiotient  jsweiep'  ganzen  Zahlen  m  +  np  ist,  und  welcher  periodisch 
die  entunckelte  Grösse  einer  irreductibeln  quadratischen  Gleichui 
deren  Coefficienten  complexe  ganze  Zahlen  der  Form  m  -\'  np  sü 

Dieser  Satz  kann  wiederum  als  Fundament  dienen  für  die  T 
juadratischen  Formen  im  Gebiete  der  complexen  ganzen  Z 
e  aus  dritten  Einheitswurzeln  zusammengesetzt  sînd. 

Königsberg  yPr.  den  29.  November  1887. 
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SUR  LES  GROUPES  TRANSITI 
r  LE  DEGRÉ  EST  LE  CARRÉ  D'UN  NOMBl 

PAB 

L.  SYLOW 

à  FRBDBRIKSHALD. 

Ire  d'un  groupe  est  divisible  par  une  puî 
le  que  p*",  mais  non  divisible  par  p'""^^  ( 
de  la  forme  p'^7ü{np  +  i);  le  groupe  en  c 
;  celui-ci  contient  à  son  tour  un  troisième 
toutes  ses  substitutions  sont  permutables; 

Tordre  p"*  contenus  dans  le  premier  grou 
m    complète    de    ce    dernier   nombre,  dan 

présenter,  serait  évidemment  d'une  grau 
des  substitutions;  malheureusement  elle  p 
îulté.  Mais  il  sera  possible  de  trouver  d 
essants  sur  la  forme  du  nombre  n  par  r 

.  .  ;  à  cet  effet  on  n'aura  qu'à  poursuivre 
pour  la  démonstration  du  théorème  cit 
t.  5).  Pour  faire  un  premier  pas  dans  ci 
ms  le  travail  présent,  de  considérer  le 
roupes  transitifs  du  degré  p^. 
signerai    par    G  un   groupe   transitif  du  ( 

je  supposerai  divisible  par  i?"*^^,  mais  noi 

a   pourra   donc    avoir    les  valeurs  0,1, 
de  plus  par  I  un  groupe  de  l'ordre  p""^^ 
>lus  grand  groupe  contenu  dans  G  dont  le 

ematica      11.     Imprimé  le  25  Février  1888. 
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permutables  à  I.     L'ordre  du  groupe  H  sera  dénoté  par  jp'*"'■^;r,  où  par 
conséquent  tu  est  premier  à  ^;  on  aura  donc 

0  =  p-^^7r{:np  +  i). 

Je  déterminerai  dans  un  premier  paragraphe  la  forme  de  1,  dans 
un  deuxième  celle  de  H]  dans  les  deux  paragraphes  suivants  je  m'oc- 
cuperai du  nombre  n;  enfin  dans  le  dernier  je  ferai  des  résultats  trouvés 
quelques  applications,  qui  se  présentent  au  premier  coup  d  oeil. 


g  1.    Détermination  du  groupe  I. 

1.  D'après  le  lemme  de  Cauchy  le  groupe  symétrique  du  degré 
p^  contient  un  certain  nombre  de  groupes  de  Tordre  p^'^\  tous  isomorphes 
entre  eux.  Notre  groupe  I  est  contenu  dans  un  de  ces  groupes  de  CAUCnr, 
et  en  disposant  convenablement  des  indices,  nous  pouvons  choisir  ce  der- 
nier comme  nous  voudrons.     En  désignant  les  éléments  par  le  symbole 


u 


'x,y> 


les   indices   x   et  y   étant  pris  suivant  le  module  jp,  nous  pouvons  donc 
supposer  que  les  substitutions  de  I  soient  contenues  dans  l'expression 

a?     ^  +  c^o  +  ^ly  +  ^y  -^  "'  +  ^P-iV'"^ 

y    y  +  à 

qui  d'ailleurs  peut  être  remplacée  par  cette  autre 

a?   ^  +  (^0  +  ^iV  +  ^Åy\  +  «3(^)3  +  •  •  •  +  ^p-i{u)p~i 
y    y  +  b 

où,  pour  abréger,  on  a  fait 

(y).  =  y(y~  o(y  —  2) . . .  (y  —i  +  i) 

En  posant 


1.2.3 


U 


X     X  +  0,  +  a^y  +  a^{y\  +  .  . .  +  a^-^{y)p^^ 

y    y  +  i 
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on  trouve 

m— 1 

y  y  +  m 

Si  l'on  fait  m=p,  on  a,  pour  i<p —  i, 

(y  +  m)i  —  yi  =  o  (moåp), 


et 


donc 


m-l 

I 
0 


r,(y  +  r%-i=h 


U"- 


X     X  ■{■  ap_, 

y   y 


Ainsi  l'ordre  de  la  substitution  U  est  égal  a,  p  ou  k  p'  suivant  que  a^^i 
est  congru  à  zéro,  ou  non. 

Parmi  ces  substitutions  toutes  celles  qui  ne  changent  pas  l'indice  y, 
sont  échangeables  entre  elles.     En  faisant 


S- 


X     X  +  f{y) 


T  = 


\y   y  I 

X   X  +  f(jf—i) 


X     X  -\-  <p{y) 
y    y  +  i 


on  trouve 

(i)        T-'ST= 

d'oti 

(2)  S  -'T-'ST^  T'STS-' 


y   y 


TST-'  = 


y    y 


(3)  S-'TST-'  =  TST-'S-'  = 

(4)  S-'TS=^ 


^     a;  — {/•(»/)  — /"(y— i)) 

?/    y 
X   (^  +  f{y+  ^)  —  f{y)  +  <p{y) 
y    y  +  ï 
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2.  Le  groupe  G  étant  transitif,  I  le  sera  également  (voir  le  Mé- 
moire cité  plus  haut,  n^  4);  donc  I  contient  des  subôtitutions  de  chacune 
des  formes  iS^  et  T  du  numéro  précédent.  Or,  si  ß  désigne  le  plus  grand 
degré  des  fonctions  /"(y),  les  formules  (2)  et  (3)  font  voir  que  le  groupe 
I  contient  aussi  des  substitutions  dans  lesquelles  les  fonctions  f{y)  sont 
des  degrés  ß^^  i  ,  ß  —  2  ,  . . . ,  i  ,  o.  On  en  peut  conclure  qu'on  a  y9  =  a, 
et  qu  en  faisant 

Oi-=\x,y    X  +  y\,y\y 

toutes  les  substitutions  de  /  sont  contenues  dans  l'expression 

d'ailleurs    les    substitutions  0^   peuvent  être  remplacées  par  les  suivantes 

»,  =  \x,y     a;  +  (y)i,y|. 

Si  Ton  désigne,  pour  un  moment,  par  g^  le  groupe  dérivé  des  substitu- 
tions âo  j  di  j  .  "  j  Oij  et  par  7<  celui  qui  dérive  des  substitutions  de  g^  et 
de  T,  on  voit  (équat.  (2)  et  (3))  que  les  substitutions  de  J<  sont  échan- 
geables entre  elles  à  des  substitutions  de  gi_i  près.  Donc  si  Ton  a  a  =  o, 
toutes  les  substitutions  de  /«  sont  échangeables  entre  elles;  si  a  >  o,  les 
â^  sont  les  seules  substitutions  de  /„  qui  soient  échangeables  a  toutes 
les  autres. 

Transformons  maintenant  le  groupe  I  par  la  substitution 

U=\x,y    X  +  ip{y),y\. 

Les  substitutions  6^ ,  B^  conservent  leurs  formes,  au  contraire  on  a 

U-'TÜ=  \x,y     x  +  ^{y)  +  ^(y  +  0  —  <P{y)  ^  V  +  ^  l- 
Or,  si  en  développant  suivant  les  fonctions  (y)<,  on  a 

î^(y)  =  «0  +  ^iV  +  ^Åy\  +  •  •  •  +  (^p-Åy)p-^  +  öp-i(y)p-i, 

on  peut  faire 

<p{y  +  0  —  4'{y)  =  —  K  +  «13/  +  a^{y\  +  . . .  +  «p-»(y)p.2], 
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ce  qui  donne 

Si  maintenant  a^^i  est  dififerent  de  zéro,  transformons  de  nouveau  par  la 
substitution 

r  =[xyy     bx,y\, 

qui  évidemment  est  permutable  au  groupe  g^]  on  trouve 

.      V~'T'V=\x,y     x  +  a,__,b{y)^,,y+  i\  =  r'; 

donc  en  faisant  a^^h=  i   (mod|)),  on  a 

T'  =  \x,y     x+{y\..,\y+  i  [. 

Par  un  choix  convenable  des  indices,  la  substitution  T  peut  donc  être 
réduite  à  Tune  des  deux  formes  suivantes 

t^\x,y     rr,y+ij,         t  =  \x,y     x  +  {y\^^,y  +  i\. 

On  voit  que,  pour  a  <jp —  i,  on  a  deux  espèces  de  groupes  de  Tordre 
!>'*■'■*,  qui  diflfèrent  seulement  par  la  forme  de  la  substitution  t\  dans  la 
première  espèce  toutes  les  substitutions  sont  de  l'ordre  p\  dans  la  seconde, 
celles  qui  ne  font  pas  varier  Tindice  y  sont  de  Tordre  jp,  les  autres  de 
Tordre  p^.  Quand  a=i> —  i,  les  deux  cas  ne  donnent  qu'un  seul  groupe, 
puisque  le  groupe  g^^^  contient  la  substitution 

«p-i  =  l^,y    x  +  {y)p^xjy\, 

Tous  les  groupes  d'ordre  p^  contenus  dans  G  étant  isomorphes,  cette  clas- 
sification peut  aussi  être  appliquée  aux  groupes  du  degré  p^  en  général; 
nous  comprendrons  dans  la  première  espèce  les  cas  où  a  =  jp  -r-  i . 
Des  équations  (i)  on  déduit  les  suivantes: 

(5)  t-'»,t  =  #o^'*r . . .  »r-i»i,        t»it''  =  *,-i«„ 

(6)  r'd.t  =  d^'erd^^'"- , . .  âr-Ay      tOif'  =  e.d'.ffi"- . . .  d\^A' 

En   considérant  les  groupes  de  la  seconde  espèce,  il  est  quelquefois 
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commode   d'employer   un   seul   indice,  pris  suivant  le  module  |>^     A  cet 

effet  on  peut  faire 

xp  +  y  =  S  (mod  p'), 

en  ayant  soin  de  remplacer  toujours  y  par  le  plus  petit  nombre  positif 
qui  lui  est  congru  (mod^);  on  trouve  ainsi 

Evidemment  le  groupe  I  est  non-primitif,  les  éléments  qui  répondent 
à  une  même  valeur  de  y  formant  un  système;  de  plus  si  a  >  o,  les 
éléments  ne  peuvent  être  répartis  en  systèmes  que  de  cette  manière, 
comme  on  le  voit  aisément. 

Un  groupe  d'ordre  p"^^  contenu  dans  O  est  complètement  déterminé, 
quand  on  connaît  les  substitutions  qui  sont  échangeables  à  toutes  les 
autres,  et  qu'on  connaît  de  plus  dé  quelle  manière  les  systèmes  sont  per- 
mutés entre  eux.  Supposons,  en  effet,  que  le  groupe  /',  contenu  dans 
(t,  contienne  la  substitution  Ûq  =  \x  y  y  a:  +  a,y|  échangeable  à  toutes 
les  autres, .  et  que  celles-ci  déplacent  les  systèmes  conformément  à  la  sub- 
stitution \y  y  +  ô  j.  Evidemment  les  substitutions  de  F  sont  comprises 
dans  l'expression 

T=\xyy    x  +  ^{y)jy  +  b\. 

Or  G  y  contenant  T  et  t,  contient  TA^^y  substitution  qui  peut  être  écrite 
sous  la  forme  suivante 

Tr'  =  \xyy     x  +  F{y)yy\  =  S. 

Si  maintenant  S  n'était  pas  contenu  dans  J,  le  groupe  qui  dérive  de  S 
et  des  substitutions  de  1  serait  d'un  ordre  p'^'^'^y  où  m  >  2;  donc  S  y  et 
par  suite  T  y  font  partie  de  J,  c'est-à-dire  que  I'  coïncide  avec  I.  En 
particulier,  si  G  appartient  k  la  seconde  espèce,  F  est  complètement  dé- 
terminé par  une  substitution  quelconque  de  l'ordre  p^. 
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g  2.    Dêtermin^Uion  du  groupe  H. 

3.  Considérons  d'abord  les  groupes  de  la  première  espèce,  en  ex- 
cluant préalablement  les  cas  où  a  =  o.  Les  6^  étant  les  seules  substitu- 
tions de  I  échangeables  à  toutes  les  autres,  une  substitution  S  de  i/  doit 
transformer  6^  ^i^  Ol\  par  suite  on  doit  avoir 

S=\x,y     ax  +  (p{y)y  jp,(y)|, 

^  et  ^,  dénotant  des  fonctions  entières  du  degré  p  —  i  au  plus.  La 
transformée  de  t  par  S  doit  être  une  substitution  de  /,  ce  qui  donne 
les  conditions  suivantes: 


(mod  jp). 


F(v  +  i)  -  <p{y)^h  +  K<p,{y)  +  h[<f>,{ij)Y  +  ...  +  KW,{y)]^ 

î^,(y  +    0  —  Fl  (y)  EEC 

La  seconde  congruence  donne 

en  rémettant  cette   valeur  dans  la   première  et  développant  suivant  les 
fonctions  (//),,  on  a  un  résultat  de  la  forme  suivante 


f^(y  +  0  -  9{y)  ^K  +  ^y  +  K{y\  +  . . .  +  K{y\, 


d'où 


^{y)  =  f(o)  +  Ky  +  K{y\  +  K[y\  +-...  +  K{y)a^,. 

Donc  toute  substitution  de  H  est  comprise  dans  l'expression 

X     ax  +  h,  +  h,y  +  b.y''  +  . .  .  +  K^iV''^' 
y     cy  +  d 

par  conséquent  elle  est  le  produit  d'une  substitution  de  I  par  une  autre 
de  la  forme  suivante: 

T=\x,y     ax  +  by^^\cy\. 

Evidemment  les  substitutions   T  forment  un  groupe,  que  nous  désignerons 
par  H\ 
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Quand  a  =  p —  i,  on  a  6  =  0;  nous  démontrerons  maintenant  que, 
sans  nuire  à  la  généralité,  on  peut  supposer  J  =  o,  naéme  si  a<p — i. 
En  supposant  (f'^^=a  (moAp)  on  trouve    . 

y    cy 

et  en  faisant  m  égal  au  plus  petit  exposant  pour  lequel  c"*=  i   {modp): 

b 


T^  = 


x,y     X  +  m-y^'-^^y 


Or,  si  Ton  n'avait  pas  ô  =  o,  la  substitution  T"*  serait  de  Tordre  jp,  et 
par  conséquent  Tordre  de  H  serait  divisible  par  p'''*'*;  cela  étant  contre 
Thypothèse,  on  conclut  que  si  dans  une  substitution   T  de  H'  on  a 


on  a  en  môme  temps 


a  —  c^+^  =  o, 


i==o. 


Supposons  maintenant  que  H'  contienne  les  deux  substitutions 


T=\x,y     ax  +  hy^^\cy\, 
on  trouve 


x,y     a^x  +  by\c^y\] 


T-'T^T.T^'  = 


a+i 


^      ^    ^    ah,^a,h  +  hcr^^h,c'^^'^^. 


QlC 


y    y 


Cette  substitution,   qui  est  étrangère  à  i",  doit  être  identique,  car  autre- 
ment son  ordre  serait  p,  ce  qui  est  impossible;  donc  on  a 


(7) 


61 


Ol  —  Cl  a  —  c 


;+ï  (mod/)). 


Cela  posé,  transformons  le  groupe  H  par  la  substitution 
U  =■  \x  ,y     X  +  ry^'^^-.y:, 
qui  est  permutable  à  J;  on  trouve 

U-^'TU  =\x,y     ax  +  [b  —  r{a  —  c^^')]y^^' ,  cy  |; 
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donc  en  faisant 


a  —  c 


«■Hl 


on  a 


U  ^TU  =\x  ,  y     ax  .  cy  |; 


de  plus  la  congruence  (7)  fait  voir  que  les  transformées  de  toutes  les 
autres  substitutions  de  H'  prennent  la  même  forme. 

Il  est  donc  démontré  que,  pour  les  groupes  de  la  première  espèce, 
a  étant  >  o,  on  peut  supposer  le  groupe  H'  formé  de  substitutions  de 
la  forme 

\x,y     ax,cy\\ 

m 

Tordre  de  H'  est  donc  -^ — -,  celui  de  H  est  JP''"'^^  T  9  ^^  nombre 
h  étant  un  diviseur  de  {p —  I)^ 

4.  Passons  aux  groupes  de  la  seconde  espèce.  Quand  a  =  o,  le 
groupe  /  contient  seulement  les  puissances  de  la  substitution 

t  =  \S     S+  i\  (mod y), 

par  suite  toute  substitution  de  //  est  le  produit  d'une  Bubstitution  de  I 
par  une  substitution  de  la  forme  ]f,af  |,  où  a  est  premier  à  |>,  et  ap- 
partient à  un  exposant  qui  est  premier  à  jp.  Donc  en  désignant  par  à 
une  racine  primitive  du  module  p',  les  valeurs  de  a  sont  de  la  forme 
<!?''',  par  conséquent  Tordre  de  H  est  égal  à 

h        ' 
h  étant  un  diviseur  de  jp  —  i . 

En  général  toute  substitution   U  de  H  doit  vérifier  Téqnation 

tU^  US, 

A?  étant  une  substitution  de   /.     En  faisant 

on  a  ainsi  la  condition  suivante: 


Acta  mathtmatica.    11.    Imprimé  le  2T  FâTricr  1886. 


+  m^{^ÇY}  {modp'). 

27 
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^  j^(f)  =  w^^+  ç?(o)  (modi?). 
En  remettant  ce  résultât  dans  la  congruence  primitive,  elle  prend  la  forme 

jr(e  +  0  —  f  (0  =  ^  +  P{^J  +  ^.^'  +  . . .  +  n^e]  {modp'). 
Comme  nous  avons  supposé  a  <p  —  i ,  on  en  tire 

j,(f )  =  aç  +  b  +  p{a,e  +  a,e  +  . . .  +  a^^^^^')  (mod  p%     . 

Donc  toute  substitution  de  H  est  le  produit  d'une  substitution  de  I  par 
une  substitution  de  la  forme  suivante 

Ces  substitutions  forment  un  groupe  H\     En  supposant 

a"  =  I   (mod  p\ 
on  a 

T'"  =  I  ?     oT^  +  plma"^-'  ^^M  5 

si  Ton  fait  m  égal  au  plus  petit  exposant  pour  lequel  a"  =  i  +  pA,  il  vient 

T"*  =  I  f    c  +  p{K  +  bma^-'e"-')  \  ; 

on  en  conclut  que  &  =  o,  car  autrement  T"  serait  de  Tordre  p  sans  être 
contenu  dans  /.     Ainsi  la  congruence 


entraine  celle-ci 


(f  ~  I    (mod  p) 


b  =  o  (mod  ])). 


Or  je   dîs  que   le   groupe  H  ne   peut  contenir   qu'une  seule  substitution 
•pour  chaque  valeur  de  a.     En  effet,  s  il  contient 

J=|f     a$  +  pb^^'\     et     T,  =  1?     a^  +  i>^r^M' 
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il  contient  aussi 


T-'T,  = 


qui,  étant  de  Tordre  py  doit  être  contenu  dans  /;  donc  on  a  J^  =  Ä  (modj)), 

Par  conséquent  les  valeurs  du  nonabre  a  sont  les  puissances  d'une 
certaine  valeur  primitive;  donc  les  substitutions  de  H'  sont  les  puissances 
de  l'une  d'elles,  T^;  soit 

^,  =  !c   «o^  +  Af'+'l. 

En  transformant  H  par  la  substitution 

U=\ç     ç  +  pre'^'l 
I  n  est  pas  changé,  et  Ton  a 

Or,    si    h^    n'est    pas   <;ongru    à  zéro  (modj)),  a^  —  aj^^  ne  Test  pas  non 
plus;  nous  pouvons  donc  faire  ^ 


fco 


«0  —  ^0 


TT  (mod;)). 


ce  qui  donne 


U-'T,U^\^    a.e|. 


On  peut  donc  supposer  que  les  substitutions  de  H'  soient  de  la  forme 

|f     afj;   d'autre   part  toutes  les  substitutions  de   cette   forme  contenues 

dans  G  appartiennent  à  Ä'.  Si  a>|),  faisons  a  =  a'  •\'  a"p,  où  a' <  p; 
on  a» 


If     af;  =  jf     a'f 


f     ^+P^^ 


et  comme  le  dernier  facteur  appartient  à  /,  on  peut  remplacer  a  par  «'• 
Donc  l'ordre  de  H'  est  ^^,  celui  de  H  est  ^''"^'^~  '\  A  étant  un 
diviseur  de  p  —  i . 
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li    est    facile    d'exprimer    les    substitutions   de   H  par  deux  indices 
pris  suivant  le  module  p.     En  effet,  ayant 

r=|f     a5\  {moàp'\ 
et  faisant 

^^px  +y,         y  <p, 

ay  =  7j  {moÅp\         3y>o,         ri<p, 

et  désignant  enfin   par  £(w)  le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans 
la  fraction  w,  on  a 


a^=  apx  +  at/  =  apx  +  ^•^(— )  +  ^; 


donc 


J  = 


^     ax^E{^)    _J\x     ax+E{^) 


I  (modp). 

\y    (^v  I 


5.  Il  nous  reste  k  considérer  le  cas  où  le  groupe  1  ne  contient 
que  les  p'  substitutions 

\x,y     X  +  a, y  +  b\. 

Le  groupe  H  dérive  évidemment  des  substitutions  de  /  et  de  celles  d'un 
certain  groupe  H'  d'ordre  ;r,  dont  les  substitutions  sont  de  la  forme 

\x,y     ax  +  ßy.yx  -^^  ây\. 

Inversement  H  renferme  toutes  les  substitutions  linéaires  de  G^.  Il  faut 
donc  trouver  tous  les  groupes  contenus  dans  le  groupe  linéaire  homo- 
gène à  deux  indices  dont  les  ordres  sont  premiers  à  jp.  La  résolution 
de  ce  problème,  beaucoup  plus  compliqué  que  celui  que  nous  avons 
traité,  peut  être  tirée  de  la  détermination  des  groupes  finis,  coijjenus 
dans  le  groupe  linéaire  infini  à  deux  variables,  faite  par  M.  Jordan 
dans  son  Mémoire  sur  les  équations  différentielles  linéaires  â  intégrale  algé- 
brique (Journal    für    Mathematik,    Bd.  84).^     En    effet,  l'analyse   de 

'  Ainai  M.  Gierster  s'en  est  servi  dans  bod  enumeration  des  groupes  partiels 
contenus  dans  le  groupe  linéaire  fractionnaire  à  un  indice  (Inauguraldissertation,  Leipzig 
l88l). 


Digitized  by  VriOOQiC 


Sur  les  groupes  transitifs  dont  le  degré  est  le  carré  d'un  nombre  premier.        213 

M.  Jordan  repose  entièrement  sur  la  circonstance  qu'un  groupe  fini  ne 
peut  contenir  aucune  substitution  de  la  forme 

x^y     a{x  +  Xy)jay\ 

A  étant  différent  de  zéro,  son  ordre  ne  pouvant  être  fini;  pareillement, 
dans  notre  problème,  Tordre  d'une  substitution  de  cette  forme  est  toujours 
un  multiple  de  jp;  elle  ne  peut  donc  appartenir  à  II\  En  lisant  la 
déduction  de  M.  Jordan,  on  voit  aisément  qu  on  obtient  toutes  les  formes 
du  groupe  H'y  en  remplaçant  les  variables  a;  et  y  par-  des  indices  pris 
suivant  le  module  p,  et  changeant  les  équations  de  condition  auxquelles 
doivent  satisfaire  les  constantes,  en  des  congruences  (mod  p).  Dans  1  enu- 
meration suivante  les  indices  f ,  rj  sont  ou  réels,  6u  des  nombres  imagi- 
naires et  conjugués  de  la  forme  a  +  hs,  e  étant  racine  d'une  congruence 
irréductible  du  second  degré;  ils  sont  réels  ou  imaginaires  en  même 
temps  que  les  multiplicateurs  de  la  première  substitution,  désignée  par 
Ä  et  donnée  sous  forme  canonique.  Nous  appellerons,  avec  M.  Jordan, 
substitutions  de  la  première  espèce  celles  qui,  mises  sous  forme  canonique, 
multiplient  les  indices  par  des  nombres  différents,  substitutions  de  la 
seconde-  espèce  celles  qui  .multiplient  les  deux  indices  par  un  même 
nombre,  nécessairement  réel,  et  nous  dénoterons  ces  dernières  en  écrivant 
simplement  le  multiplicateur,  par  exemple 

Pretnier  type.     Les  substitutions  sont  de  la  forme 

A  =  \^  j-Tj     a^  yhrj\. 

Deuxième  type.     Le  groupe  dérive  d'un  groupe  de  premier  type  com- 
biné avec  une  substitution  de  la  forme 

B  =\^  ,71     crj  ,  rfc|. 

Troisième  type  (type  tétraédrique).    Le  groupe  dérive  des  substitutions 

-4  =  I  c  ,  77     ic  5  —  i>7  L     où     i'*  +  I  .7  o  (mod  p)y 


B-\^^V 


ou 


rs  +  I  =  o, 


C  = 


^     m-^(f— ny) 


m 


2 

I   +i 


(-  sS  +  rj) 


,     m  étant  réel, 
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et  d'an  certain  nombre  de  substitutions  de  la  seconde  espèce.  Parmi 
celles-ci  se  trouvent  toujours  ^'  =  JB'  »=  —  i ,  C  =  —  m\  L'ordre  du 
groupe  est  égal  à  I2û>,  œ  étant  Tordre  du  groupe  formé  des  substitu- 
tions de  la  seconde  espèce  contenues  dans  H\  Le  groupe  alterné  entre 
quatre  lettres  a  ^  ß  y  j^  y  d  est  isomorphe  à  H'.  En  désignant  par  le  signe 
~  qu'une  substitution  de  H'  correspond  à  une  substitution  entre  a^ß^j^^aj 
on  a 

a-^  i  ,  (lA-^  {oiß){ra). ,  aB  ^  {oid){ßr)  >  ^^'  '^  i^ßr)- 

On  doit  évidemment  omettre  ce  type  quand  |î  =  3. 

Quatrième  type  (type  octaédrique).     Les  groupes  de  ce  type  dérivent 
d'un  groupe  du  troisième  type  et  d'une  substitution  de  la  forme 

où  e^  =  fiy  /'étant  réel.  Dans  l'expression  de  la  substitution  C  on  peut 
toujours  faire  w  =  i .  Le  groupe  symétrique  entre  4  lettres  est  isomorphe 
à  H'\  on  a 

aB  ^  {arßd) ,  aBD^  {râ). 

L'ordre  du  groupe  est  2401;  par  conséquent  il  doit  être  omis  quand  jp«"3. 
Cinquième  type  (type  icosaédrigue).     Le  groupe  dérive  de  substitutions 
de  la  seconde  espèce  et  des  trois  substitutions  suivantes: 

A  =  \ç,vj     âçyd-'rjl,     où      Ç^^o, 

B=\$,7j     r7jyS$\,     où     rs-f  1=0, 


(7  = 
et  où  par  conséquent 


',       ou       /=-jj ^,/JL  =  Y^ j, 


A'  +  /i'  +  I  =  o. 


Le  groupe^contient  toujours  la  substitution  B^  =  C^  =^  —  i  ;  son  ordre 
est  égal  à  6oûi,  œ  ayant  la  même  signification  que  plus  haut;  il  n'existe 
que  pour  les  nombres  p  de  la  forme  10Ä  +  i.  Le  groupe  alterné  entre 
cinq  lettres  a  ,  ß  ^  j' y  â  j  e  est  isomorphe  au  groupe  icosaédrique;  on  a 

aJ  ->  {aßrde) ,  aB  -^  {ße){xd) ,  aC  ->  {ßa)(rs) ,  aA'C  -^  {aßr). 
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Le  groupe  H'  appartient  donc  toujours  à  Tune  de  ces  cinq  type«, 
et  il  peut  être  réduit  à  Tune  des  formés  canoniques  ci-dessus  par  une 
transformation  linéairCi  qui  est  réelle  ou  imaginaire  en  même  temps  que 
les  indices  ^  et  rj.  S'ils  sont  réels^  on  peut  simplement  changer  ^  et  ij 
en  X  et  y,  puisque  toute  substitution  linéaire  et  réelle  est  permutable  au 
groupe  /.  Au  contraire,  si  ^  et  ly  sont  imaginaires,  et  qu'on  veuille 
conserver  /  sous  sa  forme  réelle,  il  faut  réduire  AjB,C,D  à  des  formes 
réelles,  ce  qui  ne  présente  pas  de  difficulté.  Mais  comme,  dans  la  suite, 
nous  pourrons  nous  servir  des  formes  canoniques  même  s'ils  sont  imagi- 
naires, nous  omettrons  ces  calculs. 


§  3«    Sur  le  nominee  n. 

6.     Le  groupe  G  contient  np  -^  î   groupes  de  l'ordre  jp*"*"',  que  nous 
désignerons  par 

0  >     1  ^     a  '  '  '  '  9  •'■HP* 

En  les  transformant  tous  par  les  substitutions  de  /^,  on  obtient  un  groupe 
de  substitutions  entre  les  /„,  isomorphe  à  /^.  Si  Ton  réunit  en  systèmes 
ceux  qui  sont  permutés  entre  eux  d'une  manière  transitive,  le  nombre 
des  groupes  contenus  dans  chaque  système  est  une  puissance  de  ^,.  i^ 
seul  formant  un  système  du  degré  i.  On  a  donc  une  équation  de  la 
forme  suivante: 

np  =  WjP'''  +  WjP*"»  +  Wji^*^'  +  •  •  • 

les  nombres  r^ ,  ^'a  ?  ^'j  ?  •  •  •  étant  tous  égaux  ou  supérieurs  à  i .  Suppo» 
sons  que  /j  fasse  partie  d'un  système  du  degré  i)*"';  Jj  est  évidemment 
permutable  aux  substitutions  d'un  groupe  K  de  Tordre  p''+*~'*»  contenu 
dans  Iq.  Le  groupe  K  sera  aussi  contenu  dans  J^;  en  effet,  si  le  nombre 
des  substitutions  communes  à  i^  et  à  JSi  est  égal  à  |)*'*"^~'*»~',  le  groupe 
dérivé  des  substitutions  de  I^  et  de  K  aura  pour  ordre  p"*^*^'?  d'où  Ton 
conclut  que  6;  =  o,  l'ordre  de  G  n'étant  pas  divisible  par  p**"^'.  Inverse- 
ment, si  les  substitutions  communes  à  /^  et  à  I^  forment  un  groupe  de 
l'ordre  p''^^"''',  I^  fait  évidemment  partie  d'un  système  du  degré  p''^. 
Spécialement,  si  rj  =  i,  I^  appartient  à  un  système  du  degré  p\  or  K 
étant   dans   ce   cas    permutable    aux   substitutions  de  J^,  il  sera  contenu 
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dans  tous  les  groupes  du  système,  et  sera  permutable  à  leurs  substitutions. 
Donc,  si  Ton  désigne  par  7^  ,  /iT^ ,  . .  . ,  K,^  les  groupes  de  Tordre  p^"^^ 
contenus  dans  (?,  Tun  quelconque  d'entre  eux,  K,,^  sera  contenu,  dans  les 
groupes  d'un  nombre  n^  de  systèmes,  et  Ton  aura 

np  =  n^p  +  n^p  +  •  •  •  +  n„,p  +  n'p\ 

les  nombres  n^ ,  n^  ,  . . . ,  w^  pouvant  être  nuls,  tous  ou  en  partie.  Pour 
discuter  cette  équation  nous  distinguerons  dans  la  suite  plusieurs  cas,  qui 
diffèrent  par  l'espèce  du  groupe  et  par  la  valeur  de  a. 

7.  Commençons  par  les  groupes  de  la  première  espèce  on  a==o: 
Les  groupes  K^  sont  en  nombre  p  -\-  i^  chacun  d'eux  contenant  les  puis- 
sances d'une  seule  substitution 

S=.\x,y     X  +  a,y  +  h\', 
nous  ferons  Tindice  r  congru  au  rapport  - .     Supposons  que  K^,  soit  con- 

a 

tenu  dans  les  groupes  des  ;^^  premiers  systèmes,  savoir  les  groupes 
Jj,/^,...,  J„^^,  et  soit  (tj  le  groupe  formé  des  substitutions  de  G  qui 
sont  échangeables  à  S.  Les  substitutions  de  chacun  des  groupes  Jetant 
échangeables  entre  elles,  6\  contient  7^, ,/,,... ,  7,^^,  mais  il  ne  contient 
aucun  des  groupes  In^p^i  •  •  •  Inp-  P^r  conséquent  son  ordre  est  |}Vj(«j|?+  i), 
7t^  étant  Tordre  du  groupe  H[  qui  contient  les  substitutions  de  5' échan- 
geables à  8.     De  plus,  K^  étant  intransitif,  G^  est  non-primitif,  ses  sub- 

a 

stitutions  remplaçant  les  éléments  de  chaque  cycle  de  S  par  les  élément« 
d'un  même  cycle.  Il  existe  donc  un  groupe  G[  du  degré  p^  isomorphe 
à  G^j,  et  Ton  voit  aisément  que  son  ordre  sera 

P7r,{n^p  +  i), 

ce  qui  réduit  très  considérablement  les  valeurs  que  peuvent  avoir  Wj  et 
TT^,  Notamment  on  sait,  en  vertu  de  deux  théorèmes  de  M.  E.  Mathiei" 
(Journal  de  Liou ville,  armée  i86ï,  p.  310)  qu'on  ne  peut  avoir  7r^  =  i^ 
sans  avoir  n^  =  o,  et  qu'on  a  également  w^  =  o,  si  tTj  ==  2  ,  jp  =  4A  +  3- 
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Recherchons  donc   quelles   sont  les  substitutions  de  H',  qui  peuvent 
être  échangeables  à  une  substitution  de  I^.     Soit 

T=\x,y    (XX  +  ßy,r^  +  dy\ 

une  substitution  de  W,  et  supposons  que,  réduite  à  sa  forme  canonique, 
elle  devienne 

on  sait  que  s^  et  5,  sont  les  racines  de  la  congruence 
s'  —  (a  +  e?)5  +  ad  —  ßr  =  ^  {^^^ P)^ 
et  qu  on  peut  faire 

f  =  (^1  —  d)^-  +  ßy^      7  =  [^  —  ^)^'  +  ß!/' 

Exprimant  S  par  les  nouveaux  indices  on  a 

où 

A  =  {s^—  d)a  +  ßb,         B  =  {s^  —  d)a  +  ßb, 

et  Ion  trouve 

Pour  que  T  soit  permutable  au  groupe  Ai,  il  faut  que  T'^ST^=  S"\  doù 

(5j  —  m) A  =  o,         {s^  —  m)B  —  o  (mod  p). 

Donc  si  T  n'appartient  pas  à  la  seconde  espèce,  il  faut  avoir 

5j  :e  m,     B  =  o,     ou     s^  =  ;w,    'A  =  o. 

Le  nombre  m  étant  réel  par  définition,  on  a  le  résultat  suivant:  parmi 
les  substitutions  de  la  première  espèce  de  H'  celles  seulement  qui  sont 
réductibles  à  des  formes  canoniques  réelles,  peuvent  être  permutables  à 
un  groupe  d'ordre  p  contenu  dans  /^  ;  inversement,  chacune  de  ces  sub- 
stitutions est  permutable  à  deux  groupes,  savoir 

K^    et     Ä,_,., 

ß  ~ß 

et  n'est  pas  permutable  aux  autres. 

Acta  mathematiea.    11.     Trapvlmé  le  9  Mnrs  1888.  2<^ 
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Si    T  doit   être   échangeable   à   S,   il    faut   de  plus  que  Tun  de  ses 
multiplicateurs  soit  congru  à   i;  en  supposant  s^  =  ij  on  a 

I  —a  —  <?  +  «2  :eo; 
alors  T  est  échangeable  aux  substitutions  du  groupe 

ß 

et  il  est  en  outre  permutable  au  groupe  K^^^. 

Soit  maintenant  T  une  substitution  de  K'  de  la  première  espèce  et 
échangeable  à  S\  réduite  à  sa  forme  canonique  elle  sera 

et  Ton  aura 

Les  substitutions  de  W  permutables  au  groupe  Ä^  ont  la  forme  suivante 

o 

mais  on  trouve  / 


rr—\rjytrp      rpi^\    ___ 


^^7    ^  +  ^^^r;;r-7'^ 


ce  qui  montre  qu'on  doit  avoir  r~o  (mod p).  Il  s'ensuit  que  toutes  ces 
substitutions  sont  échangeables  entre  elles.  En  particulier  les  substitu- 
tions de  H'  échangeables  à  8  sont  les  puissances  d'une  seule  d'entre 
elles;  soit  T  cette  substitution.  De  plus  toute  substitution  de  H'  per- 
mutable   à    Kf,    est    le    produit   d'une    puissance  de  T  par  une  puissance 

a 

d'une  seule  substitution 

Les  substitutions  de  G  qui  sont  permutables  à  ÜT^  forment  un  groupe 

G^j  qur  contient  T^  et  les  substitutions  de  G^y  mais  ne  contient  aucun 
des  groupes  i«,p+i  ,  ^n,p+2 ,  •  .  •  .  Par  conséquent  son  ordre  est  égal  à 
P^^i^Å^iP  +  0'   ^"   ^2    ^^*  l'exposant   de   la   plus  petite  puissance  de  a^ 
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congrue  à  i.  Le  groupe  (?,  est  non-primitif,  tout  coninie  G^\  donc  il 
existe  un  groupe  öj  du  degré  pj  isomorphe  à  G^\  Tordre  de  ce  groupe 
est  évidemment 

;ri  désignant  l'exposant  de  la  plus  petite  puissance  de  b^  congrue  à  une 
puissance  de  5^.  Si  ;rj  >  i,  cela  donne  une  nouvelle  réduction  des  valeurs 
de  n^. 

8.  Supposons  que  H'  soit  du,  premier  type,  et  supposons  que  ses 
substitutions  soient  ramenées  à  la  forme  canonique 

Si  maintenant  ^  et  9y  sont  imaginaires,  a  et  ft  ne  peuvent  être  réels  sans 
être  congrus  (modj>),  donc,  outre  la  substitution  identique,  aucune  sub- 
stitution de  H'  n'est  échangeable  à  une  substitution  de  I^.  Par  suite 
les  nombres  Wj ,  w^ ,  .  .  .  sont  nuls,  et  Tordre  de  G  est  de  la  forme 

0=p\{^n'p''  +  i), 

n  étant  un  diviseur  de  2>'  —  i . 

Si  au  contraire  f  et  ly  sont  réels,  il  est  permis  de  les  remplacer  par 
X  et  y.  Parmi  les  groupes  d'ordre  p^  contenus  dans  /^,  il  n'y  a  que 
deux,  savoir  Kq  et  K^ ,  dont  les  substitutions  sont  échangeables  à  dcis 
substitutions  non  identiques  de  H\  Soit  Oj  Tordre  du  groupe  contenu 
dans  H'  dont  les  substitutions  sont  de  la  forme 

\Xjy     X  ,  m^y\, 
et  â^   Tordre  de  celui  dont  les  substitutions  sont  de  la  forme 


on  aura 


%  'S  'S 

=  o,. o,. »3 


D'après  les  numéros  6  et  7,  on  a 

0  =  p^ir{u'p^  +  n^p  +  Hjp  4-  i), 
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n  étant  un  diviseur  de  {p —  I)^     Le  nombre 

pd,d,{n^p  +  0 

doit  être  Tordre  d'un  groupe  du  degré  py  contenant  un  autre  de  Tordre 

MKi'  +  0; 

pareillement 

pàA{^,V  +  0 
est  Tordre  d'un  groupe  du  degré  p^  contenant  un  autre  du  degré 

On  a  Hj  =o  si  (î,  =  i,  et  n^  =o  si  d^=  i\  quand  p  est  de  la  forme 
4^  +  3,  on  a  même  n^  =-- o  si  (?j  =  2,  et  w^  =o  si  c?^  =-  2.  I^s  sub- 
stitutions de  H*  étant  toutes  permutables  aux  groupes  K^y  K^y  Tordre 
des  groupes  que  nous  avons  désignés  par  G^  est  p^7r{niP -{^  i).  Il  s'ensuit 
que  n'p  +  n^  est  divisible  par  WjP  +  i,  et  n'p  +  n^   divisible  ^'drn^p+  i. 

9.     Considérons    le    cas    où    //'    appartient  au  deuxième  type.     La 
moitié  des  substitutions  de  H'  ont  la  forme 


S  =  \Ç,7j     aÇybrjly 
et  forment  un  groupe  //"  de  Tordre  -  ;  les  autres  sont  de  la  forme 

Supposons  en  premier  lieu  (jue  <?  et  jy  soient  réels;  ils  peuvent  alors  être 
remplacés  par  x  et  y,  sans  changer  la  forme  du  groupe  7^.  Nous  écrirons 
donc 

S=\Xyy     axyhy\y         T=\Xyy     cy  y  dx\. 

Puisque  H"  contient  la  substitution  T'~^ST=  x ,  y  bXyay\y  les  valeurs 
de  a  et  de  b  sont  les  mêmes;  elles  sont  donc  les  puissances  d'une  seule 
d  entre  elles.  Nous  conserveront  la  lettre  a  pour  désigner  cette  valeur, 
en  la  supposant  racine  primitive  de  la  congruence 

/  ^  I    (mod  p). 


f 
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Le  groupe  //"  en  contient  un  autre  donc  les  substitutions  ne  font  pas 
varier  Tindice  x\  ce  groupe  est  formé  des  puissances  d'une  seule  sub- 
stitution 

on  peut  supposer  que  ff  soit  un  diviseur  de  d\  en  faisant 

Tordre  du  groupe  dont  nous  parlons  est  d^.  De  plus  //"  contient  une 
substitution  de  la  forme  suivante:      * 

ip'  =  \x  ,y     axy  a'y  |; 

évidemment  toutes  ses  substitutions  sont  contenues  dans  l'expression  j^"y"*, 
et  Tordre  de  //"  est  égal  a  ô]d'y  d'où 

;r=  2âlo  . 
D'autre  côté   //"  dérive  aussi  des  substitutions 

fr,  =  r-VT=|^,//     ar'x.y^,         f^  =  T-'^'T  =\  x  ,  y     a!x,ay\. 
En  exprimant  que  ip\  peut  être  égalé  à  {^""j^"'*,  on  obtient  la  congruence 

t^  —  i=o  (mod  ff\ 

Les  seules  substitutions  de  II"  échangeables  à  des  substitutions  non  iden- 
tiques de  I^  sont  donc  les  puissances  de  f  et  de  jp,,  qui  sont  échan- 
geables respectivement  aux  substitutions  des  groupes  ifo  ^t  ^-o  •  Or,  en 
supposant  que  G  contienne  n^p  +  i  groupes  d'ordre  p^  dont  les  substi- 
tutions sont  échangeables  à  celles  de  K^^  on  en  déduit,  en  les  transfor- 
mant par  T  y  un  nombre  égal  qui  ont  leurs  substitutions  échangeables  à 
celles  de  K^.  Toutes  les  substitutions  de  II"  sont  permutables  aux 
groupes  Kq,K^\  le  nombre  des  substitutions  quelles  produisent  entre 
les  cycles  de  chaque  groupe  est  évidemment  égal  à  â. 

Voyons  maintenant  dans  quels  cas  une  substitution  de  la  forme  T 
est  échangeable  à  des  substitutions  de  I^.  En  réduisant  T  à  sa  forme 
canonique,  on  trouve 
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il  faut  donc  que  cd  ^  i    (mod  p)j  done 

On  obtient  toutes  les  substitutions  de  //'  de  cette  forme,  en  multipliant 
l'une  d'elles  par  les  substitutions  de  H"  dont  les  déterminants  sont  congrus 
à   I.     Ce  sont  les  substitutions 


où  l'on  a  fait 
et  par  suite 


X  ,y     a'^-x,  a-'"^»y|, 


^  +  I  =  à,T,  ff  =  0V3, 


d  =   Ji(?2<?3,  ^  =    2(JJ(?2^81 


^3  et  T  étant  premiers  entre  eux.  Le  nombre  h  peut  avoir  les  valeurs 
o  ,  I  ,  2  ,  .  . . ,  ((?j^2  —  i).  Donc,  si  H'  contient  une  substitution  de  la 
forme  \xjij     cy  ,  c~^x\,  il  en  contient  un  nombre  de  d^d^. 

Telle  que  nous  lavons  déterminée,  la  substitution  T  est  échangeable 
aux  substitutions  du  groupe  Ä,-i,  c'est-à-dire  aux  puissances  de 

\-^jy     X  +  c,y  +  i\] 

outre  la  substitution  identique,  elle  est  la  seule  substitution  de  H'  qui 
possède  cette  propriété.  Or,  si  G  contient  un  groupe  G^  de  Tordre 
p^ .  2 [n^p  +  î)y  dont  les  substitutions  sont  échangeables  à  celles  de  JST^-i, 
on  en  peut  conclure  l'existence  d'un  autre  ayant  ses  substitutions  échan- 
geables à  celles  de  /Cc-m  pourvu  que  G  contienne  une  substitution  qui 
transforme  K^i  en  K^,-i.  Sans  une  connaissance  plus  intime  du  groupe 
(t,  nous  ne  pouvons  chercher  cette  substitution  que  dans  H".  Les  sub- 
stitutions de  celui-ci  transforment  K^-i  en  Kajic-^,  le  nombre  fi  pouvant 
être  égalé  à  un  multiple  quelconque  du  plus  grand  commun  diviseur  de 
â^â^  et  t —  1.  Or  on  a  vu  que  â^d.^  divise  t^ —  i,  et  que  d^  est  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  d^d^  et  t  +  i,  donc  â^  divise  t' —  1.  En 
désignant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  â^d^  et  t  —  i   par 

ç  divisera  t  —  i   at  t  -^^  i  ]  ox\  a  donc  ç  =  i   ou  e  =  2. 
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Quand  e  =  I  ,  K^x  peut  être  transformé  en  tout  autre  groupe  d'ordre 
p  qui  a  ses  substitutions  échangeables  à  une  substitution  de  la  forme  T\ 
donc  tous  les  groupes  G^  correspondants  sont  de  Tordre  p^-2[n^p-{-i). 
Quand  au  contraire  e  =  2  ,  K^-x  ne  peut  être  transformé  qu'en  JS^-^i^saj,; 
donc  la  moitié  des  groupes  G^  sont  de  Tordre  p^.2{n^p  +  i),  les  autres 
pouvant  être  d*un  ordre  différent,  p^'2{n^p  +1). 

Le  groupe  -fiT^t  est  permutable  aux  substitutions  du  groupe  d'ordre 
2â^â^e  qui  dérive  de  T  et  des  substitutions  de  la  seconde  espèce  de  /i". 
Ces  substitutions  produisent,  entre  les  cycles  de  K^  i  un  groupe  dont 
Tordre  est  égal  à  2â^d^e  ou  seulement  à  â^d^Sj  suivant  que  â^d^e  est 
impair  ou  pair.  En  effet,  la  substitution  —  i .  T  ne  déplace  pas  les 
cycles  de  K^i. 

On  possède  maintenant  les  données  nécessaires  pour  appliquer  les 
résultats  du  numéro  7.     On  a,  si  £  =  i 

0  =  2)V(w>'  +  2n^p  +  d^d^n^p  +  i), 
et,  si  £  =  2, 

0  =p\{ii'p^  +  2n^p  +^n^p  +  ^  n,p  +  i^ 

Les  nombres  w<  sont  compatibles  avec  Texistence  d'un  groupe  du  degré 
p  et  de  Tordre  pn^Tr'^^in^p  +1),  contenant  un  second  groupe  de  Tordre 
P^ii^hP  +  0'     Pour  2=  I   on  a 

^1  =  ^n      ^2  =  <?2^8  ; 

pour  i=  2   ou   3 


'M 


2,  ;rj  =  -^-^-      ou     d,d,,e 


suivant  que  ô^d^e  est  pair  ou  impair.  En  particulier  on  a  n^  =  o  si 
(?j  =  I,  ou  si  r?j  =.  2  avec  i>  =  4A  +  3 ;  on  a  w,  =  Wg  =  o  si  p  =  4Ä  +  3, 
et  toutes  les  fois  que  G  ne  contient  pas  de  substitution  de  la  forme 
1-^)2/     <^!/j^~^^'\'     Enfin  G  contient  des  groupes  des  ordres 

p'^i^hP  +  0  »  p""'  ^^A£(n^p  +  i)     et     p\  2(\d.^t[n.,p  +  O- 
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Considérons  en  second  lieu  le  cas  où  f,^  sont  imaginaires.  Les 
substitutions  de  H'  de  la  forme  Å^  sont  les  puissances  d'une  seule  d'entre 
elles,  que  nous  désignerons  par 

en  supposant  a  racine  primitive  de  la  congruence 

z"^  =  I    (modjj); 

elles  forment  un  ojroupe  H"  de  Tordre  - .     Le  nombre  m  est  un  diviseur 

®  ^  2 

de  _p'  —  I  ;  en  supposant 

jo'  —  I  =  wi .  m\ 
on  peut  faire 

j  étant  une  racine  primitive  de  la  congruence 

z^^-^  =  I   (mod  p). 
En  posant 

d^  et  ^3  étant  premiers  entre  eux,  on  a 

m'  =  o>\,         p  —  I  =  â^d^,         TT  =  2^^^^. 

Outre  la  substitution  identique,  aucune  substitution  de  H''  n'est  échan- 
geable à  une  substitution  de  I^  ;  en  effet  les  multiplicateurs  a** ,  a*^  sont 
imaginaires  ou  égaux.     Parmi  les  autres  substitutions  de  H'  les 

seules' sont  échangeables  aux  substitutions  d'un  groupe  K;  comme  ctj^C^ç 
sont  des  nombres  conjugués,  on  a  c'"^^  =  i .  On  obtient  toutes  les  sub- 
stitutions de  H'  de  cette  forme  en  multipliant  l'une  d'elles  par  les  sub- 
stitutions de  //"  à  déterminant   i,  c'est-à-dire  par  les 

Par  suite  ou  H'  ne  contient  aucune  substitution  de  la  forme 
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OU  il  en  contient  d^,  savoir  les 

(a)  \Ç,  rj     a^^^cifj  ,  a""**«c~' f  | . 

En  transformant  T  par  5~',  on  trouve 

or  on  peut  rendre  ât^'"^^'  ou  a'****  congru  à 

où  h  est  un  entier  quelconque,  s  désignant  le  plus  grand  commun  di- 
viseur de  â^  et  d^]  on  a  e  =  2  si  d^  et  d^  sont  pairs,  e  =  i  dans  les 
autres  cas.  Dope  si  e  =  i,  les  â^  substitutions  (a)  peuvent  être  trans- 
formées les  unes  dans  les  autres  par  les  substitutions  de  H']  au  contraire, 
si  e  =  2,  on  en  peut  déduire  la  moitié  de  la  substitution  T,  l'autre 
moitié  de  a^T.  Dans  le  premier  cas  tous  les  groupes  G^  qui  répondent 
aux  diverses  substitutions  (a)  ont  le  même  ordre  p^'2{n^p  +  i)y  dans  le 
second  la  moitié  des  groupes  G^  sont  de  Tordre  p'.  2  (n^^)  +  i),  les  autres 
pouvant  avoir  un  ordre  différent  p^*2{n^p  +1). 

Enfin  le  groupe  formé  des  substitutions  de  H*  qui  sont  permutables 
au  groupe  K^-i  dérive  de  T  et  des  substitutions  de  la  seconde  espèce 
contenues  dans  fi"  savoir  les 

S,  71     a'  f ,  a'  7]  ; 

Tordre  de  ce  groupe  est  donc  2â^e;  il  produit  entre  les  cycles  de  K^i  un 
groupe  dont  Tordre  est  2â^e  ou  d^e  suivant  que  d^e  est  impair  ou  pair. 

En  vertu  du  numéro  7,  on  peut  maintenant  faire  les  conclusions 
suivantes: 

Si  e  =  I ,  on  a 

0  ==  p\{^'p^  +  â.n^p  +  i); 
si  e  =  2, 

0  =  p'7r(ny  +^n^p  +^fn,p  +  1); 

il  existe  des  groupes  du  degré  p  des  ordres 

p.2{n^p  +  i),  p.2{n^p  +  i) 

Acta  mathematica.    11.    Imprimé  U  9  If  art  1888.  29 
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contenus  dans  d'autres  groupes,  dont  les  ordres  sont  respectivement 


ou 


p.2d^e{n^p  +  i)  y  p.2d^e{n^p  +  i),     si  d^e  est  impair, 


pà^s{n^p  +  i)  ,  pà^e{n^p  +  i),     si  d^e  est  pair. 


On  a  tij  =ti,  ==o,  quand  p  est  de  la  forme  4A  +  3>  ©*  quand  le  groupe 
Q  ne  contient  pas  de  substitution  de  la  forme 

Enfin  le  groupe  G  en  contient  d'autres  des  ordres 

p\  2â^6{n^p  +  i) ,  p\  2d^e{n^p  +  1). 

10.     Quand   H'   est   tétraédrique,   le  nombre  p  est  >  3.     Les  sub- 
stitutions de  H'  sont  les 

a.aAyaB,  aAB  ,  aC7%  aA^'C^A  ,  aB'C'B  ,  aB-'A-'C'AB, 

les  lettres  ayant  la  même  signification  qu'au  numéro  5.  Les  substitu- 
tions aA  sont  permutables  aux  groupes  K^  ^  K^j  pourvu  que  f  et  17 
soient  réels.  Cela  exige  que  —  i  soit  résidu  quadratique  de  jp,  c'est-à- 
dire  que  p  soit  de  la  forme  4Ä  +  i.  Or  si  if'  contient  la  substitution 
t  ou  I  f ,  oy  if ,  ioy  |,  il  contient  i  A  et  — 1-4,  qui  sont  échangeables  respec- 
tivement aux  substitutions  des  groupes  K^  et  K^.     Comme  on  a 

B-'iAB  =  —  iA, 

les  deux  groupes  G^  qui  correspondent  k  K^  et  k  JST.  sont  les  trans- 
formés l'un  de  Tautre;  ils  sont  donc  d'un  môme  ordre  Jp^  2  (n^jp  +  i)- 
En  transformant  ±  i  A  par  C  et  C*,  on .  en  déduit  ±  iJÎ  ,  ±  iAB;  donc 
G  contient  six  groupes  de  Tespèce  que  nous  avons  désignée  par  (7,,  tous 
de  Tordre  jp'.  2(njp-f  i).  Les  groupes  G[  du  degré  p  qui  y  corres- 
pondent ont  pour  ordre  jp.2(«jjp+  i).  Les  groupes  (?,  qui  répondent 
aux  six  groupes  G^  sont  évidemment  de  Tordre  p^.2û>{n^p  +1);  mais 
comme  la  substitution  i  A  ne  permute  pas  les  cycles  de  K^j  Tordre  des 
groupes  G^  sera  i>.û>(n,p  +  i). 
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Le  déterminant  de  la  substitution  aC  étant  a^rn^^  sa  congruence  ca- 
ractéristique est 

5*  —  afM  +  «**»*  =  o  (mod  pj, 
d'où 

2 

Pour  que  la  forme  canonique  de  aC  soit  réelle,  il  faut  donc  que  'p  soit 
de  la  forme  3%  +  i-     On  trouve  ainsi 


aC  = 


f ,  ly      am ^ c,  aw 5 7 


La  condition  relative  au  nombre  p  étant  remplie^  aC  est  permutable  à 
deux  des  groupes  -K^  que  nous  désignerons  par  £%  JT"'.  Les  substitu- 
tions aC  sont  les  seules  permutables  à  ces  groupes;  en  effet,  dans  le  cas 
contraire,  K'  contiendrait  un  groupe  d'un  ordre  au  moins  égal  à  ôâ),  à 
substitutions  échangeables  entre  elles  (n^  7);  par  conséquent  il  existerait, 
entre  quatre  lettres,  un  groupe  de  Tordre  6  ou  12,  contenant  exclusive-- 
ment  des  substitutions  échangeables  entre  elles,  ce  qui  est  ^absurde.  Or, 
si  Ton  a 

_  I   i-n/-"3 

a  = T y 

m  2 

la  substitution  aC  est  échangeable  aux  substitutions  de  K';  si 


m  2 

elle  est  échangeable  à  celles  de  K".     Dans  le  premier  cas  H'  contient 

la  substitution  m  '  "^  ^""  ^,  dans  le  second  m  ^  ~^~  ^;  s'il  contient  Tune 

2  2 

et  l'autre,  il  contient  leur  produit  m^  et,  en  vertu  du  rf  5,  m%  et  par 

suite  m,   c'est-à-dire   qu'on   peut  faire  w=i.     Soient,  pour  abréger,  C 

et  (7"  les  substitutions  qui  répondent  aux  deux  valeurs  de  a: 


C  = 


G"  = 


f'.7' 


i-V^-3 


f%7' 


C"  n'est  pas   la  transformée  de   C  par  une  substitution  de  //';  c'est  ce 
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qu'on  voit  sans  calcul,  en  se  souvenant  de  la  correspondance  qui  a  lieu 
entre    les    substitutions    de  H'  et  celles  du  groupe  alterné  entre  quatre 
lettres.     L'ordre  du  groupe  G^,  formé  par  les  substitutions  de  G  échan- 
^  geables  à  celles  de  K\  peut  évidemment  être  exprimé  par  p'.  3(WjP+ i); 

§.*  celui    de    G[    est    donc   p-3i%p+  i).      Le    groupe    G^    est    de    l'ordre 

e  l>'*3û>(^jP+  0-     ^^   ^^^   substitutions   communes    à    G^    et  H'  sont  les 

^  aC;  s'il  s'en  trouve  parmi  elles  qui  ne  permutent  pas. les  cycles  de  K% 

i    ^  ce  ne  peut  être  que  les  puissances  de  C";  cette  circonstance  ne  se  pré* 

;  sente  donc  que  dans  le  cas  où  l'on  peut  faire  m  =  i.     Par  suite  l'ordre 

L.;  du   groupe   öj  sera  p(o{n^p  +  0.^^  m  =  i;  mais  il  sera  p.3<o{n^p  +  i) 

^'  dans    le   cas   contraire.     Quant   aux    groupes  analogues  qui  répondent  à 

I  E'\  il  suffit  de  remplacer  »,  par  une  autre  lettre  n,.    Des  substitutions 

k  C'y  C"  on  déduit,  en  les  transformant  par  A  y  B  y  AB  y  six  autres  substi- 

tutions,  échangeables  respectivement  aux  substitutions  de  six  autres  des 
groupes    K^.     Donc    on    a    quatre    groupes    de    Tespèce    G^  qui  sont  de 
l'ordre  p^^i{%p  +  i),  et  quatre  de  l'ordre  p^i{n^p  +  i). 
De  ce  qui  précède  on  tire  les  conclusions  suivantes: 
L'ordre  de  G  est  déterminé  par  la  formule 

0  =  p^.  i2û}{n'p^  +  6n,/>  +  4W,/>  +  ^n^p  +  i). 

I  On  a  Wj  ==  o,  quand  p  est  de  la  forme  12Ä+  7  ou   12Ä+  11, 

et  quand  H'  ne  contient  pas  la  substitution  i, 
»j  =  n,  =  o,  quand  p  est  de  la  forme   12A  +  5  ou   12Ä  -f  iï> 

n^  =  o,  quand  G  ne  ôontient  pas  la  substitution  mi-i-^— -^, 

2 


n^  =  o,  quand  G  ne  contient  pas  la  substitution  m 


l-y/-. 


Les  nombres  n^  sont  compatibles  avec  l'existence  d'un  groupe  du  degré 
p    et    de    l'ordre   p  .tti  .  iïf^{n^p  +  0>    contenant    un    groupe    de    Tordre 

P-'^xi^rP  +  ï);  pour  V  =1   on  a  TT,  =  2,  ;rj  =  -;  pour  r  =  2   et  r  =  3, 

on   a  ^Tj  =  3,  et,  si  H'  contient  la  substitution   w,   ;ri  =  -  ;  dans  le  cas 
contraire  on  a  ;r3  =  û;.     Enfin  G  contient  des  groupes  des  ordres 

p\  2(o{n^p  +  i) ,  p\  3û}{n^p  +  i) ,  p\  3û>(n3Î>  +1). 
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11.  Quand  H'  est  octaédrique,  on  a  aussi  jp  >  3.  Les  substitu- 
tions  de  W  sont:  les  substitutions  d'un  groupe  tétraédrique  où  Ton  a 
w  =  I,  les  6tt>  transformées  des  aJD,  les  6ûi  transformées  des  aBD.  On 
connaît  déjà  les  groupes  K^  qui  sont  permutables  aux  substitutions  té- 
traédriques,  et  Ton  connaît  les  substitutions  tétraédriques  qui  sont  échan- 
geables aux  substitutions  de  ces  groupes;  mais  évidemment  on  ne  peut 
employer  immédiatement  ce  qui  a  été  dit  sur  l'ordre  des  groupes  G^^  öj, 
O^ ,  <rj  qui  s'y  rapportent. 

Les  substitutions  aD  ou  |  f ,  7  «ef ,  aeirj  \  sont  permutables  aux 
groupes  K^  et  K^^  comme  le  sont  les  aAy  pourvu  que  jp  ==  4Ä  +  i;  en 
effet  e  est  réel  en  même  temps  que  f .  Donc  le  groupe  O^  correspondant 
à  K^  est  de  Tordre  p^^2{n^p  +  0>  ^^  ^'  contient  la  substitution  i,  mais 
ne  contient  pas  e.  Si  H'  contient  e  il  contient  aussi  i;  en  effet  D^A  se 
réduit  à  eH;  dans  ce  cas  Tordre  de  G^  est  p'.  4(WiP+  i).  Le  groupe 
öj  est  de  Tordre  jp^4û>(w,p  +  0*»  ^i  ®**  ^^  Tordre  p(o{n^p  +  i),  quand 
H'  contient  e,  mais  de  Tordre  p.2û}{n^p+  i)  dans  le  cas  contraire; 
c'est  ce  qu'on  voit  en  remarquant  que  la  substitution  e""^i""^D  ne  permute 
pas  les  cycles  de  ÄJ,. 

On  a  vu,  au  numéro  précédent,  que  les  substitutions  aC  sont  per- 
mutables aux  deux  groupes  K' ,  K";  évidemment  elles  sont  les  seules 
substitutions  de  H'  permutables  à  ces  groupes.  Dans  le  cas  qui  nous 
occupe,  les  groupes  K'j  K'\  ainsi  que  les  substitutions  C"",  C"*",  se  trans- 
forment Tun  dans  Tautre  au  moyen  de  la  substitution 

F=  ABD. 

En  effet,  dans  le  groupe  symétrique  entre  les  lettres  a,  /9,  /*,  (?,  qui  est 
isomorphe  à  H\  la  substitution  {aßf)  correspond  à  C ,  {aß)  à  JF,  donc 
F^^CF  et  C^  correspondent  à  {arß)  d'où 

F  'CF  =  aC^ 

comme  d'ailleurs  Ü  a  son  déterminant  congru  à  i,  on  doit  avoir      • 

F-'CF  =  ±  1 .  C% 
d'où 

F-'C*F=  ±i.C'; 
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or^  comme 

on  a 

C 

=  —  I, 

on  en 

conclut 

qu'il 

inférieur,  donc 

F 

-^CF  = 

=        C». 

En  faisant, 

pour 

un 

moment, 

I 

-i". 

on  a 

aC  = 

c, 

-C=  C", 

a 

F-'C'F  =  —  aC^  =  le  =  C"\ 
F'^C'F  =  —  ic*  =  a'C*  =  C*. 

a 

Ainsi,  dans  le  résultat  final,  les  deux  termes  au  coefficient  4  qui  se  pré- 
sentent dans  le  cas  où  H  est  tétraédrique,  se  réunissent  ici  en  un  seul 
terme  au  coefficient  8.  Les  ordres  des  groupes  ö^i ,  ÖJ ,  (?, ,  O'^  sont 
évidemment  les  mêmes  que  dans  le  cas  précédent  en  supposant  m  =  i. 
On  a 

la  congruence  caractéristique  de  cette  substitution  étant 

a^  +  ö'^'t=  o  (modp), 

elle  se  réduit  à  la  forme  canonique 

aBD  =  I  f ,  îy'     aeyj^^Çj  —  aeyf^irj'  |. 

Pour  que  T,  yj'  soient  réels,  il  faut  que  e^f^  le  soit  En  supposant 
p  =  4Ä  +  ij  ^  est  réel;  par  conséquent  il  faut  que  — -%  soit  résidu  qua- 
dratique de  Pj  c'est-à-dire  que  p  doit  être  de  la  forme  8Ä'  +  i.  A  cette 
condition  aBD  est  permutable  à  deux  des  groupes  K^^  que  nous  dé- 
signerons par  K'"j  K""\  d'autre  côté  on  voit  que  les  a  et  aBD  sont  les 
seules  substitutions  de  H'  permutables  à  ces  groupes.  Si  maintenant  H' 
contient  la  substitution  e^J'^^i,  on  peut  faire 


a  =  + 


>J~i' 
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on  obtient  ainsi  les  deux  substitutions 

échangeables  respectivement  aux  substitutions  de  Ä'"  et  de  K"'\  D'ailleurs 
ces  substitutions  sont  les  transformées  l'une  de  l'autre^  car  en  effet  on  a 

K""  est  donc  la  transformée  de  K'"  par  A.  Il  s'ensuit  qu'en  transfor- 
mant le  groupe  O^  correspondant  à  K'"  par  les  substitutions  de  H' y  on 
obtient  douze  groupes  G^  ;  tous  de  l'ordre  jp*.  2  [n^p  +  i  ).  Les  groupes 
0\  y  O^y  O'^  ont  respectivement  pour  ordre  jp.  2{n^p  +  0  >  i'**  ^(«(njp  +  i), 
pio{njß  +  0'  comme  on  le  voit  aisément. 

Quand  l?  =  4Ä  +  3,  le  nombre  »,  est  nécessairement  nul;  en  effet 
la  supposition  contraire  entraînerait  l'existence  d'un  groupe  du  degré  p 
et  de  Tordre  p.2{n^  +0' 

On  a  donc  le  résultat  suivant: 

0  =  p^.  24û> .  {n'p^  +  6n^p  +  Snjj  +  1 2n^  +  i); 

nj  =  o,  quand  p  =  24A  +  7  >  1 1  »  19  >  23,  et  quand  H'  né  contient 

pas  la  substitution  i; 
Wj  =  o,  quand  2>  =  24Ä  +  5  ,  1 1  ,  17  ,  23,  et  quand  H'  ne  contient 

pas  la  substitution  ^"~  ^  ; 

n,  =  o,  quand  jp  =  24A  +  5  ,  7  ,  i  i  1  13  ,  i^  ,  23,   et  quand  H'  ne 
contient  pas  la  substitution  CyJ^^. 

Les  nombres  w^  admettent  l'existence  d'un  groupe  du  degré  p  et  de 
Tordre  pTTiTr^i^rP  +  ^)>  contenant  un  autre  de  Tordre  pTüiin^p  +  i),  où 
les  nombres  tühTc'^  sont  déterminés  de  la  manière  suivante: 

pour  r  =  I,  on   a  ^r^  =  4  ,  ;ri  =  - ,  ou  ttj  =  2  ,  ;ri  =  û>,  suivant  que 
H'  contient  e  ou  non. 
r=2,  ;ri  =  3,  ^»=35 
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Enfin  le  groupe  G  contient  des  groupes  des  ordres 

^^4û>(n,^+  i)^P'-3û>(n,p  +  i) ,  |)'.2û;(n,p  +  i). 

12.  Quand  H'  est  icosaédrique,  le  nombre  p  est  de  l'une  des 
formes  ioä  +  i  ,  loA —  i.  Par  une  analyse  toute  semblable  à  la  pré- 
cédente on  trouve: 


ou 


fi,  =  o,  quand  p  ==  6oh  +  19  ,  29  ,  49  ,  59,  et  quand  H''  ne  contient 

pas  la  substitution  0\ 
n,  =  o,  quand  p  =  6oh  +  i  ï  >  29  ,  41  ,  59,  et  quand  H'  ne  contient 

pas  la  substitution      "^  ^  ~-^  ; 

\  =  o,  quand  p  =  60Ä  +  1 1  ,  19  ,  31  ,  59,  et  quand  H'  ne  contient 
pas  la  substitution  i. 


Le  nombre  n^  admet  l'existence  d'un  groupe  du  degré  p  et  de  Tordre 
pù){n^p+ 1),  contenant  un  autre  de  Tordre  jp;ri(w^|?+  i),  où  pour  r=  i ,  2, 3, 
le  nombre  tt^  est  respectivement  égal  à  5  ,  3  ,  2.  Le  groupe  G  contient 
des  groupes  des  ordres  p^.  50){n^p  +  i) ,  p^.  5<o{n^p  +  i) ,  Jt?^  2û>(«,jp  +  i)* 
On  remarque  que  dans  les  cas  où  H'  est  de  Tune  des  trois  types 
polyédriques,  les  coefficients  qui,  dans  l'expression  de  0,  multiplient  les 
termes  en  n^jp,  sont  les  nombres  des  sommets,  des  faces  et  des  arêtes  des 
polyèdres  correspondants. 

13.     Le   cas  où  G  est  de  la  seconde  espèce,  a  étant  nul,  est  facile 
à   traiter.     En   effet,  I^  ne  contient  que  les  puissances  de  la  substitution 

t  =  \x,y    X  +  (y)p_i,y  +  1 1;  ^ 

par  conséquent  il  ne  contient  qu'un  seul  groupe  K  de  Tordre  p.  qui  est 
formé  des  substitutions 

t'"'  =  \x,y     X  +  ajy\. 

En   supposant  K  contenu   dans  n^   des  groupes  /,.,  il  existera  un  groupe 
G{   du    degré  p  et.de  Tordre  p7r^{n^p  +  i)j  oii  le  nombre  tt^  est  Tordre 
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du  groupe  renfermant  les  substitutions  de  H'  échangeables  à  t^.    Or,  les 
substitutions  de  W  étant  toutes  de  la  forme 


x,y     ax  +  ^(^)  j  «y 


on  a  évidemment  7:^  =  i^  d'où  n^  =  o.     Donc  Tordre  de  G  est  exprimé 

par  la  formule 

0=p^7c{ny  +  i). 

1 4.  De  ce  qui  est  dit  aux  numéros  précédents  on  peut  conclure 
que,  si  a  =  o  et  ;r  =  I ,  on  a  n  =  o.  En  effet,  sous  cette  hypothèse  le 
groupe  O  est  de  Tordre  p\n'p^  +  i),  et  contient  n'p^  +  i  groupes  de 
Tordre  p*.  Deux  quelconques  de  ces  groupes  n'ayant  en  commun  que 
la  substitution  identique,  le  nombre  des  substitutions  des  ordres  p  et  p^ 
est  égal  à  (p* —  0(^'P^  +  i);  c^s  substitutions  déplacent  tous  les  éléments. 
Les  substitutions  qui  ne  déplacent  pas  un  élément  donné  quelconque  ti^^ 
sont  en  nombre  n'p*+  i;  par  conséquent  elleö  coïncident  avec  les  n'^'+i 
substitutions  dont  Tordre  est  premier  à  py  en  d'autres  termes,  ces  der- 
nières ne  déplacent  aucun  élément.     Donc  n'  =  w  =  o. 

On  a  ainsi'  le  théorème  suivant,  analogue  au  premier  des  théorèmes 
de  M.  Mathieu,  cités  plus  haut: 

Tout  groupe  transitif  G  du  degré  p*  contient  un  groupe  transitif  F 
d'ordre  p^;  si  G  ne  contient  pas  de  groupe  plus  général  dont  les  sub- 
stitutions sont  permutables  à  /',  G  coïncide  avec  F. 

15.  Soit  maintenant  a=  i,  et  supposons  que  G  soit  de  la  première 
espèce.  Un  groupe  K  de  Tordre  jp*  contenu  dans  I^  et  I^  pourrait  être 
transitif  ou  intransitif.  Si  K  est  intransitîf  il  est  formé  des  substitutions 
â^âi'i  une  substitution  T  de  /j,  étrangère  à  K  y  transformera  ^^  en  ^, 
car  évidemment  Û^  et  ses  puissances  sont  les  seules  substitutions  de  K 
qui  déplacent  tous  les  éléments.    Par  conséquent  T  aura  la  forme  suivante: 

T=\x,y     ax  +  9i{y)^9Åy)V 
De  plus  T  transformera  Oi  en  ^<?;,  ce  qui  donne 


T  = 


x,y     ax  +  ^,{y),'j  —  '^ 


Acta  matkêmatitm,    11.    Imprimé  1«  12  Mari  1888. 
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Pour  que  cette  substitution  soit  de  Tordre  p,  il  faut  que 

a  =  c=  I   (mod I?); 

mais  alors  T  serait  contenu  dans  J^,  ce  qui  est  absurde.  Donc  le  groupe 
K  ne  peut  être  intransitîf. 

Si  K  est  transitif,  il  dérive  de  deux  substitutions  échangeables  entre 
elles,   S  et   T,  dont  Tune  fait  varier  l'indice  y;  on  peut  donc  supposer 

S=dlff[t;         T=(?S^; 
mais  on  trouve 

donc  d  est  égal  à  zéro.     Par  conséquent  il  est  permis  de  faire 

S  =  0\t  j         T  =  Ûq. 

Or  /j  dérive  des  trois  substitutions  Oq  y  â[  y  V  analogues  respectivement 
^  ^0  »  ^1  >  '>  ®*  1'^^  '^^^^  ^^  ^01  q^î  68*  échangeable  à  ^î  et  à  f,  ne  peut 
être  étrangère  à  K\  en  effet,  dans  ce  cas,  les  'p^  substitutions  de  J^  se- 
raient échangeables  entre  elles,  ce  qui  est  absurde.  De  plus,  6'^  ne  peut 
être  une  puissance  de  ^^,  car  alors  /j,  étant  entièrement  déterminé  par 
^i  et  8^  se  confondrait  avec  /^.     Donc  on  peut  supposer 

Ces  substitutions  déterminent  complètement  /^;  d'ailleurs,  aux  jp  valeurs 
qu'on  peut  donner  au  nombre  a  répondent  jp  groupes  de  l'ordre  p*,  tous 
contenant  K  et  contenus  dans  (?;  en  effet  on  a 

Il  en  résulte  que  le  groupe  G  contient  un  groupe  G^,,  dont  les  substitu- 
tions sont  permutables  à  A",  et  dont  Tordre  est  égal  à 

7t!  étant  un  diviseur  de  tt.  D'autre  part,  Q  ne  contient  d'autres  groupes 
de   la   même  espèce  que   G^  ;  c'est  ce  que  nous  démontrerons,  en  faisant 
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voir    qu'on    a    nécessairement   6  =  0.     Pour  simplifier  les  calculs,  intro- 
duisons, au  lieu  de  x^  le  nombre 


On  trouve 

t  =  If  ,y     ^—hy,y  +  I  I, 


0,  =|e,y    e  +  y,y|, 
e',  =  ff[t  =  \i,y     f,y+  i|. 


La  substitution  d[   doit  être  échangeable  k  Oqj  ^n  ne  faisant  pas  varier 
l'indice  f  ;  elle  doit  en  outre  satisfaire  à  la  relation 

donc  elle  aura  la  forme  suivante 

ö;  =  |f,y    f,y  +  e  +  a|. 

Ainsi  le  groupe  (r^  contenant  tes  deux  substitutions 


f,y    f  +  y>y|» 


f,y    f,y  +  f|, 


contiendra  toute  substitution  linéaire  et  homogène  par  rapport  aux  in- 
dices f,y  dont  le  déterminant  est  congru  à  i  (mod^)  (voir  le  Traité 
des  sî^stitutions  de  M.  Jordan,  n^  121),  entre  autres  celle-ci 


f.y    rSy-y 


,     ,  r*  —  I  ,r*—  I     a     I 


où  r  peut  avoir  toute  valeur  non  congrue  à  zéro.  Or  cette  substitution 
appartient  évidemment  au  groupe  H;  donc  comme  nous  avons  supposé 
que  les  substitutions  de  ce  groupe  soient  contenues  dans  Texpression 

\Xyy     ax  +  ßy  +  r^ày  +  e\, 

il  faut  qu'on  ait  6  =  0,  comme  nous  Tavons  annoncé.  On  a  vu  en  même 
temps  que  le  groupe  H  contient  toutes  les  substitutions 


x,y     rxy^y 


comme  d'ailleurs  toutes  les  substitutions  de  H  sont  permutables  à  Kj  on 
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a  7:^  =  ;r.  L'ordre  de  O^  est  done  O  =  p^n{p  +  0?  ^^^"^  ^^  ^  ®®* 
0  =|)V(»'jp^  +  />  +  0>  ^^  '^^^"j  puisque  0  est  divisible  par  O', 

0  =  ^•V(/;  +  i)(n>'  +  I). 

Le  résultat  final  se  résume  donc  comme  il  suit: 

Si  a  =  1,  et  que  O  soit  de  la  première  espèce,  on  a  ou 

0  =  p'nin'p'  +  I), 

7c  étant  un  diviseur  de  (p —  i)^  ou 

o=p\p-i)^,{p  +  i)(«y  +  1)  =  ^'^^'~  y^'~^\ny  +  I), 

^Tj  =^— 5—  étant  le  nombre  des  substitutions  de  la  forme  |  a; ,  y     «^,^1 

contenues  dans  G.  Quand  la  première  formule  a  lieu,  O  ne  contient 
d'autres  substitutions  linéaires  que  celles  de  H.  En  effet,  si  la  substitu- 
tion linéaire  S  est  étrangère  à  U  et,  par  suite,  non  permutable  à  /^,  le 
groupe  Zj,  transformé  de  I^  par.S^,  contiendra  le  groupe  (#o  >  0>  ^^  ^^^ 
est  contre  Thy.pothèse,  si  S  appartient  à  G. 

16.  Passons  au  cas  où  G  est  de  la  seconde  espèce,  a  étant  égal 
à  I.  D'abord  on  voit,  comme  au  numéro  précédent,  qu'un  groupe  K 
de  Tordre  p^,  contenu  dans  I^  et  Jj,  ne  peut  être  intransitif.  Si  Ä' était 
transitif,  il  serait  formé  des  puissances  d'une  seule  substitution 

mais  alors  I^  et  7^,  étant  complètement  déterminés  par  la  substitution 
t'y  se  confondraient,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse.  Ainsi  deux  des  groupes 
1^  ne  peuvent  contenir  un  même  groupe  d'ordre  p^.     Donc 

0=y;r(ny  +  i), 

n  étant  un  diviseur  de  jp  —  i . 

17.  Dans  les  cas  où  a  >  i,  deu:ç  quelconques  des  groupes  J^,  par 
exemple  1^  et  J^  ne  peuvent  contenir  un  même  groupe  transitif  dont 
l'ordre   surpasse  p^.     En  effet  ce  dernier  groupe   contiendrait  nécessaire- 
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ment  â^ ,  ^^  et  une  substitution  de  la  forme  S^â^ .  . .  #^«<;  or  ces  sub- 
stitutions déterminent  complètement  le  groupe  de  Tordre  p''^^  qui  les 
contient,  de  sorte  que  I^  et  Zj  se  confondraient.  Donc  si  I^  et  J^  con- 
tiennent un  même  groupe  K  de  Tordre  2)"^*,  celui-ci  est  intransitif,  et 
par  suite  il  dérive  des  substitutions  #o  >  *i  >  •  •  •  >  *«•  Cherchons  les  sub- 
stitutions qui  sont  permutables  à  K. 

Nous  désignons  par  Co ,  Ci ,  . . . ,  c^^i  les  cycles  de  #^,  de  sorte  que 
c,  soit  une  substitution  qui  permute  circulairement  les  éléments  dont  le 
second  indice  est  congru  à  y,  et  qu'on  ait 

p-i 

Si  maintenant  U  désigne  une  substitution  permutable  k  K  j  U  transformera 
chaque  substitution  c^  en  une  puissance  d'une  autre,  par  exemple  c,  en 
(^^y]  donc  on  a 

U=\x,i/     xf[y)  +  f,{y) ,  ip{y)\. 

Or,  comme  K  est  permutable  à  <,  et  contient  la  substitution 

^a ^a'^a+1       •  ^a  +  2       •  •  •  ^;>— l       > 

il  contient  en  général  la  suivante 

^t  '  ^«  +  1       •  S  +  2       •  •  •  ^p— a+«-l  *^*  • 

Evidemment  K  dérive  des  substitutions  S^  j  5^ ,  . . . ,  5^i;  donc  pour  que 
U  soit  permutable  à  if,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  Ü  transforme 
chacune  des  substitutions  S,  en  une  substitution  T  de  -ST,  laquelle,  comme 
Sgj  est  composée  de  jp  —  a  cycles.     Les  substitutions  de  K  ayant  la  forme 

\x,y    x  +  F{y),y\, 

où  F{y)  est  une  fonction  entière  de  y  du  degré  a,  on  trouve  les  sub- 
stitutions T  en  déterminant  la  fonction  F  {y)  de  manière  qu'elle  s^annule 
pour  a  valeurs  incongrues  par  rapport  au  module  p.  Soit  yo  >  ^i  >  •••  >  Va-i 
ces  valeurs;  on  aura 

F[y)  =  Jf (y  —  yj(y  —  yj  ...  (y  —  y„_,), 
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Hî  étant  une  constante,  et 

Comme  d'ailleurs  K  contient  toutes  ces  substitutions,  on  peut  énoncer  le 
critérium  de  la  manière  suivante:  il  faut  et  il  sufRt  que  17  transforme 
les  substitutions  T  les  unes  dans  les  autres.     Or  on* a 

donc  il  faut  que 

f{y).F{y)^F'[ip{y)\ 

=  M'[<f>{y)  -  i}>{y,)my)  -  <!>{y,)] . . .  [^{y)  -  ^(tfa-ù]  (mod  p), 
OU  bien,  en  posant  j^=Nj 

Quand  a==p —  i,  cette  congruence  ne  dit  rien,  puisque  on  ne  peut 
donner  à  y  d'autre  valeur  que  y^^i,  sans  annuler  le  numérateur  et  le 
dénominateur.     Et,  en  effet,  toute  substitution  de  la  forme 

\^jy   ^f{y)  +  fi{y)j  <p{y)\ 

est  dans  ce  cas  permutable  à  K,  qui  contient  toutes  les  substitutions  c^. 
Quand    a=p — 2,    on    peut   faire  y  =  y^^^  et  y  =  y^_,;  on  trouve 
ainsi,  en  vertu  du  théorème  de  Wilson, 


Ay.-i)    _. 


N 


fiyp-^)    ^ 


N 


d'où 


yp-i  —  yp-3     ^ivp-i)  —  ^(Vp-^)  '       Vp-^  —  Vp-  i     ^(?/p-2)  —  ç^(yp-i)  ' 

fiyp^x)  =  fi3fp^^\ 


comme   d'ailleurs   y^i   et  y^_,    sont  arbitraires,  on   conclut  que  f{y)  est 
constant.     Donc  A  a=p — 2,  on  a 

ü^\x,y     ax  +  f^{y),il}{y)\. 

En  effet,  K  dérive  des  substitutions  c^.c^^i,  ou  bien  des  c, . c^^S  lesquelles 
par  TJ  sont  transformées  en  C'^^^.c^^^y 
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Supposons  maintenant  a  <  p  —  2,a>o,  et  par  conséquent  jp  >  5. 
En  faisant  dans  la  congruence  (7)  successivement  y  =  y^i ,  y  ==y^_3,  et 
divisant  les  résultats,  on  a 


V<yp-»)-s^(yo)][s^(yp-«)-î^(yi)]-[^%p-5)-î^(y«-i)]  (yp-i-yoXyp-i-y,)-(yp-i-y«-i) 

Cette  congruence,  linéaire  en  y^  et  ^(f/o),  peut  être  mise  sous  la  forme 
suivante 

(9)  ■     (*W^^|-       • 

Or  on  peut  évidemment  remplacer  y^  par  chacun  des  nombres  y«,  y^+i,  .., 
y^t»  B&i^s  autre  changement;  de  plus  la  congruence  (9)  est  aussi  satisfaite 
en  remplaçant  y^  par  y^i  ou  par  y^«,,  puisque  par  \^  (8)  est  satisfaite 
identiquement.     Donc  on  a 

ho)  '  <»W=^ 

pour  y^yo^PafPa+iy  '  "yVp-ii  le  nombre  de  ces  valeurs,  jp  —  a  +  i, 
est  au  moins  égal  à  4. 

En  traitant  y^   comme  on   a  traité  y^,  on  tire  de  (8)  une  nouvelle 
congruence 

qui  a  lieu  pour  les  valeurs  suivantes  de  y: 

yijîfafya+iy  •  •  •  yVp-l' 

Donc  on  a 

Ay  +  J^^A'y  +  -B" 
Gy  +  D=Cy  +  iy 

pour  les  valeurs  y„  ,  y^^.i ,  . . . ,  y^^u  dont  le  nombre  est  égal  ou  supérieur 
à  3,  donc  cette  congruence  est  identique,  c'est-à-dire  que  la  congruence 
(10)  est  satisfaite  par  y  =  y^.     On  démontre  de  la  même  manière  qu'elle 
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est  satisfaite  par  y  =  y^jy^,,.,,  y^_i .  Done  enfin  elle  est  satisfaite  par 
toute  valeur  de  y;  comme  d'ailleurs  ^{y)  ne  peut  être  infini,  ni  constant, 
on^conclut  que 

C=o,         ^{y)  =  cy  +  d. 

En  reportant  cette  valeur  dans  (8),  il  vient 

f{yp-i)  =  fiyp--^)\ 

Vp-i  öt  yp-î  étant  arbitraires,  cela  veut  dire  que  f{y)  est  une  constante. 
Donc  on  a 

U=\x,y    ax  +  f^{y)jcy  +  d\. 

Par  ce  résultat  on  est  en  mesure  de  traiter  en  même  temps  tous  les  cas 
oiia>i,a<^  —  2.  En  effet  la  substitution  Ü  ne  peut  être  de  Tordre 
p  où  p^  que  si  a  =  c=  i  (mod^),  mais  alors  U  est  contenue  dans  I^. 
Par  suite  ce  groupe  n'a  aucun  groupe  de  Tordre  p"^^^  en  commun  avec 
un  autre  des  groupes  I^.  On  peut  donc  conclure  que,  si  a>  i,a<^ —  2, 
on  a 

0  =  p^^^^{ny  +  i). 

Quand  p>  3  9  a  =  p —  2,  on  sait  que  I^  ne  peut  avoir  qu'un  seul 
groupe  K  en  commun  avec  d'autres  groupes  I^.  En  désignant  par 
n^p  +  I   le  nombre  des  groupes  I^  qui  contiennent  K,  on  a 

0=p'7r{n,p+  i)(ny  +  i), 

où  p^7r{n^p  +  i)  est  Tordre  du  groupe  6?^,  formé  de  celles  des  substitu- 
tions de  G  qui  sont  permutables  à  K.  Comme  ces  substitutions  rempla- 
cent les  éléments  d'un  même  cycle  par  ceux  d'un  autre  cycle,  il  existe 
un  groupe  G[  du  degré  p,  isomorphe  à  ßj,  et  de  Tordre 

P7r,{n^p  +  i), 

TTj    désignant   le   nombre   des  valeurs  que  prend  la  constant«  b  dans  les 

expressions  |  a? ,  y     ax\by\o\i    x  y  y     bx  +  E(---)  ,  by\  des  substitutions 

de  S'.  En  effet,  les  seules  substitutions  de  G^  qui  ne  permutent  pas  les 
cycles  Cj,  sont  les  |  a? ,  y  «^  +  /l(y)  j  y  |-  Parmi  les  substitutions  de  ö,, 
celles  qui  sont  de  Tordre  p  ou  p^  ont  la  forme  \x,y     ^  +  fi{y)j^{y)\r 
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et  sont  par  conséquent  échangeables  à  i9^;  donc  G^  contient  un  groupe 
(r,  dont  les  substitutions  sont  échangeables  à  #^,  et  dont  Tordre  est 
p^^^{n^p  +  0  '  ^a  désignant  le  nombre  des  substitutions  de  G  qui  sont 
de  la  forme  \x  j  y     x,by\.     Par  suite  G[  contient  un  groupe  de  l'ordre 

Particulièrement,  si  G  est  de  la  seconde  espèce,  on  a  r^  =  i ,  d'où  n^  =  o  ; 
donc 

0^pP7r{ny  +  i). 

On  verra  plus  loin  qu'on  a  n'  =  o  dans  tous  les  cas  où  a  =  p  —  2  ,  p  >  3. 
Si  a=p  —  I,  on  a 

0  =  p'^^'7r{fi,p+  i)(wy  +  i), 

et  Ton  sait,  comme  dans  le  cas  précédent,  que  G  contient  un  groupe 
non  primitif  G^  de  l'ordre  2>^+*;r(n^jp  +1).  Il  existe  bien  un  groupe  G[ 
du  degré  pj  isomorphe  à  G^y  mais  comme  celui-ci  peut  contenir  des  sub- 
stitutions de  la  forme  \x  ,  y  xf{y)  +  /l(y)  »  y  j»  q^^  quoique  étrangères 
à  H  y  ne  déplacent  pas  les  cycles  e^j  Tordre  de  G[  n'est  pas  générale- 
ment un  multiple  de  p{n^p  +  i). 


g  4.     Conséquences  tirées  de  la  pHmUtvUé  ati  de  la  non^pHmUivité 

des  groupes. 

18.  Il  résulte  des  travaux  de  M.  Jordan  (Journal  fur  Mathe- 
matik, Bd.  79,  et  Bulletin  de  la  Soc.  Math.,  t.  1)  que,  pour  les  plus 
grandes  valeurs  de  a,  le  groupe  G  ne  peut  être  primitif,  quand  il  ne 
contient  pas  le  groupe  alterné.  En  effet,  d'après  une  formule  du  pre- 
mier des  Mémoires  cités  (p.  256),  le  degré  n  d'un  groupe  primitif,  ne 
contenant  pas  le  groupe  alterné,  mais  contenant  une  substitution  de  Toi*dre 
p  h,  q  cycles,  doit  vérifier  Tinégalité  .        -    * 

n<q{p  +  g)  logg  +  ^^^7  ^^  +  P+  39, 

où  Ton  a  supposé  j  >  2  ;  si  j  =  2  on  a 

»  <  2p  +  3» 

Acta  mathêmatica.     11.     Imprimé  le  ?1  ÀTril  1888.  31 
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Quand  q  >^7,  le  radical  est  inférieur  à  2,  de  sorte  que  Tinégalité  pré- 
cédente peut  être  remplacée  par  celle-ui: 

En  calculant,  pour  chaque  valeur  de  y,  la  limite  de  py  on  en  déduit 
celle  que  a  ne  peut  dépasser,  quand  le  groupe  est  primitif  sans  contenir 
le  groupe   alterné.     Voici   les  résultats  pour  les  premières  valeurs  de  p. 
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30. 

Dans  le  Mémoire  inséré  au  Bulletin  de  la  Société  Mathématique 
M.  Jordan  a  donné,  pour  les  valeurs  de  q  inférieures  à  6,  une  limite 
plus  resserrée,  savoir 

^<pq  +  g  +  h 

en  supposant  p>  g*     On  en  tire,  en  faisant  n  =f  jp', 

p  =  q+  i. 
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et  si  (/  =  I , 

n  <p  +  2. 

Dans  notre  cas   on   a  n  =  p^;   comme  le  groupe  contient  la  substitution 

tf«,  qui  est  composée  de  ^  —  a  cycles  de  p  lettres,  on  peut  faire  g=p — a. 

En  supposant  a=p  —  i,  on  a  q=  i;  donc,  ayant  jp^  >jp  +  2,  le  groupe 

G    ne    peut    être    primitif,    sans   contenir  le  groupe  alterné.     En  faisant  ! 

a  =  p  —  2,   on   a   g  =2*   il   faudra  donc  que  jp*<  2jp+  3,  d'où  p=3;  \ 

donc  si  a=p —  2,  le  groupe  ne  peut  être  primitif  excepté  pour  p  =  3.  I 

Pour  les  autres  valeurs  de  g^,  on  trouve  que  le  groupe  ne  peut  être 
primitif,  quand  on  a 

P>lgiogq  +-q  +  1 
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Il  s'ensuit  que,  lorsque  />  =  5  et  jj  =  7,  la  vraie  limite  de  a  est  i. 
Ainsi,  p  étant  >  3,  (?  ne  peut  être  primitif  quand  a  ==  jp —  3. 

Quand  par  les  raisons  qui  viennent  d'être  exposées,  ou  par  d'autres, 
on  sait  que  le  groupe  G  est  non-primitif,  la  distribution  des  éléments 
en  systèmes  est  une  de  celles  qu'admet  le  groupe  I^.  En  particulier,  si 
Qt  >  o,  les  systèmes  sont  formés  par  les  éléments  qui  répondent  à  une 
même  valeur  du  second  indice. 

Les  groupes  non-primitifs  méritent  une  étude  spéciale,  non  seule- 
ment parce  que,  dans  certains  cas,  ils  sont  les  seuls  possibles,  mais  aussi 
parce  qu'un  groupe  primitif  peut  en  contenir  un  autre  qui  ne  Test  pas, 
et  que  la  connaissance  de  ce  dernier  peut  être  utile  à  Tétude  du  premier. 

19.  Supposons  que  G  soit  non-primitif,  les  éléments  se  groupant 
en  ^systèmes,  2'o,  2'i , ..  • , -Tp^i,  où  2,  contient  les  éléments  pour  lesquels 
le  second  indice  est  congru  à  iq.  Soit  F  le  groupe  contenant  les  sub- 
stitutions de  G  qui  ne  déplacent  pas  les  systèmes,  et  désignons  de  plus 
par  y^  le  groupe  partiel  entre  les  éléments  Wo,^ ,  «/j,^ ,  .  . . ,  w^^i,,  qu'on 
obtient  par  les  substitutions  de  F.  Tous  ces  groupes  7-,  sont  du  même 
ordre,  et  se  déduisent  de  Tun  d'entre  eux,  en  le  transformant  par  les 
substitutions  de  G.     Nous  désignerons  l'ordre  de  y,  par 

P7ü^{mp  +  i), 

7c^  étant  le  nombre  des  substitutions  de  la  forme 

\X       Xil){7j)\ 

contenues  dans  y^^.  Soit  enfin  f^  le  groupe  dérivé  de  |  a:  a;  +  M  et  de 
ses  transformées  par  les  substitutions  de  F\  y^  sera  contenu  dans  y^  et 
permutable  à  ses  substitutions;  son  ordre  sera 

P7r[{mp  +  i), 

7r{  étant  un  diviseur  de  ;ri. 

/'  contient  la  substitution  tf^j  <l^î  ^^  déplace  que  les  éléments  des 
p  —  a  derniers  systèmes;  mais  il  ne  contient  pas  de  substitution  de  Tordre 
Pj  qui  en  déplace  moins.  Il  est  même  facile  de  démontrer,  qu'aucune 
substitution  dé  T,  quel  que  soit  son  ordre,  laisse  immobiles  les  éléments 


Digitized  by  VriOOQiC 


244  L.  Sylow. 

de  plug  de  a  systèmes.  En  effet,  supposons  que  la  substitution  S  ne 
déplace  que  les  éléments  de  m  systèmes^  et  faisons 

S  =  s,.s,...Sf, 

s^  désignant  une  substitution  entre  les  éléments  du  système  2",.  En 
transformant  S  successivement  par  toutes  les  substitutions  de  /^,  on  a 
une  série  de  substitutions: 

o     =  5^    .  5^    .  k  .  5^  , 
o     =  S^   .  Si,    .  .  •  Sf  , 


Or  le  groupe  qui  dérive  des  s«  >  ^1  j  ^a'  >  •  •  •  j  étant  permutable  aux  sub- 
stitutions du  groupe  primitif  ^„,  est  nécessairement  transitif;  donc  il  con- 
tient une  substitution  de  Tordre  p,  et  par  suite  le  groupe  f^.  En  mul- 
tipliant un  certain  nombre  des  substitutions  /S ,  iS^ ,  S*' ,  . . . ,  on  peut  donc 
trouver  une  nouvelle  substitution 

Si  =^  (r„ .  (Tf,  »  ,  ,  (Tp 

où  Tordre  de  (t„  est  égal  k  p.  En  élevant  S^  à  une  puissance  convenable, 
on  a  une  substitution  de  Tordre  p,  ne  déplaçant-  que  les  éléments  de  m 
systèmes  au  plus,  donc  \ 

m>^p  —  a, 

ce  qui  justifie  notre  assertion. 

En  faisant  S  =  ß^,  le  groupe  J«  dérivant  de  Ä,  S',  S'%  ..  .  aura 
évidemment  pour  ordre  p7c[{mp  +  i).  Si  maintenant  ;r;  >  i,  ce  groupe 
contient  une  substitution  ^  qui  transforme  ^^  en  i9^,  r  étant  différent  de 
Tunité.     Or,  en  supposant  a  >  o,  T  contient  la  substitution 

Va— 1    —    ^«—1  •  ^a  •  ^a+1  •  •  •  ^p—l  > 

et  par  conséquent  celles-ci 
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dont  la   dernière  ne  déplace  que  les  éléments  de  2«_,;  donc  il  faut  que 
OL  =  p  —  I. 

Il  est  donc  démontré  que  pour  a>  o  j  a  <  p  —  i,  on  a  nécessaire- 
ment ttJ  =  I ,  et  par  suite,  m  =  o.  Dans  tous  ces  cas  F  ne  peut  dojic 
contenir  d'autres  substitutions  d'ordre  p  que  les  produits  des  cj*,  c'est-à* 
dire  les  substitutions  tf«'*;'  .  .  .  ^9«*'.  Les  substitutions  de  G  sont  évidem- 
ment permutables  à  /',  et  par  suite  au  groupe  (*o  j  *i  >  •  •  •  »  *«);  o^*  il  a. 
été  démontré,  au  numéro  17,  que  si  a>o,a<^ — 2,  les  seules  sub- 
stitutions de  cette  espèce  qui  puissent  être  contenues  dans  ö,  sont  celles 
de  H.  Donc,  si  le  groupe  G  est  non-primitif,  a  étant  >  o  et  <p — 2, 
il  se  confond  avec  Jî,  et  par  suite  on .  a 

La  même   chose  a  encore  lieu  si  p  =  ^  ^  a  =  p  —  2  =  i,  comme  on  le 
voit  aisément. 

Quand  p  -^  ^  ,  a  =  p  —  2,  les  substitutions  de  G  doivent  avoir  la 
forme 

\x,y     ax  +  f{y)yip{y)\; 

il  faut  donc  que  le  nombre  n'  de  la  formule  du  numéro  17  soit  nul. 

Si  a  =  jp —  I,  le  groupe  J«  se  confond  avec  /-J,_i.  Le  groupe  F 
en  contient  un  autre  F'  de  Tordre  \p7r[{mp  +  i)]'';  or  /'  ne  contient  évi- 
demment pas  d'autres  substitutions  de  l'ordre  p  que  celles  de  F';  par 
suite  l'ordre  de  F  sera 

p'7:['7r['{mp+  I)^ 

ou  7r[7t{'  =  TTi  est  le  nombre  des  substitutions  de  la  forme  \x,y     ax,y\ 
contenues  dans  G.     Donc  enfin  on  a 

0  =  p'^'Tt^r'KTT.imp  +  iy{m,p  +  i), 

^,    étant    le    nombre    des    valeurs   que    prend    la  constante  b  dans  Tex- 
pression  \x  ,y     ax  y  by\  des  substitutions  de  H.     Chacun  des  nombres 

...  '  i 

i);r;<(mp  +  i) ,  pjr'iiynp  +  i) ,  p7r^{ni^p  +  i)  j 

i 
est  l'ordre  d'un  groupe  du  degré  p. 
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2  0.  Reprenons  maintenant  les  groupes  primitifs  où  a  >  o ,  a  <  j;  —  3. 
Nous  désignons  par  /^  le  groupe  intransitif  de  Tordre  p'^'^^  contenu  dans 
J,„,  et  par  c„, ,  <, ,  c-;^ ,  .  .  . ,  c[f~^^  les  cycles  de  la  substitution  ê^^\  qui. 
est  échangeable  à  toutes  les  substitutions  de  7^.  Ainsi  chaque  substitu- 
tion de  74  est  un  produit  de  puissances  d'un  certain  nombre  des  c^J^, 

Commençons  par  les  groupes  de  la  première  espèce,  en  recherchant 
si  7^  et  7j  peuvent  contenir  un  même  groupe  K  de  Tordre  p^.  Si  K 
était  intransitif,  il  serait  contenu  dans  7J  et  T^ .  Or  nous  allons  démontrer 
que,  quelle  que  soit  Tespèce  de  G,  les  groupes  Iq  et  I[  ne  peuvent  avoir 
de  substitution  commune. 

En  effet,  une  substitution  commune  à  7J  et  à  ![  est  le  produit  d'un 
nombre  de  cycles  au  moins  égal  à  ^  —  a.  Donc  parmi  les  cycles  de  I^ 
il  y  a  certainement  p  —  a  qui  se  confondent  avec  p  —  a  cycles  de  7î, 
et  qui  seront  désignés  par 

les  lettres  de  ces  cycles  forment  autant  de  systèmes  communes  à  7^,  et  7^. 
D'autre  part  les  systèmes  de  7^  ne  peuvent  pas  tous  se  confondre  avec 
ceux  de  7^.  En  effet,  s'il  en  était  ainsi,  le  groupe  qui  dérive  des  sub- 
stitutions de  7^  et  de  7j.  serait  de  Tordre  2>^^V(wj;  +  1),  m  étant  diffé- 
rent de  zéro,  et  il  serait  non-primitif,  ce  qui  est  impossible  (n°  19).  On 
peut  donc  supposer  que  le  cycle  c^  contienne  les  lettres 


Cj   celles-ci 


ou 


car  évidemment  c^  contient  plus  d'une  lettre,  de  Tun  au  moins  des  sy- 
stèmes de  /^.  Le  groupe  Iq  contient  une  substitution  S^  qui  déplace  les 
lettres  de  j^  —  a  systèmes  choisis  arbitrairement;  on  peut  donc  supposer 
que  Sq  déplace  a^  ,  /^^ ,  . .  . ,  a^  et  les  lettres  de  p  —  a  —  i  des  cycles 
^0*^  j  cf^^^  j  '  *  '  9  c^^'^K  En  désignant  généralement  par  C„,  un  produit  de 
puissances  d'un  certain  nombre  de  ces  derniers  cycles,  on  a 
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De  même  J(  contient  une  substitution 

Si  maintenant  q>  i,  soit  c[  la  puissance  de  c^  qui  remplace  b\^~'^^  par 
6i*""^^;  la  substitution 

ne  déplace  pas  b\^'~^,  mais  elle  déplace  nécessairement  une  au  moins  des 
lettres  èi ,  6î ,  . . .  ,  b^^~^\  Si  elle  en  déplace  plus  d'une,  on  déduit  de  la 
même  manière  une  nouvelle  substitution  qui  en  déplace  moins,  et  ainsi 
de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  soit  parvenu  à  une  substitution  dont  le  pre- 
mier cycle  contient  p  —  i  des  lettres  a,  par  exemple  «j ,  «3 ,  . . . ,  a^, 
avec  une  seule  des  6^/\  Par  conséquent  il  est  permis  de  supposer  g  =  i. 
Cela  posé,  soit  T  une  substitution  de  2©  ^^h  en  laissant  a^,  a3,...,ap 
immobiles,  permute  b^  cîrculairement  avec  jp — i  autres  lettres  b^^b^^  ...,bj,. 
En  transformant  S,  successivement  par  les  j^  —  i  puissances  de  T,  on 
obtient  les  substitutions 

où  e^  est  une  substitution  circulaire  des  lettres  «^ ,  « 3 ,  .  . . ,  a^  ,  6^.  Le 
groupe  (5^ ,  5j  ,  .  .  .  ,  5^)  permute  les  lettres  r?,  ,  a^ ,  . . . ,  a^ ,  6^  ,  6^  > . . .,  ô^ 
d'une  manière  p  +  1  fois  transitive;  par  conséquent  il  contient  une  sub- 
stitution V  qui  échange  entre  eux  a^  et  ^3,  en  laissant  a,  ,  «^ ,  .  .  . ,  «p 
immobiles.  Comme  nous  n'avons  fait  aucun  usage  de  l'ordre  des  lettres 
a,  il  est  permis  de  supposer 

^0  =  K  >  ^2  >  ûjj ,  a^-,  , . .  ,  ap)CQ, 
d'où 

F-*5,  F  =  (a, ,  «3 ,  a, ,  a, ,  . .  . ,  ap)C^. 

Donc  le  groupe  G  contient  la  substitution  V~^SqV.  Sq\  qui  se  réduit  à 
(a^a./^^,  donc  il  est  non-primitif,  symétrique  ou  alterné.  Cela  étant 
contre  l'hypothèse,  ij  et  I[  n'ont  pas  de  substitution  commune.    • 

Le    groupe    K    ne    peut   donc   être  intransitif.     S'il  est  transitif,  il 
dérive  de  deux  substitutions  échangeables  entre  elles: 

«0,      tfr*?'---^^^ 
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Le  groupe  I^  contient  une  substitution  dj  échangeable  à  toutes  les  nutrop; 
comme  il  n'existe  pas  de  groupe  du  degré  p^  et  de  Tordre  /)',  contenant 
exclusivement  des  substitutions  échangeables  entre  elles,  äJ  est  contenu 
dans  K\  donc  on  peut  faire 

Le  groupe^  /,  est  complètement  déterminé  par  les  substitutions  Aç  et 
f  =  î9^.     En  le  transformant  par  la  substitution 

on  a  un  nouveau  groupé,  déterminé  par  les  substitutions 

Parmi  les  groupes  qu'on  obtient  de  cette  manière,  ceux  qui  répondent 
à  une  même  combinaison  de  valeurs  de  ^2 ,  ^3 ,  .  .  . ,  a«  ont. en  commun 
avec  Iq  un  même  groupe  d'ordre  J)^  Le  nombre  de  ces  derniers  groupes 
est  Âp^'^S  et  le  nombre  des  groupes  /,,/,,...  qui  les  *  contiennent  est 
Âp**,  h  étant  le  nombre  des  valeurs  que  peut  avoir  m«.  Pour  le  dé- 
terminer, supposons  que  I^   soit  défini  par  les  substitutions 

*S  =  C«<  =  I  ^  ,  y.     00  +  m,{y)^,y  +  i  |,         V  ^^\x,y     x  +  \  ,y\\ 

et  faisons 

^  =  x  —  m,{y\^^\ 
on  trouve 

»o  =  \^.y   ^,y+  1 1,         ^'  =  |e,t/    f  +  i,y|. 

Comme  nous  supposons  a  >  o,  les  groupes  I^  et  I^  contiennent  respec- 
tivement les  deux  substitutions 

\^yy    ^  +  y,y|,        \5,y    S,y  +  6|, 

donc  Gj  contenant  les  deux,  contient  toutes  les  substitutions  linéaires  et 
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homogènes  en  c  et  y  dont  les  déterminants   sont  congrus  à   i   (modp), 
entre  autres  la  suivante 


S >y     rÇ,-:y 


ou 


x,y     rx  —  m,|r(yX^,  —  (f)^^J  ,  ^V 


Or,  cette  substitution,  étant  permutable  à   /^,  appartient  à  Jï,  donc  le 
coefficient    de   y*^*    dans   le   développement  de  fnAr{y\^^ —  (-)      },  k 


savoir 


ma{r^ 


+». 


0 


Xjy    rx,-y 


r«+ï.2.3...(a+  I)' 

est   divisible   par  y;    comme   r   peut   avoir  toute  valeur  non  congrue  à 

zéro,  on  doit  avoir  ^«  =  0  (mod^),  à  moins  que  a  ne  soit  égal  kp — 3. 

Comme  nous  supposons  a  <p  —  3,  nous  avons  donc  /?  =  o  ou  Ä  =  i, 

et  dans  le  dernier  cas  nous  savons  que  O  contient  les  ^  —  i  substitutions 

et  généralement  toute  substitution  de  la  forme 

X     ax  +  by  +  c 

y     dx  ^  ey  +  f 

où    œ  —  hd=i   (mod^);    ces    substitutions   forment   un   groupe   d'ordre 

On  a  vu,  au  commencement  du  numéro  17,  que  deux  des  groupes 
/  ne  peuvent  contenir  un  même  groupe  transitif  dont  le  degré  surpasse 
p^.  En  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  au  numéro  6,  on  peut  donc  préciser 
comme  il  suit  l'expression  de  Tordre  de  0\ 

Quand  a>  o  ^a  <p  —  3,  et  Ö  est  de  la  première  espèce,  son  ordre 
est  exprimé  par  Tune  des  formules  suivantes: 

0  =  p'^-^^Tciny-^'  +  i), 

0  =  p«+V(ny+^  +  P^  +  0- 

Dans  le  cas  de  la  première  formule,  G  ne  contient  d'autres  substitutions 
linéaires  que  celles  de  JT;  c'est  ce  qu'on  voit  de  la  même  manière  que 
pour  a=  I  (n*"  15).  Dans  la  seconde  formule  le  nombre  n'p^"*"* -f  jp"  +  i 
est  divisible  par  p  +  i  ;  en  eflFet,  on  voit  facilement  que  le  nombre  des 

Aetm  mmthêwuittcm.    11.     Imprimé  U  28  AttII  1888.  32 
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groupes  d'ordre  ^',  contenuB  chacun  dans  p  +  t  des  groupes  /^,  est  égal 
^  (n>«+^  +p^+  i)p^-' 
p  +  i 
Quand  G  est  de  la  seconde  espèce,  deux  quelconques  des  groupes 
I^  ne  peuvent  avoir  d'autre  substitution  commune  que  l'identique;  car 
s'ils  en  avaient,  ils  contiendraient  une  même  substitution  de  l'ordre  p^ 
laquelle  appartiendrait  k  I^  et  k  I{;  mais  on  a  vu,  au  commencement 
de  ce  nqméro,  que  cela  est  impossible.  Donc  si  G  est  de  la  seconde 
espèce,  a  étant  >  i,  et  <^  —  3,  on  a  comme  pour  a  =  1, 

0  =  p«+V(n>«+^  +  i). 


§  5. 

21.  Recherchons  de  quelle  manière  un  groupe  primitif  du  degré 
p^  peut  être  composé.  Nous  désignerons  par  H  le  groupe  que  nous  avons 
plus  haut  appelé  j^,  en  gardant  du  reste  les  notations  précédentes.  Le 
groupe  primitif  dont  il  est  question  dérive  des  substitutions  des  groupes 
/^ ,  7, ,  .  .  . ,  7^P  et  H  y  ce  que  nous  exprimerons  en  ^écrivant 

G  =  {i,,i,,,..,i^,,Hy, 

son  ordre  est 

0=p^-^^7r{np  +  i). 

Supposons  que  G  contienne  un  groupe  G%  permutable  à  ses  substitutions 
et,  par  suite,  transitif.  Dénotons  les  groupes  contenus  dans  G\  ainsi  que 
leurs  ordres,  en  accentuant  les  lettres  relatives  aux  groupes  correspondants 
contenus  dans  (r;  on  a 

0^'  =  {Iq  y  IiJ  "  -y  In'p  9  Ii% 

a  =  2)«'+^;r'(»'i>  +  i). 

On  sait  que  chacun  des  groupes  i^  est  contenu  dans  un  des  7^;  nous 
allons  démontrer  que  7^  est  permutable  aux  substitutions  de  chaque 
groupe  7^  qui  le  contient.  En  transformant  les  7^  successivement  par 
toutes  les  substitutions  de  7^,  on  obtient  un  groupe  entre  les  7^!,  dont 
l'ordre   est   une   puissance   de  p\   comme   leur,  nombre  est  n'p  +  ii    ^^"^ 
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au  moins  d'entre  eux,  par  exemple  7^,  est  invariable  par  ces  transforma- 
tions. Par  conséquent  JJ  est  contenu  dans  /^,  car  autrement  le  groupe 
(/o>  Iq)  serait  de  Tordre  ^«+^+"',  ce  qui  est  absurde.  De  plus  on  a  a  =  a' 
ou  a  =  a'  +  I  ;  en  effet,  si  a  >  a'  -+-  i ,  on  aurait 

en  transformant  ce  groupe  par  tf^,  on  aurait  le  suivant 

qui  diffère  de  Iqj  ce  qui  est  impossible.  Il  faut  donc  que  a  =  a'  ou 
a  =  a'  +  I,  et  dans  les  deux  cas  Iq  est  évidemment  permutable  aux 
substitutions  de  chacun  des  groupes  1^  qui  le  contient 

Premier  caSy  a  =  a'.  Comme  I^  est  identique  au  groupe  I^  qui  le 
contient,  on  a  évidemment  w'  =  », 

0'  =  p'^-^^TC'inp  +  i). 

Le  groupe  ff  est  contenu  dans  H  et  permutable  à  ses  substitutions,  car 
le  groupe  transformé  de  H*  par  une  substitution  de  H  est  contenu  dans 
H  et  G'j  et  par  conséquent  il  ne  peut  être  que  H\ 

Inversement,  si  G'j  ayant  pour  ordre  p^'^^7r^{np  +  i),  est  contenu  dans 
Gy  et  si,  en  outre,  JBP  est  permutable  aux  substitutions  de  JT,  ö' est  per- 
mutable à  celles  de  G\  c'est  ce  qu'on  voit  presque  immédiatement  en  re- 
marquant qu'on  a  G  =  {G\  H).  Si  l'on  excepte  les  groupes  de  la  première 
espèce  où  a  =  o,  la  condition  relative  au  groupe  H'  peut  être  omise, 
puisque  les  substitutions  de  H  sont  échangeables  entre  elles.  D'ailleurs, 
si  G'  n'est  pas  nécessairement  permutable  aux  substitutions  de  (r,  le 
groupe  {Iq  ,  ij  ,  . .  . ,  i^^),  contenu  dans  (?',  Test  toujours. 

Les  facteurs  de  composition  de  G  sont  donc:   i^  les  facteurs  de  com- 

Gr 

position  du  groupe  —,  2^,  ceux  de  G'  (voir,  pour  la  notation,  le  Mé- 
moire de  M.  Jordan:  Sur  la  limite  de  transitivitéy  §  2,  Bulletin  de  la 
Société  Mathématique,  t.   1).     Si  l'on  excepte  le  cas  où,  a  étant  égal 

à  zéro,  H  est  icosaédrique,   les  facteurs  qui  naissent  du  groupe  --  sont 

des  nombres  premiers.  Quand  H  est  icosaédrique,  ff  peut  l'être  aussi, 
et    dans    ce    cas   les  facteurs   de  composition  qui   précèdent  ceux  de   G' 
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sont  encore  des  nombres  premiers;  si  non,  H'  ne  contient  que  des  sub« 
stitutions  de  la  forme  \xyy     aXfay\. 

Second  caSj  a  =  a'  +  i.  Chacun  des  groupes  /^.  ne  peut  contenir 
qu'un  seul  des  groupes  11.  En  effet  si  JJ  et  1[  étaient  contenus  dans 
/^,  on  aurait 

donc  G'  contiendrait  ê^t  et  ê^t,  et  par  suite  #«*"*,  ce  qui  est  contre 
rhypothèse.  Or,  on  a  vu  que  deux  des  groupes  I^  ne  peuvent  contenir 
un  même  groupe  transitif  de  Tordre  p"^^^  que  dans  le  seul  cas  où  a  =  i , 
G  est  de  la  première  espèce  et  où  Ton  a 

Donc,  si  l'on  fait  abstraction  de  ce  cas,  il  faut  que  n  =  n', 

0'  =  p--^'7r\np  +  i). 

Comme  &  est  permutable  aux  substitutions  de  i^,  le  groupe  G  en  con- 
tient un  autre  G"  de  Tordre  p''^^7:'{np  +  i);  d'après  ce  qui  précède  G" 
est  permutable  aux  substitutions  de  (?,  et  évidemment  G'  est  permutable 
à  celles  de  G"]  donc  les  facteurs  de  composition  de  G  sont:  i%  les  di- 
viseurs premiers  de  -, ,    2"*,  le  nombre  j),  3**,  les  facteurs  de  composition 

TT    ' 

de  G'. 

Si  le  groupe  G'  est  lui-même  composé,  la  série  des  décompositions 
est  arrêtée,  au  plus  tard,  quand  on  est  parvenu  à  un  groupe  de  Tordre 
p^Tc^lnp  '\'  \)y  o\x  TTr  est  un  nombre  premier.  En  effet  on  ne  rencontrera 
pas  le  cas  qui  a  été  excepté,  comme  le  font  voir  lés  expressions  de  0 
trouvées  au  numéro  précédent.  Donc,  à  part  Texception  signalée,  Iß 
nombre  n  a  la  propriété  de  se  conserver  dans  le  cours  des  décompositions-. 
Un  groupe  dont  Tordre  est  exprinié  par  la  formule 

0  =  |f+»7r(ny+^  +  P*  +  0^ 

a  étant  supérieur  à  i,  n'entre  jamais  dans  ce  cas.  On  aurait  en  effet 
0'  =^  />''+^x'(n'jp'*+^  +  p"*  -f  0>  ^^  P"  conséquent  G'  ne  contiendrait  d'autres 


Digitized  by  VriOOQiC 


Sur  les  groupes  transitifd  dont  le  degré  est  le  carré  duo  noujbre  premier.       253 

substitutions  linéaires  que  celles  de  H';  mais  d'autre  côté  il  contiendrait 
nécessairement  la  substitution  \x  ^y  a? ,  y  +  a?  |  (n^  20),  ce  qui  est  une 
contradiction. 

Considérons  enfin  le  cas  d'exception.     On  a 

0  =  i)  V(i)  +  i){ny  +  i),  0'  =  i?  V(n'/j  +  i). 

Désignons  par  F  le  groupe  d'ordre  pV(^  +  i)  formé  des  substitutions 
linéaires  de  O,  et  soient  I^,  I^ ,  .  . .  y  Ip  les  groupes  d'ordre  p^  contenus 
dans  r.  On  a  vu  que  l'un  des  groupes  ij ,  JJ , . . . ,  /^»^  est  contenu  dans 
J^,  et  que,  par  suite,  il  a  la  forme  (*o  >  ^fO?  ^^^^  ^'  contient  la  substitu- 
tion #^.  Dans  un  autre  des  groupes  I^  les  substitutions  échangeables  à 
toutes  les  autres  sont  les  <~;  on  peut  donc  conclure  que  G'  contient  t. 
Donc  parmi  les  groupes  J^  se  trouve  le  suivant:  (#^,<)  =  ij,  qui  est 
contenu  dans  les  ^  +  i  groupes  J^ ,  /^ ,  . .  .  ,  J^.  D'autre  part  ij,  étant 
permutable  aux  substitutions  de  tout  groupe  J^  qui  1^  contient,  ne  peut 
être  contenu  dans  aucun  des  groupes  I^+i . . .  I^p-  Il  s'ensuit  que  chacun 
des  i^  est  contenu  dans  p  +  i  des  i^.     Donc  on  a 

(y^p'7f{ny,+  I). 

Quand  p  —  3,  il  n'existe  d'autres  groupes  du  genre  que  nous  considérons, 
que  ceux  où  n^  ==  o,  c'est-à-dire  ceu?  qui  sont  contenus  dans  le  groupe 
linéaire.  Pour  les  autres  valeurs  de  p,  le  groupe  J  qui  renferme  les 
substitutions  linéaires  et  homogènes  dont  le  déterminant  est  congru  à 
I   (modp),   et  qui  est  contenu  dans   G,   a  pour  facteurs  de  composition 

^  ^  ~—   et.  2.     Les   substitutions   de   à   sont   permutables    à  ij.  et  par 

suite  à  -ff.  On  en  peut  conclure  que  J5P  ne  contient  que  des  substitu- 
tiôns  de.  la  forme  |  ic ,  y  ax,aif\.  En  eflfet  toute  substitution  de  H' 
peut  être  écrite  sous  la  forme  ST,  où  S  appartient  à  J,  et  où  T  a  la 
forme  \x ,  y     ax  ,y\.     Or  comme  d  contient  la  substitution 


f  = 


^yy     roo,^y 


E!  contiendra  tp^^S^T  et  par  suite  ip'~^8^  .  iS~^;  cette  substitution,  faisant 
partie  d'un  groupe  contenu  dans  à  et  permutable  à  ses  substitutions, 
ne  peut  être  que   iou|^,^     —  a?,  —  ^|.     Mais,  la  dernière  alternative 
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ne  peut  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  r,  comme  on  le  voit  aisé- 
ment; pour  les  autres  il  faut  donc  que  ^"^S^  —  S;  mais  alors  iS  est  ca- 
nonique en  X  et  y,  donc 


x,y     ax,]-y 


Par  conséquent  les  substitutions  de  J3'  sont  de. la  forme 

U  =\xyy     ax,  by\; 
mais,  puisque  J  contient  la  substitution  ô^ ,  If  contient  la  suivante 


»T'  U»i  .U-'=x,y    x+  ^-^y,  y 

ce  qui  exige  que  b~a  (mod p). 

G 
Les  premiers  groupes  composants  de  G  sont  ceux  de  ^,;  or  ce  groupe 

est  isomorphe  au  groupe  contenant  les  substitutions  linéaires  et  homo- 
gènes de  G.  Donc,  si  Ton  suppose  que  H  contienne  des  substitutions 
dont  le  déterminant  est  non  résidu  quadratique  de  jp,  et  qu'on  désigne 
par  71^ -n!'  le  nombre  des  substitutions  de  If  qui  ont  la  forme  \x,y    ax,ay\ 

les  facteurs  de  composition  de  G  seront:  2^^-^ ,  les  facteurs  pre- 
miers de  t:'',  les  facteurs  de  composition  de  G\  et  Ton  aura 

;r  =  2-n!'n!\p  —  i). 

Si  au  contraire  H  ne  contient  que  des  substitutions  dont  les  déter- 
minants sont  résidus,  le  premier  facteur  (2)  doit  être  omis,  et  Ion  aura 
;r  =  ;r';r"(p —  i).  Le  nombre  n  n'a  pas  ici  la  propriété  d'être  conservé 
en  passant  du  groupe  G  au  groupe  (?';  mais  cette  propriété  appartient 
toujours  au  nombre  ^,  défini  par  l'équation 

0^fF{ifp  +  i), 

P  désignant  Tordre  du  groupe  formé  de  celles  des  substitutions  de  G 
qui  sont  linéaires  en  a;  et  y  ou  en  f  (mod  p^  suivant  l'espèce  du  groupe. 

22.     Voici  une  autre  conséquence  de  ce  qui  précède,  qui  sans  avoir 
beaucoup  d'importance,  présenter«  peut-être  quelque  intérêt,  vu  qu'on  ne 
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connaît  qu'un  très  petit  nombre  de  cas  où  l'on  peut  reconnaître  la  ré- 
solubilité  d'un  groupe  de  son  ordre  seul: 

Tout  groupe  dont  Tordre  est  p^q  ou  p^g^,  p  et  q  étant  des  nombres 
premiers  inégaux,  est  résoluble. 

Soit  G  un  groupe  de  Tordre  p^q;  il  en  contient  un  autre  jBT,  de 
Tordre  q.  Désignons  par  y^  une  fonction  rationnelle  des  éléments,  in- 
variable par  les  substitutions  de  jBT,  mais  variable  par  toute  autre  sub- 
stitution; cette  fonction  prend,  par  les  substitutions  de  G,  un  nombre  p^ 
de  valeurs  diflFérentes,  y^ ,  ^i  >  •  •  •  >  yp«-i-  En  opérant  dans  ces  fonctions 
les  substitutions  de  (r,  on  a  un  groupe  G'  entre  les  y,  lequel  est  tran- 
sitif et  isomorphe  à  G.  L'ordre  de  G'  est  p^  ou  p^q.  Dans  le  premier 
cas  H  est  permutable  aux  substitutions  de  G;  comme  les  facteurs  de 
composition  de  G'  sont  ^ ,  p,  ceux  de  G  sont  PyPyq*  Si  Tordre  de  G' 
est  p^q,  ce  groupe  en  contient  un  autre  I'  de  Tordre  p^;  en  désignant 
par  p^TT  Tordre  du  groupe  qui  contient  les  substitutions  de  G'  permutables 
à  /',  on  a  une  équation  de  la  forme 

p^q  =  p^^(np  +  i). 

Or,  on  ne  peut  avoir  ;r  =  i ,  puisque  alors  n  serait  nul,  donc  il  faut  que 
;r  =  g ,  n  =  o;  c'est-à-dire  que  les  substitutions  de  G'  sont  toutes  per- 
mutables à  F;  par  conséquent  les  facteurs  de  composition  de  G'  qui 
sont  en  même  temps  ceux  de  (î,  sont  q  ^  p ,  p-  Dans  les  deux  cas  G 
est  donc  résoluble. 

Si  Tordre  de  G  est  p^g^^  on  obtient  comme  plus  haut  un  groupe 
G'  du  degré  p^  isomorphe  à  G]  son  ordre  est  p^yP^q  ou  p^q^.  Dans  les 
deux  premiers  cas  G'  est  résoluble,  et  par  suite  aussi  G.  Dans  le  troi- 
sième on  a,  comme  ci-dessus,  une  équation  de  la  forme 

pY  =p^7r{np  +  i), 

et  Ton  peut  supposer  q  >  p.  Or  on  ne  peut  avoir  7r=  i,  donc  il  faudrait 
que  q  divisât  tt;  mais  tt  est  un  diviseur  de  (p —  ^)\p  +  0>  nombre  dont 
aucun  diviseur  premier  ne  surpasse  p^  à  moins  que  p  ne  soit  égal  à  2. 
Mais  cette  supposition  est  inadmissible,  puisque  Tordre  d'un  groupe  du 
quatrième  degré  est  un  diviseur  de  24.  Ainsi  le  troisième  cas  peut  être 
évité.     Le  théorème  est  donc  démontré. 
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22.  La  détermination  du  groupe  que  nous  avons  désigné  par  H 
permet  de  resserrer  un  peu,  dans  quelques  cas  spéciaux,  la  limite  de 
transitivité  des  groupes,  assignée  par  M,  Jordan  dans  son  Mémoire  sur 
ce  sujet,  inséré  au  Bulletin  de  la  Société  Mathématique,  t  1.  En 
efiFet,  si  dans  le  théorème  III  du  Mémoire  cité,  on  fait  w  =  2  ,  n  =  o, 
on  démontre,  en  suivant  le  raisonnement  de  M.  Jordan,  que  si  un  groupe 
du  degré  p^q  +  ft,  où  q  <p ,  q  <ky  est  plus  de  k  fois  transitif  sans 
contenir  le  groupe  alterné,  k  ne  pourra  surpasser  5,  si  le  nombre  pre- 
mier p  est  de  Tune  des  formes  10Ä+  i;  il  ne  pourra  surpasser  4,  si  p 
est  égal  à  5  ou  qu'il  soit  de  Tune  des  formes  10Ä  +  3-  Les  mêmes 
règles  sont  encore  valables,  quand  le  degré  est pq  +  kj  où  q  <k ,  q  <p^. 
Si  Ton  fait  g  =  i,  et  qu'on  suppose  en  même  temps  que  Tordre  du 
groupe  partiel  qui  laisse  Ä  +  i  élément«  immobiles,  soit  divisible  par  p, 
k  ne  peut  même  dépasser  2.  C'est  là  une  proposition  analogue  à  Télé- 
gant  théorème  I  du  Mémoire  de  M.  Jordan,  et  elle  se  démontre  de  la 
même  manière. 
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SUR. UN  MODE  DE  TRANSFORMATION  DES  SURFACES  MINIMA. 

(Second  Mémoire) 


PAR 

E.  GOUESAT 

&  PARIS. 


1.     Le   problème  traité   dans  le  travail   précédent^   conduit  à  exa- 
miner une  question  plus  générale.     Soient 


(0 


^1  =  f{^fyy^i^o^yo^^o)y 


trois  fonctions  de  six  variables  indépendantes  x  y  y  j  z  j  x'^jy^y  z^.  Sup- 
posons que  X  y  y  j  z  désignent  les  coordonnées  d'un  point  d'une  surface 
minima  quelconque  S,  et  x^ ,  y©  >  ^o  ^®^  coordonnées  du  point  correspondant 
de  la  surface  adjointe  S^.  Le  point  de  coordonnées  x^ ,  y^y  z^  décrira 
une  certaine  surface  S^.  Quelles  sont  les  fonctions  f  ^  ^  j  (p  les  plu^  géné- 
rales, telles  que  la  surface  S^  soit  aussi  une  surface  minima,  quelle  que  soit 
la  surface  minima  8? 

•  On  a  vu  dans  le  travail  précédent  •  qu'on  peut  satisfaire  à  cette 
condition  en  prenant  pour  /*,  ^  ,  ^  des  fonctions  linéaires  convenablement 
choisies  de  x  y  y  y  z  j  x^,  y^  y  z^.  Les  propriétés  connues  des  surfaces  mi- 
nima conduisent  sans  difficulté  à  la  forme  générale  des  fonctions /*,  j2>,  ^. 

2.     Soit  m  un  point  quelconque  de  l'espace  de  coordonnées  rt,6,c, 
m^   un  autre  point  de  coordonnées  a^yb^,  c^,  P  et  P^  deux  plans  paral- 

'  Voir  Acta   mathematica,  t.   11,  p.   ^35* 

Acta^mathematica,    11.    Imprimé  le  20  Mars  1888.  33 
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E.  Qoursat. 


lèles  passant  par  ces  deux  points,  oLjßyy  les  cosinus  directeurs  de  la 
normale  à  ce  plan.  Considérons  une  surface  minima  8  passant  au  point 
m  et  tangente  en  ce  point  au  plan  P;  comme  on  peut  déplacer  la  sur- 
face adjointe  S^,  parallèlement  à  elle-même,  nous  pouvons  supposer  que 
le  point  correspondant  à  m  sur  8^  est  précisément  le  point  m^.  Les 
formules  (i)  feront  correspondre  au  point  m  un  point  m^  dont  les  coor- 
données «1 ,  &i ,  c,  ne  dépendront  que  des  coordonnées  des  deux  points  m 
et  m^.     Des  formules  (i)  on  déduit 


(2) 


dx 


or  on  a 


dX'Q  =  ßch  —  J'ai/ y         dy^  =  plx  —  adz^         dz^  =  ady  —  ßdx^ 

et,  si  on  remplace  dx^ ,  dy^ ,  dz^  dans  les  formules  précédentes,  on  voit 
que  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la  surface  décrite  par  le  point 
a?j ,  ^1 ,  ^1  ne  dépendent  que  de  x  ^  y  j  z  y  x^ ,  y^  y  z^  y  a  j  ß  j  j-.  Par  consé- 
quent, si  Ton  considère  toutes  les  surfaces  minima  S  tangentes  à  un  plan 
P  en.  un  point  déterminé  m,  telles  que  le  point  correspondant  au  point 
m  sur  la  surface  adjointe  8^  soit  un  point  déterminé  w^,  toutes  les  sur- 
faces 8^  définies  par  les  formules  (i)  sont  tangentes  à  un  plan  déterminé 
Pj   en  un  point  fixe  m^. 

Cela   posé,  soit  F  une  courbe  minima  quelconque  représentée   par 
les  équations 

(3)  r  =  B{t), 

Z  =  C{t), 


'   Schwarz,   Miscellen  aus  dem  Oehiete  der  Minimalflâchen  (Journal  für  Mathe- 
matik, t.  80,  p.  280;   1875). 
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OÙ  A{t) ,  B(t) ,  C{t)  désignent  trois  fonctions  d'une  même  variable  t 
vérifiant  la  relation 

dA*  +  dB^  +  rfC"  =  o; 

soit  r^  une  seconde  courbe  minima  représentée  par  les  équations 

X,=iA{t)  +  X, 

(4)  1^0=  »ß(0  +  ß, 

oil  XjfXjU  sont  trois  constantes  quelconques.  Par  la  courbe  F  faisons 
passer  une  surface  minima  quelconque  5^  et  soit  J  la  développable 
circonscrite  à  fi'  le  long  de  F]  cette  développable  se  réduit,  comme  on 
sait,  à  un  cône  ayant  son  sommet  en  un  point  du  cercle  de  Vinfini.  La 
surface  adjointe  S^  n'est  pas  complètement  définie  de  position;  on  peut 
la  transporter  parallèlement  à  elle-même  ou  la  remplacer  par  sa  symé- 
trique relativement  à  un  point  de  l'espace.  On  reconnaît  aisément  qu'on 
peut,  sans  restreindre  la  généralité,  la  faire  passer  par  la  courbe  7^^^,  de 
façon  que  les  points  des  deux  courbes  F j  F^y  qui  correspondent  à  une 
même  valeur  de  <,  se  correspondent  aussi  sur  les  surfaces  S /S^. 

A  la  surface  S  les  formules  (i)  font  correspondre  une  surface  S^ 
qui,  par  hypothèse,  doit  être  une  surface  minima.  A  la  courbe  Fy  ces 
formules  font  correspondre  une  certaine  courbe  C  représentée  par  les 
équations 


(5) 


X,  =  f[Ait),B{t),C{t)',iA{t)  +  ^,iB(t)+fi,iC{t)  +  v]  =  F{X,Y,Z), 
F,  =  ^[A{t),B{t),C{t);iA{t)  +  X,iB{t)+fi,iC{t)  +  u]  =  (P{X,  Y,Z), 
Z,  =  <p[A{t),B{t), C{ty, iA{t)  +  X,iB{t)  +fi,iC{t)  -I-  v]  =  n^,  Y,  Z); 


soit  Jj  la  développable  circonscrite  à  5^  le  long  de  la  courbe  C.  La 
courbe  C  et  la  développable  à^  resteront  les  mêmes,  on  vient  de  le 
voir,  si  les  courbes  Fj  F^  et  la  développable  à  restent  les  mêmes.  Or 
il  existe  une  infinité  de  surfaces  minima  S  inscrites  dans  la  dévelop- 
pable à  Ip  long  de  la  courbe  C,  et  on  peut  toujours  supposer  que  les 
surfaces  adjointes  passent  par  la  courbe  F^.  On  voit  donc  qu'il  doit 
exister  une  infinité  de  surfaces  minima  S^  inscrites  dans  la  développable 
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Jj  le  long  de  la  courbe  G.  Or  cela  ne  peut  avoir  lieu  que  si  cette 
courbe  G  est  elle-même  une  courbe  minima/  Si  on  remarque  mainte- 
nant qu'on  peut  répéter  le  raisonnement  qui  précède  en  partant  d'une 
surface  minima  quelconque  et  d'une  courbe  minima  quelconque  située 
sur  cette  surface,  ou  est  conduit  aux  conclusions  suivantes.  Si  les  for- 
mules (i)  font  correspondre  à  une  surface  minima  quelconque  S  une 
nouvelle  surface  minima  8^\ 

i^  toute  courbe  minima  F  de  S  a  pour  transformée  une  courbe  minima 
/\  de  S^  ;  2®  on  peut  déduire  la  courbe  f^  de  la  courbe  F  par  des  for- 
mules  de  transformation  (5);  qui  font  correspondre  un  point  à  un  point  et 
qui  changent  toute  courbe  minima  en  une  nouvelle  courbe  minima. 

3.  D'après  cela,  voici  comment  on  obtiendra  la»  transformation  la 
plus  générale  satisfaisant  aux  conditions  de  l'énoncé.  Soit  S  une  surface 
minima  quelconque,  S^  une  surface  minima  qui  lui  correspond  par  une 
transformation  de  cette  nature.  La  surface  8  peut  être  considérée  comme 
le  lieu  du  milieu  d'une  corde  joignant  un  point  d'une  courbe  minima 
/*  à  un  point  d'une  autre  courbe  minima  F\  La  surface  S^  peut  être 
engendrée  de  la  même  façon  au  moyen  de  deux  courbes  minima  Ai ,  F{. 
Soit  Y  une  courbe  minima  de  8  homothétique  k  F  ti  y^  la  courbe  mi- 
nima qui  lui  correspond  sur  S^  ;  cette  courbe  y^  sera  homothétique  à 
l'une  des  courbes  /^  ,  F[y  à  la  courbe  F^  par  exemple.  Il  résulte  alors 
de  ce  qui  précède  que  Ton  pourra  passer  de  la  courbe  T  à  la  courbe 
/j  au  moyen  d'une  transformation  qui  fait  correspondre  un  point  à  un 
point  et  à  toute  courbe  minima  une  nouvelle  courbe  minima.  La  courbe 
F[  se  déduira  de  F'  par  une  transformation  de  même  nature. 

Prenons,  par  conséquent,  deux  courbes  minima  quelconques  F  ^  Pj 
représentées  par  les  équations 


X  =  A{t), 

Y  =  B{t),  .    r 


X'  =  ä\t\ 
Y'  =  E{t\ 
Z'  =  C'(r), 


*  DARBOUXy  Leçons  sur  la  théorie  générale  des  sur/aces^  t.   1,  p.  396. 
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et   soient    S ,  8^    les   deux   surfaces  minima,   adjointes  l'une  de  l'autre,' 
données  par  les  équations 

2y  =  B{t)  +  B'{t), 
[2Z=  C{t)-\.  C{t), 


s. 


d'où  l'on  tire  inversenient 


2X,  =  i[A{t)  -  A'iT)l 

2y,  =  i[B{t)  -  R{r)l 

[2,,  =i[C{t)-a{T)l 


A{t)  =x  —  ix^, 
B{t)=y  —  iy^, 
C{t)  =  z  —  iz„ 


A'{t)  =  a;  +  ix„ 
C'{t)  =  z  +  iz,. 


Appliquons  à  chacune  des  courbes  T ,  T'  une  de  ces  transformations  dont 
il  vient  d'être  question,  qui  font  correspondre  un  point  à  un  point  et 
qui  changent  les  courbes  minima  en  courbes  minima.  On  obtient  deux 
autres  courbes  minima  f, ,  Ti': 


^1 


T[ 


X,  =  F[A{t) ,  B(t) ,  C{t)l 

Y,  =  0[A{t) ,  B{t) ,  C{t)l 

[Z,=  nAt),B{t),C{t)], 

X[  =  F'[AXT),B'{r),C{T)], 

r;=  ^^[A'iT) ,  B'{t)  ,  C{t)], 

Ui=  n^r) ,  B'{t)  ,  C{t)1 


et  une  surface  minima  S, 


S, 


2X^  =  X,  +  X\, 

2y,  =  r,  +  Y[, 
2Z,  =  Z,  +  Z[. 
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Si  oh  .  remplace  dans  ces  formules  Ä{t) ,  B{t)  ,  C{t)  ;  ä'{t)  ,  jB'(r) ,  C{r) 
par  leurs  valeurs  en  fonction  dt  x ,y ,  z;  x^ ,  y^ ,  z^  et  si  on  divise  par 
2  les  coordonnées  x^y^yZ^^  on  aboutit  aux  formules  suivantes  pour  ré- 
présenter la  surface  8^ 


(6) 


^1  =  F\x  —  ix^  yy  —  iy^yZ  —  î>J  +  r[x  +  ix^  ^y  -^iy^^z  +  ?>J, 

1^1  =  v^l^  —  i^o  yy  —  iyo^^  —  ^X]  +  '^1^  +  i^o  ^  y  +  ^^0  »  ^  +  'Voi- 


ces formules  sont  bien  de  la  forme  (i)  et,  d'après  ce  qu'on  vient  de 
voir,  ce  sont  les  plus  générales  qui  satisfassent  aux  conditions  du  pro- 
blème proposé. 

4.  Nous  sommes  donc  amenés  à  rechercher  les  transformations  de 
l'espace  qui  font  correspondre  un  point  à  un  point  et  qui  changent  toute 
courbe  minima  en  une  nouvelle  courbe  minima.     Soient 


(7) 


X,^F{X,Y,Z), 

r.  =  0{X,  Y,  Z), 

IZ,  =  n^,Y,.Z) 


les  formules  qui  définissent  une  transformation  de  cette  espèce;  la  somme 
dXl  +  dYl  +  dZl  est  égale  à.  une  forme  quadratique  homogène  de 
dX ,  dY y  dZ  dont  les  coefficients  ne  dépendent  que  de  X,  F,  Z.  Mais, 
puisqu'on  doit  avoir 

dX[  +  dY\  +  dZl  =  o 

toutes  les  fois  que  l'on  a 

dX"  +  dY""  +  dZ^  =  o, 

il  faut  évidemment  que  Ton  ait  identiquement 

(8)  dX\  +  dY\  +  dZ\  =  A(rfX*  +  rfr  +  rfZ'), 

X   ne   dépendant   que    de    X,  y,  Z.     On  connaît  toutes  les  transforma- 
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tions  de  la  forme  (7)  qui  satisfont  à  cette  condition.^  Elles  résultent  de 
la  combinaison  de  transformations  par  rayons  vecteurs  réciproques  avec  un 
déplacement,  et  dépendent  de  dix  paramètres  arbitraires.  Ces  transfor- 
mations peuvent  être  définies  d'une  manière  élégant«,  si  Ton  emploie 
les  coordonnées  pentasphériques;  elles  résultent  alors  d'une  substitution 
orthogonale  à  cinq  variables  effectuée  sur  ces  coordonnées.  Il  n'y  a 
aucune  difficulté  à  déduire  de  là  l'expression  générale  des  fonctions 
F^Fj  0y  0' y  W  j  W  qui  figurent  dans  les  formules  (6)  et  par  suite 
des  fonctions  /*,  ^  ,  ^  des  formules  (i).  Il  est  à  remarquer  que,  si  la 
surface  primitive  8  est  réelle,  les  formules  (i)  donneront  une  infinité  de 
nouvelles  surfaces  qui  seront  toutes  réelles,  pourvu  qu'on  applique  aux 
deux  courbes  2",  F'  des  transformations  imaginaires  conjuguées. 


6.  Supposons  que  les  transformations  appliquées  aux  deux  courbes 
minima  F  j  F'  se  réduisent  à  une  inversion  par  rapport  à  une  sphère  de 
rayon  R  ayant  pour  centre  l'origine  des  coordonnées.  Les  formules  (7) 
deviennent  ici 


(9) 


Y  -  ^*^ 

1  ~X'+  Y*  +  Z'' 


7  ^'g 

1  ~X'+  F' +  2" 


et  lea  formules  (6)  noua  donnent 


(lO) 


a;,  =  ra:+  Yt^, 
.V,  =  î^y  +  Fy,, 
^,  =  Ü-;?  +  Yz,, 


'  Liou VILLE,  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  i*"  série,  t.  13,  p. 
220  et  t.  16,  p.-  103. 

Darboux,  Mémoire  sur  la  théorie  des  coordonnées  curvilignes  et  des  systèmes  ortho- 
gonaux.    Annales  de   TEcole   Normale,  t.   7;   1878. 
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en  posant,  pour  simplifier  Têcriture, 

R\x'  +  y'  +  z'-xl-yl-zt) 


(lO 


U-- 


v  = 


(^r+  y'  +y-  <  -.yl  -  ^ir  +  4(i«^'^o  +  yyo  +  ^^f 

(**  +  y'  +  z^—A  —  yl  —  ^X)'  +  4(»«o  +  m  +^»y 


Ces  formules  mettent  en  évidence  la  propriété  suivante:  les  trois  points 
de  coordonnées  {x  ^y  ^  z)  j  {x^  fjfoj.^o)  9  (^1  >  ^i  >  ^J  s^nt  dans  un  même 
plan  passant  par  Torigine.  La  transformation  qui  précède  a  déjà  été 
employée  par  M.  Lie. 
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UNTERSUCHUNGEN  ÜBER  DIE  NORMEN   KOMPLEXER   ZAHLEN 

VON 

K.  SCHWERING 

in  COESFELD. 

Wenn   a^  =  i,  A  Primzahl   und  a  nicht  reell  ist,  so  heisst  der  Aus- 
druck 

«lÄ  +  a^a"  +  a««'  +  .  . .  +  öa-i«^"', 

wo  aj ,  a2 ,  «8 ,  . . . ,  «A-i  reelle  ganze  Zahlen  bedeuten,  eine  aus  A'"  Ein- 
heitswurzeln  gebildete  komplexe  Zahl  Unter  der  Norm  einer  solchen  kom- 
plexen Zahl  versteht  man  das  Produkt 

r 

Die  Berechnung  einer  solchen  Norm  ist  bei  zahlentheoretischen  Unter- 
suchungen insofern  eine  Sache  von  grundlegender  Bedeutung,  als  die  Norm 
allein  Auskunft  über  die  wesentlichen  Eigenschaften  einer  komplexen  Zahl 
geben  Jcann.  Es  war  daher  unbedingt  geboten,  in  erheblichem  Umfange 
Normenberechnungen  durchzuführen  und  die  Ergebnisse  in  Tafeln  zusam- 
men zu  stellen.  Solche  Tafeln  hat  Herr  C.  G.  Reuschle  mit  grosser 
Sorgfalt  berechnet,  und  die  Akademie  der  Wissenschaften  in  Berlin  hat 
den  Druck  auf  ihre  Kosten  herstellen  lassen.  Ist  hiermit  dem  prak- 
tischen Bedürfnisse  abgeholfen,  so  bleibt  gleichwohl  für  die  Theorie  die 
ebenso  interessante  als  schwierige  Aufgabe  zu  lösen,  den  wirklichen  Aus- 
druck der  Norm  näher  zu  untersuchen.  Schon  Herr  Reuschle  selbst 
hat  in  dieser  Richtung  Wege  gezeigt.  In  einer  kleinen  Gelegenheits- 
schrift Entwicklung  von  Produkten  konjugirter  Faktoren,  Stuttgart  1874, 
finden  sich  beachtenswerte  Angaben  über  die  Bildung  der  Norm.  Ins- 
besondere  bildet  er  die  von  ihm  sogenannte  kubische  Normform  und  ver- 

Aeta  mathematiea.    11.    Imprimé  le  10  Avril  1888.  34 
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wendet  sie  für  Primzahlen  des  ersten  Tausend.  Wenn  nun  meine  eigenen 
Untersuchungen  einen  ganz  anderen,  und  wie  ich  glaube,  zweckent- 
sprechenderen Gang  genommen  haben,  so  verdanke  ich  dies  dem  glück- 
lichen Umstände,  dass  mir  die  Aufgabe  der  Normenberechnung  bei  einem 
besonders  geeigneten  Ausgangspunkte  entgegentrat.  Ich  wurde  nämlich 
durch  eine  von  Herrn  Kronecker  gestellte  Frage  veranlasst,  die  Normen 
trinomischer  komplexer  Zahlen  zu  untersuchen  und  kam  so  zu  dem 
Bd.  10  S.  79  (diese  Zeitschrift)  stehenden  Ausdrucke.  So  blieben  meine 
Rechnungen  in  ziemlich  weitem  Umfange  wirklich  ausführbar  und  ich 
sah  mich  in  den  Stand  gesetzt,  für  die  von  wir  gewählte  Form  alle 
Fragen  nach  Anzahl  und  'Bildung  der  auftretenden  Glieder  vollständig 
beantworten  zu  können. 

1.  '  Fangen  wir  mit  einem  Beispiele  an.     Wir  suchen  die  Norm 
N{z  +  aoi  +  ha!'  '+  Ca')  ;  a^  =  i . 

Zu'  diesem  Zwecke  bilden  wir 

(i)  .    P{0)  =  (^  +  a  +  J  +  c)N{z  +  aa  +  ba^  +  ca'). 

Dann  hat  die  Gleichung  P{z)  =  o  die  A  Wurzeln: 

0r=    (««'■   +   ba^'   +   Ca'').  (r-0,1.2 A^l) 

Suchen  wir  zunächst  die  Potenzsummen  dieser  Wurzeln  zu  bestimmen. 
Für  jede  komplexe  Zahl 

jr(a)  =  a,  +  a,a  +  a,a^  +  . .  .  +  ^a-i«*""' 
erhält  man 

(2)  jr(i.)  +  ^{a)  +  jr(a^)  +  •  •  •  +  f  («'"0  =  K- 
Dies  soll  künftig  durch 

(3)  2:jp(a)  =  Xa^ 

kurz  ausgedrückt  werden.  Bezeichnen  wir  nun  die  Summe  der  A**°  Po- 
tenzen kurz  durch  .ç^,  so  ist: 

(4)        ^.  =  4  +  ^^i  +  . . .  +  ^î-i  =  ^{—  O'K"  +  />«'^  +  ^«")*- 
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Entwickeln  wir  nun  rechts  nach  dem  polynomischen  Lehrsatze,  so  haben 
wir  nur  diejenigen  Glieder  zu  berücksichtigen,  welche  wir  oben  mit  a^ 
bezeichneten,  also  die  Glieder  von  der  Form 

^         ^    \k\l\m  ' 

WO  k  y  l ,  m  den  Bedingungen  genügen  müssen: 

Ik  -^  dl  +  6m  =  o  (mod  A), 
Ä  =  ft  +  ^  +  w<A. 

Wir  sehen  hier  die  verallgemeinerte  Form  derjenigen  Kongruenzen  vor 
yns,  welche  zuerst  E.  Kummer  bei  Zerlegung  der  ^-Funktionen  in  Fak- 
toren bemerkt  hat.  Ganz  allgemein  können  wir  diese  Kongruenzen  so 
erklären: 

f  «1^1  +  «^a^j  +  . . .  +  a^x,,  =  o  (mod  A), 
(6)  \  _ 

I  ^1  +  ^2  +  . . .  +  ^'«  <  A. 

Die  ai ,  aj ,  . .. ,  «^  sind  gegebene  positive  oder  negative  ganze  Zahlen,  die 
Unbekannten  Xi,  x^,  .  . .  y  x^  dürfen  nur  positive  ganze  Zahlen  sein.  Diese 
Kongruenzen  bilden  einen  Hauptgegenstand  unserer  Untersuchungen  und 
mögen  kurz  als  KuMMERSche  Kongruenzen  m*"  Ordnung  bezeichnet  werden. 
Für  alle  durch  die  KuMMERSche  Kongruenz  3**'  Ordnung  (5)  be- 
stimmten Wertegruppen  k  yl  y  m  finden  wir 

(7)  ''  =  'Z^-')'-iåsi'^''''-- 


k^lffn 


|_fc|^|m 


Aus  diesen  Sf,  sind  die  Koefficienten  ^^  durch  die  WARiNGsche  Formel 
zu  gewinnen.  Obwohl  diese  Formel  in  der  erwähnten  Abhandlung  S.  62 
bereits  von  uns  abgeleitet  worden  ist,  können  wir  nicht  umhin,  diese  Ab- 
leitung hier  noch  einmal  in  gedrängter  Kürze  zu  wiederholen.  Es  soll 
nämlich  eine,  wie  es  scheint,  nicht  unwesentliche  Erweiterung  dieser  be- 
kannten algebraischen  Formel  angeschlossen  werden. 
Es  ist 

logC^-^,)  =  log^-i.^,-i.i./,-...-i.i.^-.... 
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K. 

Schw«riog 

logP  = 

Alog« 

I 
z 

•«1 

I     I 

I    I 

Nun  erscheinen  aber  unsere  5^,  wie  Gleichung  (7)  zeigt,  wieder  als 
Summen  und  zwar  aus  Summanden  von  der  obigen  Form.  Demnach 
wird 

(8)  P  =  ^^n/~'^*''lilil^*    '*    • 

Für  jede  Wertgruppe  k^l^m,  welche  der  KuMMERSchen  Kongruenz  (5) 
genügt,  hat  man  also  die  Reihe  zu  bilden: 

I  '  


I  +...+n(-iy*^' 


\i  li:|it'    ^"^ 


(r-1,2,3, ...) 


Die  so  entstehenden  Reihen  sind  zu  multipliziren  und  das  Produkt  noch 
mit  0^  zu  vervielfachen.  Alle  Potenzen  mit  negativem  Exponenten  von 
IS  fallen  weg.  Bei  dieser  Entwicklung  spielen  also  die  Wertverbindungen, 
welche  den  KuMMERschen  Kongruenzen  genügen,  dieselbe  Bolley  welche  bei  der 
gewöhnlichen  WARiNGschen  Entwicklung  den  Potenzsummen  zufällt.  Hierin 
besteht  die  oben  angekündigte  Erweiterung  der  WARiNGschen  Formel. 
Man  ist  nun  imstande,  eine  Reihe  wichtiger  Bemerkungen  zu  unserer  Ent- 
wicklung zu  machen. 

1.)     Eine  Auflösung  der  KuMMERschen  Kongruenz  lautet 

i  =  o,         Ï  =  o,         m  =  X. 

Für  diese  Wertverbindung  erhält  P  laut  Formel  (8)  den  Beitrag  c^. 
Ebenso  entstehen  aus  k  =  o,  Ï  =  A,  m  =  o  und  k  =  X^  Z  =  o,  w  =  o 
die  Beiträge  b^  und  a^.     ä;  =  o,  Z  =  o,  m  ==^  o  liefert  /. 

2.)  Ausser  den  vier  Gliedern  z^ ,  a^  ^  b^  y  c^  haben  alle  in  P  auf- 
tretenden Summanden  den  Faktor  A. 

3.)     Man  kann   die  in  (5)   auftretende   Ungleichung  ersetzen   durch 

Ä  +  /  +  w  <  A. 
Denn  für  ä  +  Z  +  m  =  A  erhalten  wir  in  P  die  von  z  freien  Glieder, 

(a  +  6  +  c)N{aa  +  ba'  +  ca% 
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welche  als  Norm  einef  trinomischen  Zahl  (einer  Zahl  niedrigerer  Ordnung) 
für  erledigt  gelten  können. 

Die  vorstehenden  Untersuchungen  sind  zwar  nur  für  die  viergliedrige 
Zahl  ;2f  +  aa  +  6a^  +  ca*  durchgeführt.  Allein  es  ist  klar,  dass  die  ge- 
isogenen  Schlüsse  mit  geringer  Änderung  allgemeine  Geltung  erhalten. 

Wir  verzichten  also  darauf,  die  Faktoren  unserer  Norm  nach  Perioden 
zusammenzufassen.  Anders  wird  der  praktische  Rechner  verfahren.  Er 
wird  mit  Reuschle  z.  B.  für  A  =  3w  +  i  zunächst  m  Faktoren  zu  einem 
Produkte  -^o^o +A^i +^272  vereinigen  und  dann  die  Norm  dieser  Zahl 
nehmen.  Leider  scheinen  aber  die  Gesetze,  nach  denen  sich  die  Zahlen 
A^jÄ^j  A^  bilden,  durchaus  nicht  einfach  zu  sein.  Ja,  es  ist  sogar  von 
grossem  Vorteil,  den  Faktor  ;2?  +  a  +  6  +  c  zur  Norm  hinzuzufügen.  Ist 
so  in  P  der  mit  A  multiplicirte  Teil  berechnet,  so  weiss  man,  dass  der- 
selbe für  jede  komplexe  Einheit  von  der  Form  ^  +  aa  +  bn^  +  ca^  ver- 
schwinden muss,  wenn  a  =  6  =  c  =  ;8?=  +  i   ist.      Und  statt  der  Gleichung 

haben  wir  die  einfachere 

a^  =  I , 

2.  Wir  stellen  uns  jetzt  die  Frage:  Wieviel  Glieder  enthält  der  ent- 
wickelte Ausdruck: 

(9)  (^r+  «2  +  .  .  .  +  0^(«i«  +  «2«'  +  . . .  +  a^a')? 

Wir  werden  diese  Frage  wieder  für  die  viergliedrige  Zahl  in  (i)  beant- 
worten. Die  Antwort  wird  in  einer  Form  gegeben  werden,  welche  sich 
alsbald  verallgemeinern  lässt.     In  dem  entwickelten  Produkte 

{z  +  a  +  b  +  c)N{z  +  ^a  +  ba!'  +  ca') 

kommen  soviel  wesentlich  verschiedene  Glieder  vor  als  die  KuMMERSche 
Kongruenz  (5)  Lösungen  enthält.  Darunter  befinden  sich  aber  die  sämt- 
lichen Glieder  des  Produkts  nächstniedrigerer  Ordnung,  nämlich  die- 
jenigen, für  welche  ^  =  o,  also  &  +  ^  +  ^  =  ^  iß*-  Daher  finden  wir 
die  Zahl,   um  welche  die   Gliederzahl   des  Produkts  aus  vier  Elementen 
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die  Gliederzahl  des  Produkts  nachstniedrigerer  Ordnung  übertrifft,  wenn 
wir  die  Anzahl  der  Lösungen  der  Kongruenz 

(lo)  k  +  dl  +  6m  =  o  (mod  Å) 

bestimmen,  für  welche  ist 

k  +  l  +  m<  A. 

Wir  betrachten  die  Funktion  ^{z ,  x)  von  der  Form: 

Dann  ist 

ip(z,x)=    ZiC*+^'+*'".;s*  +  '^".  a.^m«o.l.2,3....) 

Die  Reihe  ist  konvergent,  wenn  die  drei  Grössen  xz ,  x^z ,  x^z  ihrem  ab- 
soluten Betrage  nach  jede  kleiner  als  Eins  sind.  Ersetzen  wir  x  durch 
a ,  a*,  a',  . . . ,  a^  und  addiren  die  so  entstandenen  Reihen,  so  wird  rechts 
jede  Potenz  von  x  in  Wegfall  kommen,  für  welche  die  Kongruenz  (lo) 
nicht  erfüllt  ist.  Jede  Lösung  k ,  l  j  m  derselben  liefert  dagegen  den 
Beitrag  Å.     So  erhält  man 

(12)  Y^{z  ,  a)  =  XEuf^.z^ 

OL 

\ 

Hier  bezeichnet  a^  die  Anzahl  der  Lösungen  der  Kongruenz  (lo),  welche 
die  Eigenschaft  haben,  dass  ihre  Summe  h  ist; 

(13)  k  +  l  +  m  =  h. 
Setzen  wir  andererseits 

(14)  <p{u)  =-  {u  —  x){u  —  x\u  —  x% 
so  ist 

(15)  <p\z  ,  X)     ^,'ç^y  I  _  a-^  "T  ^'(^îj  •  I  _  ^âg  +  ^'(^£) •  I  _  ^5^ • 
Als  Koefficient  von  /  erscheint  daher  jetzt: 
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Wenn  wir  nun  h  alle  Werte  von  Null  bis  A  —  i  durchlaufen  lassen  und 
dann  über  alle  Werte  rc  =  a  ,  a' ,  . . . ,  a^  summiren,  endlich  das  Resultat 
durch  Å  dividiren,  so  erhalten  wir  zufolge  (12)  die  Anzahl  der  Lösungen 
der  Kongruenz  (10).  Schliessen  wir  zunächst  den  Betrag  der  Summe  für 
o;  =  a^  =  I  aus.  Dann  sind  zwei  Zahlen  h'  und  h"  immer  so  wählbar, 
dass  man  erhält 

(A'  +  2)à=  {h"  +  2)£  =  (A  +  2)  (mod  X). 
Hierdurch  aber  verwandelt  sich  der  Ausdruck  (16)  in 


^Ä  +  2 


+  -^4- 
^  ^'(a^)  ^ 


^'(a)    '    S^'(«')    '    f{a^)\ 


Der  Klammerausdruck  ist,  wie  die  Entwicklung  von  y-—  nach  fallenden 

Potenzen  von  u  zeigt,  identisch  NtilL  Mithin  liefert  die  Summirung  über 
die  komplexen  a  zur  Summe  der  Koefficienten  a^,  keinen  Beitrag.  Es 
bleibt  also  noch  der  Beitrag,  den  x  =  i  liefert,  zu  bestimmen.  Dieser 
ist  zusammengesetzt  aus  sämtlichen  Koefficienten  von  s^  in  ^{z ,  i). 
Nun  ist 

^^     '      ^  {\  —z)  ^^  1.2 

und    die   Summe   aller   Zahlen   — — ^   von   A  =  o  bis  A  =  A  —  i 

1.2 

betragt    — ^^ — -.      Trennen    wir    X    ab,    so    ist   die   gesuchte  Zahl 

-,   Um  soviel  übertrifft  die  Anzahl  der  Glieder  des  entwickelten 

2.3 

Produkts  P  aus  vier  Elementen  die  Anzahl  der  Glieder  des  Produkts 
nachstniedrigerer  Ordnung.  Durch  ganz  analoge  Schlüsse  findet  man, 
dass  das  Produkt  P  für  fünf  Elemente  dasjenige  für  vier  um 

{k  +  i){l  +  2){k  +  3) 
2.3.4 

übertrifft  u.  s.  w.     Hiernach  erhalten  wir  das  Endergebnis: 

Bas  aus  m  Elementen  zusammengesetzte  Produkt 

P  =  (a,  +  n,  +  .  .  .  +  a^)N{a,a  +  a,a'  +  .  .  .  +  a^c^) 
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eyühält 

(17)        <7  ==   2    H h   ...   H -f T 

\    '  I      ^  '        2        '  2.3  '  '  2  .  3  . . .  (m  —  i) 

verschiedene  Glieder. 

So  ist  für  A  =  1 1 

m  =  2  ,  3  ,   4,     5,         6,         7,  8,  9,  10, 

5^  =  2  ,  8,  34,  125  ,  398  ,  1126,  2894,  6872  ,  15270. 

3.  Im  vorhergehenden  Paragraphen  haben  wir  die  Anzahl  der  ver- 
schiedenen Glieder  des  entwickelten  Produkts  P  kennen  gelernt.  Wir 
suchen  jetzt  die  Beschaffenheit  dieser  Glieder  naher  zu  bestimmen.  Wenn 
die  komplexe  Zahl,  deren  P  gesucht  wird,  aus  vier  Elementen  besteht, 
also 

z  +  aa  +  ba!^  -j-  ca% 

so  kann  man  fvsigen:  Wieviel  Glieder  cfVc^z''  kommen  in  P  vor^  bei  denen 
die  Zahlen  k  ,  l  y  m  ^  n  sämtlich  von  Null  verschieden  sind?  Diese  Frage  ist 
nicht  ohne  Bedeutung.  Denn  ihre  Beantwortung  gibt  zu  erkennen,  wieviel 
Koefficienten  in  P  wirklich  neu  zu  berechnen  sind;  ist  nämlich  eine  der 
4  Zahlen  k  ^  l ,  m ,  n  Null,  so  kann  man  den  betreffenden  Koefficienten 
durch  die  Berechnung  des  P  einer  trinomischen  Zahl  finden.  Und 
Gleiches  gilt  allgemein.  Für  die  Berechnung  des  P  einer  aus  m  Ele- 
menten bestehenden  Zahl  sind  nur  diejenigen  Lösungen  der  KuMMEiischen 
Kongruenz  von  Bedeutung,  welche  von  Null  verschieden  sind. 

Wir  lösen  die  Aufgabe  zunächst  für  m  =  4  und  dehnen  dann  die 
Lösung  durch  ein  Verfahren  weiter  aus,  welches  dem  im  vorigen  Para- 
graphen analog  ist. 

Für  das  P  einer  vierelementigen  komplexen  Zahl  haben  wir  die  4 
Glieder  z^  +  a^  +  b^  +  c^     Verschwindet  eins  der  Elemente,  so  entsteht 

eine    trinomische   Zahl,    es    erscheinen    also  Glieder   von   der  Form 

2 

a^Vz"".     Im    ganzen    zeigen    also    4. Glieder    diese    Form.     Endlich 
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bleiben   die  Glieder  von  dem  gesuchten   Typus,  x  an  der  Zahl.     Daher 
mit  Rücksicht  auf  (17) 

/—  Ï    ,  ,   Å+  i     •  (X  +  i)(Å  +  2) 

X  +  4. \-  4=2+  —^ h  - 

'    ^      2       '    ^  '       2       '  2.3 

Hieraus  folgt  durch  leichte  Rechnung: 

{Å-i){Å-2)     ;.-! 


X  = 


2.3 


Zur  Verallgemeinerung  unseres  Ergebnisses  greifen  wir  auf  die  Funktion 
ff{z  j  x)  zurück.  Für  das  entwickelte  Produkt  P  der  fttnfelementigen 
komplexen  Zahl 

z  +  aa  +  6a''  -|-  ca*  -|-  r/a* 

fällt  die  Frage:  »Wie  gross  ist  die  Anzahl  der  Glieder  vom  Typus 
a^Vc^^d^z^?^  genau  zusammen  mit  der  folgenden:  »Wie  gross  ist  die  An- 
zahl der  Lösungen  der  KuMMERschen  Kongruenz 

k  -{-  ol  +  sni  +  *w  ~  o  (mod  A), 
k  +  1  +  m  -\-  n  <  A, 

wenn  keine  der  Zahlen  k  y  l  y  m  ,  n  verschwinden  darf?» 
Bilden  wir  die  Funktion: 


l  —  XZ     l  —  x'h    l  —  x'z    I  —  «* 

so  wird  jetzt  der  Koefficient  von  /,  wenn 

0(//)  —  {n  —  x){u  —  x^{h  —  x'){u  —  .r''), 


./ 


I   ^A  — 1  ^(A-l^J  j,.(A  — 1)5  .j.(/i      I;jV 


Für  Ä  —  I  ,  2  ,  3  wird  der  Klammerausdruck' identisch  Null.  Lassen  wir 
auch  h  —  ?,  zu,  so  durchlaufen  die  Exponenten  von  x  wieder  völlige  Rest- 
systeme mod  Åj  können  also  zur  Summe  Null  zusammengefasst  werden,  wie 
früher.     Bestimmt    man    den    Beitrc^g   für  j:  =  i,  so  findet  man  ihn  aus 


-^^  =  r 

(•-«)*  ^ 


(A—  !)(/*—  2)(Ä—_  3)  ^A 


I  .2.3 
Atlm  ««(««Maflca.    II.    Impriné  I.  17  ÅTTll  18St.  35 
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analog  wie  früher  zu  — ~.     Aber  diese  Zahl  ist  noch  um 

ö  2.3.4 

diejenige  zu   vermindern,   welche   der  anfangs  ausgeschlossenen  Annahme 

h  =  X  entspricht.     Diese  Annahme  besagt  aber,  dass  a^b^Cyd  einen  von 

Null    verschiedenen,    z    den    Exponenten    Null    haben   soll.     Die  Anzahl 

dieser   Falle    haben    Avir   oben    bestimmt;  es  ist  die  Anzahl  der  analoge^} 

Glieder   in   dem   P,   welches  ein   Element  weniger  enthält.     Die  fünfele- 

mentige    Zahl    liefert    also    in    dem    entwickelten    Produkte   eine  Anzahl 

Glieder 

2.3.4  2.3  "^        2        ' 

welche  alle  5  Elemente  enthalten.     So  findet  man  allgemein: 

In  dem  entwickelten  Produkte 

P  =  («,  +  a,  +  . . .  +  «.)i^^(^i«  +  a,fx'  +  . . .  +  ^^.oc'O 

kommen  f^  Glieder  vor,  welclte  alle  m  Elemente  enthalten,  wo 

,   gv        .    ^(;>~- i)U  — 2)...(/--m  +  2)        {X—\)...{X-^m  +  i)  /  — I 

^^       ^"^     '  2.3...(m— I)  ■'    2..~{m  —  2)  "t-'-X      2 

Für  das  Produkt  aus  X —  i   Elementen 

(«i  +  «2  +  •  •  •  +  a^^.,)N{a^a  +  a^a'  +  .  . .  +  «x-i«^"') 
erhält  man  daher  die  bemerkenswerten  Beziehungen: 

;_   I  (^_    iXyl  —  2)     ,  X—l 

^    *  2  2.3  '  2 


Ebenso  findet  jnan 


/A-3   — 


und  allgemein 

(19)  f>.-.   =   /v+l. 

Nun  sind  wir  imstande,  in  einem  gegebenen  P^  die  Anzald  und  die  JFoifw 
der  Glieder  genauer  anzugeben.  In  P,„  finden  sich  f^  Glieder,  in  denen 
kein  Element  fehlt,  m.f„,._^  Glieder,  in  denen  ein  Element  fehlt, 

m{m  —  i)    ^ 
Glieder,  in  denen  ztvei  Elemente  fehlen,  u.  ß.  w. 
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So  hat  man  fttr  A  =  7  in  dera  Produkte  F^ 

6.3  Glieder,  welche  5   Kiemente  enthalten,   =  18 

15.2»  »         4  )>  >  30 

20 . 3        D  »         3  »  Ï'  60 

6        y>  DID  »  6 

Im  Ganzen   114 

Diese  Zahl  liefert  auch  Formel  (17). 

Für  A  =  1 1   hat  man  in  dem  vollständigen  Produkte 

^10  =  K  +  •  •  •  +  «io)^K«  +  «.«'  +  • .  •  +  «10«'') 

10.    5  Glieder,  welche  9  Elemente  enthalten, 


45.10 

D 

1> 

8 

» 

120.20 

» 

y> 

7 

7> 

210.22 

D 

)) 

6 

» 

252 . 20 

» 

)) 

5 

» 

210. 10 

7) 

j) 

4 

)) 

120.  5 

}) 

)-» 

3 

» 

10.  I 

D 

y> 

I 

)^ 

Liaiic;!!] 

>  —    0^ 

D 

450 

Ï) 

2400 

); 

4620 

)) 

5040 

» 

2100 

)) 

600 

^) 

10 

Im  Ganzen   15270  Glieder. 


Stellen   wir   nun    noch  die  Lehrsätze  zusammen,  welche  für  die  Kummek- 
Kongru 

I.)     Sei 


sehen  Kongruenzen  im  vorstehenden  als  richtig  gefunden  worden  sind. 


a,x,  +  (i.,x^  +  .  .  .  -j-  a,^^x,,  ~  o  (mod  A), 

.ï^i  +  ^i  +  •••  +  -^m  <  A, 

eine    KuMMEKSche    Kongruenz    m^®'    Ordnung,    so   erhalt   man,   wenn  alle 
positiven  ganzzahligen  Lösungen  einschliesslich  o  und  A  zugelassen  werden, 

^  '        2        *  '  2  . 3  ...  m 

Wertsysteme  x^  ,  x.y ,  . .  . ,  x,^. 

2.)     Werden  aber  o  und  A  nicht  zugelassen   und  soll  sein 

Xi  +  x^  +  ..  .  +  x^<X, 
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SO  erhalt  man  nur 

'  2.3...m  2.3...(m  — I)  "•"'"'—      2 

Wertsysteme. 

3.)     Werden  Lösungen   ic,.  =  o  zugelassen,  wird  aber    die  Bedingung 
gestellt 

^1   +  ^^2  +   '"   +  OCn.<  ^y 

so  betragt  die  Anzahl  der  Lösungerj 

{Å+  iXÅ  +  2)...{Å  +  m—  I) 
2 . 3  ...  m 

4.)     Werden  Lösungen  x^  =  o  ausgeschlossen,  aber  die  Summe  gleich 
A  zugelassen,  so  beträgt  die  Anzahl  der  Lösungen 

(;  --  !)(;-.  2)..  .(;  — m  +  I) 
2  .  3  .  .  .  w 

5.)     Sind  zwei  KuMMEKsche  Kongruenzen  gegeben 

a^x^  +  a,x.,  +  . .  .  +  «m^m  =  o  (mod  A), 

.'^'1    +    ^2   +    ..   .    +    •''-m   <   ^, 

*i?/i  +  ^2^/2  +.••.-+  *«;y«  ^  o  (mod  X), 
?/,  +//2  +  •..  +//„  <  A, 

unter   Ausschluss    der    Lösungen    x,,  =  o ,  y,  =  o,   so    ist  die  Anzahl  der 
Wertgruppen  der  x  genau  gleich  derjenigen  der  y,  wenn  m  +  n  =  A —  i. 

Beispiel,  A  =  7. 

x^  +  2.r^  =0  (mod  7);  y^  +  2y.^  +  3^/3  +  4//,  =0  (mod  7) 

^,  +  ^i  <  7  2/1  +  t/,  +  ^3  +  ^4  <  7 

^^j  ==  5  .  3  ,  I  ^1  =  I  ,  2  ,  I 

^*^3  =  I  ^  2  ,  3  y,  =  I  ,  I  ,  3 

^4 


Digitized  by 


Goo 


8/ 


Untersuchungen   über  die  Normen   komplexer  Zahlen.  277 

Die  vertikal  unter  einander  stehenden  Zahlen  gehören  zusaninien.  I^assen 
wir  aber  die  Null  lösungen  und  die  Summe  =A=  7  zu,  so  hat  die 
zweite  Kongruenz  noch  folgende  Wertsysteme: 

/A  ^  I  ,  3.  5  >  o,  2  ,  4,  I  ,  3  ,  I  ,0,  0,0,  o,  I  ,  r  ,  I  ,  2  ,0,0,  I, 
/A  -^  3  >  2  ,  I  ,  2  ,  I  ,  o ,  o  ,  o ,  I  ,  o ,  3  ,  2  ,  I  ,  2  ,  I  ,  o  ,  o ,  o  ,  I  ,  o, 
//,  =--  o  ,  o  ,  o ,  I  ,  I  ,  I  ,  2  ,  o ,  o ,  I  ,  I  ,  3  ,  5  >  o  j  2  ,  4 ,  I  ,  3  ,  I  ,  o, 
y,  -=0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,3,2,1,4,3,2,4,3,4,5, 

y,  --0,  I, o,  2,  I, o,  2, 2, 3, 4, 4, 3,  2, o.  I,  2, 3, o, o, o,  I,  2,  I, 
y,  -  4,2,  1,0,0,0,  2,4,2,  1,0,0,0,2,5,3,  1,5,3,  I  ,3,  I,  I, 
V,  --2, 3, 4, 4, 3, 2, o,  o,  I, o, 2, I, o, 2, I, 2, 3, o, o, o, I, 2,  I, 
y,  -=0,0,0,0, 1,2,2, I, 1,2, 1,2,3, 1,0,0,0, 1,2,3, I, 1,2. 

Dies  sind  43  Lösungen,  zu  denen  noch  die  5  selbstverständlichen  jnit  4 
bez.   3   Unbekannten   —  o  treten.     Im  ganzen  48.     Es  ist 

,    8    ,    8 .9    ,    8 .9. IG  ,  ,  ,  y 

^    +  2  +  ^f  +    2.3.4    ^   2    +   4  +    12    +   30  =   48. 

Lassen  wir  dagegen  Null  lösung  zu,  die  Summe  =  7  =  ^l  aber  nicht,  so 
zählen    wir    29    und    die    sei bstverstÄnd liehe   y^  =  y^  •■=  y^  ^  y^  z=.  o,    im 

8 .9  .  IG 
ganzen  30  =  y^JTJ  • 

Verbieten   wir  endlich   Null  lösungen,   lassen   aber  die  Summe  7  zu, 
so  erhalten  wir  5  ==  \     Diese  5  Lösungen  sind 

?/j  -=  I  ,  3,  I  ,  2  ,  I, 
y,  =  I  ,  2  ,  3,  I  ,  I, 
2/3  =  2,1,1,2,1, 
y*  ==  3  ,  Ï  ,  I  .  I  ,  2. 

Unsere  Sätze  werden  also  sämtlich  bestätigt. 

Da   Kummer   die    Kongruenzen    mit   zwei   Unbekaniiten,    welche  wir 
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vorhin  allgemein  untersucht  haben  (mit  m  Unbekannten),  bei  der  Fak- 
torenzerlegung der  ^•Funktionen  bemerkte,  so  könnte  der  Gedanke  ent- 
stehen, dass  durch  analoge  Schlt>8se  sich  aus  der  Verallgemeinerung  der 
Kongruenzen  eine  Verallgemeinerung  der  ^-Funktionen  ergeben  werde. 
Meine  Bemühungen  in  dieser  Richtung  haben  mich  aber  nur  zu  Pro- 
dukten der  ^  gelangen' lassen,  sind  also  nicht  von  Erfolg  gewesen, 

4.  Bisher  haben  wir  Untersuchungen  über  Form  und  Zahl  der  im 
entwickelten  Produkt  P  auftretenden  Glieder  angestellt.  Wir  wenden  uns 
jetzt  der  Koefficientenbestiramung  zu.  Wir  geben  dem  Produkte,  welches 
wir  auch  kurz  Normprodukt  nennen  werden,  die  Form 

(20)  .  p  =  (^  +  a  4-  i  +  c)N{z  +  aa  +  ba'  +  ca') 

=  /  +  a^  +  b^  +  c'  +  }.TKa'Vc'"z\ 

Wenn  wir  früher  von  vierelementigen  Zahlen  ausgingen,  so  verfolgten  wir 
dabei  wesentlich  äussere  Zwecke.  Wir  hatten  mit  einiger  Einbusse  an 
Durchsichtigkeit  des  Vortrags  gleich  die  allgemeine  Form  mit  m  Elementen 
wählen  können.  Jetzt  liegt  die  Sache  anders.  Die  von  jetzt  ab  vorzu- 
tragenden Entwicklungen  können  nur  für  vierelementige  Normprodukte 
Geltung  beanspruchen. 

Die    Zahlform    z  +  aa  +  bod'  -|-  ca*    kann    im    ganzen    — ^ 

verschiedene  Gestalten  aufweisen.  Denn  d  und  s  dürfen  alle  verschiedenen 
Paare  von  2  Zahlen  aus  der  Reihe  2  ,  3  ,  .  . . ,  A  —  2  sein.  Aber  diese 
verschiedenen  Paare  ft\hren  nicht  immer  zu  verschiedenen  Normen.  Be- 
zeichnen wir  nach  dem  Vorgange  vieler  Mathematiker  den  numerus  socius 
von    â  oder   diejenige   ganze    Zahl    d'y   welche   die  Eigenschaft  hat,  dass 

d(y  =  I    (mod  X)    wird,  kurz  durch  -1 ,  so  ist: 

1  1  Li 

N{z  +  aa  +  bo?  +  ca')  =  N{z  +  ao?  +ba  +  cx^)  =  N{z  +  aa'  +  ba'  +  ca). 

Kennt  man  also  die  zum  Paare  d ,  s  gehörige  Norm,  so  erhält  man  durch 
Vertauschung  von  b  mit  a,  a  mit  b  die  zum  Paare  ^,  ^  gehörende  Norm 
u.  8.  w. 
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Es  ist  aber  auch 

N{z  +  aa  +  ba'  +  ca')  =  N{;sa-'  +  a  +  ha!'-'  +  ca'-')^ 
=  N{a  +  zoi  +  In'-'  +  ca'"'). 

So   sind   wir   zum   Paare    i  — dj  i  — s  gelangt.     Es  gelingt,  durch  An- 
wendung derselben  Schlüsse,  im  ganzen   12  Paare  anzugeben,  welche  zu 
12    Nonnen    führen,   die  durch  die  Berechnung  einer  einzigen  aus  ihnen 
gewonnen  w^erden  und,  wie  wir  sagen  werden,  eine  Periode  bilden. 
Diese   12   Paare  sind,  die  folgenden: 

(,.u.;if)-.(i^:.T^);(.-'^.-^)^ 

Die  Art  dieser  Zusammenstellung  erhellt  aus  Folgendem.     Wir  nennen 
diejenige    Subsfitufiofi,    welche    das    Paar    {â ,  s)    in    (- j -)   überführt  w, 

ebenso  diejenige,   welche   (<?,s)  in  (    _    >     ^1    )  Überführt/;  dann  ge- 
winnt das  Schema  (21)  die  folgende  Gestalt: 


(21) 


(") 


w 


(O 


X  y  X^'^  »  X^  y 

3  3  3       3 


Die  Zusammenstellung  ;^û>  bezeichnet,  dass  zuerst  die  Substitution  ^  und 
dann  (o  vorgenommen  werden  soll.     Wir  bemerken  die  Gleichungen: 


(23) 


at'  =--  I, 


r=i. 
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Ferner  bemerken  wir,  dass  durch  die  Substitution  wj(ù}J(^û)^  das  Paar 
(d ,  e)  in  (e  ,  d)  umgewandelt  wird.  Daher  sehen  wir,  dass  im  ganzen 
24  Wertepaare  erhalten  werden  und  mehr  können  nicht  yoi'handen  sein. 
Denn  die  Zahlform  is  +  aa  +  ho?  +  ca*  liefert  durch  Vertauschung  der 
4  Elemente  z  ^  a  j  b ,  c  überhaupt  24  verschiedene  Darstellungen  und  jede 
dieser  Darstellungen  können  wir  durch  Division  mit  einer  geeigneten 
Potenz  von  a  und  nachfolgende  Vertauschung  von  a  gegen  eine  andere 
geeignete  Potenz  von  a  in  die  Form  z  +  aa  -{-  ba!^  +  col^  setzen. 

Aber  die  Perioden  der  Paare  {d ,  s)  brauchen  nicht  12-gliedrig  zu 
sein.     Sie  können  weniger  Glieder  enthalten. 

I.)  Wenden  wir  uns  zunächst  der  Substitution  x  ^^u  und  nehmen 
an,  dass  sie  keine  Veränderung  bewirkt.  Dann  erhalten  wir  zur  Be- 
stimmung derjenigen  {d ,  s),  welche  solche  Perioden  liefern,  die  Kon- 
gruenzen : 


fj=         -,  £  zz (mod  A). 


Hieraus  folgt  sofort  (i  —  s)'  +  i  r^.  o  (mod  A),  und  wenn  wir  setzen 

(24)  *'  +  I  EEO  (modA), 
dann  erhalt(Mi  wir  die  flreigliechif/e  Periode: 

(25)  (-«,l-.V);(i^\i^');(i  +^,4 

• 

Wir  bemerken,  dass  die  Summe  der  Argumente  bei  dem  zweiten  Paare, 
die  Differenz  bei  dem  ersten  und  dritten  der  Einheit  kongruent  ist.  Also 
ist  die  Differenz  der  Argumente  bei  zwei  Paaren  der  Einheit  kongruent. 
2.)  Nehmen  wir  an,  ^  bewirke  Verftndorung,  a))er  )(^  nicht.  Daim 
gelangen  wir  zu  den  Kongruenzen 

woraus  folgt 

(26)  s  —  d=  i   (mod  A). 
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Hieraus  folgt  die  sechsgliedrige  Periode: 
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(2  7) 


(s-i.6);(i,i-i),(i+^,^); 


Auch  hier  haben  wir,  und  zwar  genau  viermal,  den  Fall  vor  uns,  dass 
die  Differenz  der  Argumente  die  Einheit  ergibt.  Nur  viermal,  denn  bei 
den^  andern  ist  die  Summe  der  Einheit  kongruent. 

3.)     Es  bleibt  die  Annahme  zu  erledigen,  dass  w  keine  Veränderung 
bewirken  soll.     Dann  folgt 


(28) 


o  = 


_» 


.» 


1    (mod  P.). 


Es  ergibt  sich  eine  viergliedrige  Periode,  nAmlich 

(29)  (T^,>-e');(-e,T^)';(i-e%i 


e). 


Oben  fanden  wir,  dass  bei  der  dreigliedrigen  Periode  stets  zwei  Argumenten- 
paare, bei  der  sechsgliedrigen  stets  vier  Paare  entstehen,  deren  Differenz  die 
Einheit  ist.  Umgekehrt  l&sst  sich  zeigen,  dass  aus  der  Annahme  e  =d+  i 
immer  ein  dreigliedriger  oder  ein  sechsgliedriger  Cyklus  sich  ergeben  muss. 
Mithin  kommt  weder  in  einem  zwölfgliedrigen  noch  in  einem  viergliedrigen 
Cyklus  ein  Argumentenpaar  von  der  Form  ((?,(?+  0  vor. 

Nun  ist  es  leicht,  die  Anzahl  der  Perioden,  å.  h.  die  Anzahl  der 
wesentlich  verschiedenen  vierdementigen  Normen  anzugeben. 

I.)  Sei  ^  =  I2W  +  I.  Die  Kongruenzen  #'  +  i  eeo  und  ê'=  i 
(modA)  können  beide  erfüllt  werden.  Die  Zahlenpaare  (^,<?+  i),  deren 
A  —  3    vorhanden    sind,    verteilen    sich    in    den    einen   dreigliedrigen   und 

3w —  I     sechsgliedrige    Cyklen.      Da       ^   ^  ~     =  (6n —  i)(i2n —  i) 

Zahlenpaare  vorhanden  sind,  so  müssen  3n(2n — x)  zwolfgliedrige^exïoàçiW 
vorhanden  sein.  Im  ganzen  sind  6n'  -|-  i  verschiedene  Normen  zu  be- 
rechnen. 

2.)  Sei  A=ï2W+5.  Der  viergliedrige  Cyklus  fehlt,  der  drei- 
gliedrige ist  vorhanden.  Wir  erhalten  n(6»  -|-  i)  zwölfgliedrige^  ^n  sechs- 
gliedrige Cyklen,  im  ganzen  6n^  +  4n  +  i   verschiedene  Normen. 


Aetm  mmtkematiea.     11.    Imprimé  le  31  AtHI  1888. 
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3.)  A  ==  1  2n  +  7-  Der  viergliedrige  Cyklus  ist  vorhanden,  der  drei- 
gliedrige fehlt.  Es  existiren  3t^(2w-^-  1}  jswolfgliedrige,  3n-|-  1  sechsgliedrige 
Cyklen,  6n^  +  6n  -{-  2  verschiedene  Normen. 

4.)  A=  i2w-f  II-  Die  Ausnahmecyklen  fehlen,  man  hat  nur 
6w'  -j-  7n  4"  2  zwölfgliedrige,  3n  +  2  sechsgliedrige  Cyklen,  im  ganzen 
6w^  +  lon  +  4  verschiedene  Normen, 

Versteht  man  unter  E[a)  diejenige  ganze  Zahl,  welche  nicht  grösser 
als  a  ist,   so  ist  in  den   drei  ersten  Fällen  die  Anzahl  der  verschiedenen 

Normen   i  +  E     "^      ,  im  Falle   i2w  +  11   aber  ^^  ~  '    ■ 
'24  '  24 

ZaUenbeispiele. 

I.)     A  =5. 
Es  entsteht  nur  ein  Cyklus,  der  dreigliedrige 

(2  ,  3) ,  (2  ,  4) ,  (4  ,  3). 

Es  ist  nur  eine  Norm  zu  berechnen. 

2.)     X=  7. 
Es  entstehen  zwei  Cyklen,  diarunter  noch  kein  zwölfgliedriger. 

I.       (2,  4);  2-       (2,  3);  (5.  3);  (5,4); 

(2,  5);  (3,  6);  (6,  4).     .  .    (3,  4);  (2,  6);  (6,  5). 

Es  sind  also  zwei  Normen  zu  berechnen: 

N{2  +  aa  +  ba'  +  ca*)     und     N{2  +  a«  +  ba"  +  ca^). 

3.)     A=  II. 
Es  entstehen  4  Cyklen,  2  sechsgliedrige,  2  zwölfgliedrige. 

I.     (2,  3);  (4,  8);  (7,  6);  2.     (3,  4);  (3,  9);  (5,  4); 

(5  ,  6)  ;  (2  ,  10)  ;  (10  ,9).  (7,8)  ;  (7  ,  5)  ;  (9  ,  8). 

3.     (2,  4);  (3.  6);  (2,  6);  4.     (2  ,  8)  ;  (7  ,  3)  ;  (4  ,  6); 
(7  »  4)  ;  (3  ,  10)  ;  (ïO  ,  8);  (3  ,  8)  ;  (7  ,  10)  ;  (10  ,  4); 

(7  ,  2)4  (6  ,  9)  ;  (5  ,  8);  (3  ,  5)  ;  (9  ,  5)  ;  (9  ,  4); 

(10  ,  6)  ;  (2  ,  9)  ;  (s  ,  10);  (8  ,  6)  ;  (2  ,  5)  ;  (9  ,  7). 
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Es  sind  4  Normen  zu  berechnen.  Wir  wählen  für  dieselben  die  kleinst- 
möglichen  Zahlenpaare,  also 

N{z  +  aa  +  ôa'  +  ca'),     N{z  +  aa  +  fta'  +  Ca'), 
N{z  +  aa  +  6a'  +  ca'),     N{z  +  aa  +  ba"  +  ca*). 

4-)     A=  13. 

Hier  erhalten  wir  7  verschiedene  Normen,  deren  d ,  e  wir  angeben 

ö'=2,3,3,     3,2,2,2, 

£  =  3,4,9,11,4,5,6. 

(2  ,  3)  und  (3  ,  4)  haben  sechsgliedrige,  (3 ,  9)  einen  viergliedrigen,  (3 ,  11) 
einen  dreigliedrigen,  die  übrigen  haben  zwölfgliedrige  Cyklen. 

5.)     A=  17. 
Wir  finden   1 1   verschiedene  Normen,  deren  d ,  e  wir  angeben 

ö' =2, 3, 5, 4, 2,  2, 2, 2, 3,  3,  4, 
^  =  3,4,6,5,4,5,6,7,5,7,6. 

Die  drei  ersten  geben  sechsgliedrige  Cyklen,  (4 ,  5)  den  dreigliedrigen, 
die  andern  zwölfgliedrige  Cyklen. 

6.     Schreiten    wir   jetzt    zur    Bestimmung    der  KoeflTicienten  selbst. 
Betrachten  wir  zunächst  das  Normprodukt  mit  dreigliedrigem  Cyklus. 
Wir  haben  dem  Normprodukte  die  Form  erteilt: 

(^  +  a  +  ft  +  c)N{z  +  aa  +  ba^  +  ca^^') 

=  z^  +  a^  +  b^  +  c^  +  XEKa'Vc'^z'';         tf '  +  i  =  o  (mod  A). 

Ausser  dem  Faktor  z  +  aa  +  ba^  +  ca^^^  ist  vorhanden 

^  +  aa*  +  ba""  +  ca*'+*  =  ^  +  aa*  +  fta"^  +  ca^^S 

oder  nach  Multiplikation  mit  a  b  +  za  +  ca^  +  aa*"*'^  Daher  erleidet 
unsere  Norm  keine  Veränderung,  wenn  man  die  Vertauschung  anwendet 
und    wiederholt,    welche    z  m   b,   a  in  Zy  b  \n  c  und  c  in  a  überführt. 
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Daher   haben   die   Glieder  If'^ao!^  und  a*è'c~0"  u.  s.  w.  gleichen  Koeffi- 
cienten.    Man  kann  dies  symbolisch  so  schreiben: 


k  l  m     n 

m  n  l      k 

l  k  nm 

n  VI  k      l 


K, 


WO   der  an   erster  Stelle  geschriebene   Exponent  dem  a,  der  zweite  dem 
è,  der  dritte  dem  c,  der  vierte  dem  z  zukommt. 
Es  ist 

k  +  êl  +  {»  +  i)m  =  o  (mod  A), 

k  +  I  +  m^  Å. 

kyljin  können  nicht  gleich  sein,  da  â  +  i  =o  folgen  würde;  also  sind 
die  aufgeschriebenen  Exponentengruppen  wesentlich  verschieden.  Die  im 
allgemeinen  vorhandenen 


2   +L±l  +  i^+   0(>î  +  2) 


2.3 


4  = 


(;- i)(x+7) 


Koefficienten  schr&nken  sich  auf  den  4**°  Teil  ein,  auf —  we- 

24 

sentlich  verschiedene. 


Beispiel  X  = 

=  13;^=  5, 

£  =  6. 

A=       3,. 

2,       I  , 

5,         3, 

8, 

7, 

6, 

4,       2, 

1=       2, 

1  ,       0, 

3,         I  , 

I, 

0, 

4, 

2,      0, 

m  =       0 , 

I  »       2, 

I  ,         3, 

0, 

I  , 

0, 

2,      4, 

«  =       8, 

9,     lo, 

4,          6, 

4, 

5, 

3, 

5,      7, 

K=  +2,- 

-3,  +  I  , — 

■22,-19, 

+ 

I,- 

•I , 

+ 

5, 

+ 

32, +  4. 

Zum  besseren  Verständnis  wollen  wir  das  zugehörige  Normprodukt  kurz 
andeuten  : 

(^  +  o  4.  è  +  c)N{e  +  aa  +  ba'  +  c«') 

=  z^»  +  a'^  +  ft'»  +  c^»  +  13  { 2(a''6';?«  +  bVn'  +  a'bV  +  a'cV) 

—  3{a^cz'  +  ab'cz'  +  abVz  +  a'bc\)  +  ...]. 
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Wenden    Vir    uns   jetzt    zu    den    Normen   mit  viergliedrigem  Cyklus. 
Hier  haben  wir  die  Form  erteilt: 

{z  +  a  +  b  +  c)N{z  +  «a  +  ba^  +  ^O. 

=  js^  ^  a'  +  b'  +  c'  +  XEKz^'a'b'c'^;         d'  =  i   (mod  ;i). 

Ausser  dem  Faktor  z  +  aa  +  ba^  +  ca^  ist  auch  vorhanden 

z  +  aa^  -}•  ba^  +  ca. 

Unsere    Norm    erleidet    keine    Veränderung,    wenn    man   a  y  by  c  cyklisch 
vertauscht.     Oder  in  unserer  symbolischen  Schreibweise 

.  Ic     l     m     n 

l     m    k     n     Kj 

m     k     I      n 
wo 

k^  dl  +  â^m  =  o  (mod  A), 

ÄJ  +  Z  +  m  <  A.  • 

k  yl  y  m   können  gleich   sein,    da    i  -f  ^  +  ^*  =  o  zutrifft.     Scheiden   wir 
die  zugehörigen  Exponentengruppen  aus 


Ä=         I,  2, 


••^      3 
X—  I 


m  =      I,  2,       . .  . , 


3 
X—i 


3 
n  =  A  —  3  ,  A  —  6,  . . . ,       I, 

so  verteilen   sich  die  übrigen  in  Gruppen  von  je  drei,  welche  denselben 

Koefficienten  K  aufweisen.     Im  ganzen  sind       "^   ^^ verschiedene 

K  zu  berechnen. 
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Beispiel:  Å  =  19  ;  ^  =  7. 


k 

/ 

TQ. 

n 

IC 

& 

i 

m 

n 

K 

k 

Z 

m 

II 

K 

12 

I 

0 

6 

3 

5 

0 

II 

0 

6 

10 

3 

I 

0 

12 

6 

I 

5 

0 

3 

II 

—  7 

6 

10 

0 

3 

22 

0 

12 

I 

6 

0 

3 

5 

II 

10 

0 

6 

3 

8 

0 

I 

10 

13 

2 

I 

3 

6 

3 

I 

9 

0 

} 

8 

10 

I 

2 

I 

Ï3 

3 

—  10 

3 

I 

6 

9 

30 

I 

8 

0 

10 

I 

13 

2 

I 

6 

3 

9 

16 

0 

2 

I 

9 

8 

1 

8 

7 

0 

0 

2 

16 

I 

I 

8 

I 

9 

—  9 

7 

0 

8 

30 

2 

16 

0 

I 

I 

9 

8 

0 

8 

7 

^ 

I 

7 

II 

0 

10 

4 

0 

10 

2 

3 

7 

II 

I 

0 

—  I 

4 

0 

10 

14 

2 

r  3 

10 

-so 

XI 

I 

7 

0 

0 

10 

4 

3 

10 

2 

14 

3 

2 

0 

6 

4 

9 

0 

6 

I 

4 

8 

3 

2 

14 

0 

2 

4 

9 

6 

0 

17 

I 

4 

6 

8 

-56 

2 

14 

3 

0 

9 

6 

4 

0 

4 

6 

I 

8 

0 

5 

2 

12 

9 

I 

2 

7 

5 

7 

2 

5 

5 

2 

0 

12 

3 

I 

2 

9 

7 

—  17 

7 

2 

S 

5 

-56 

2 

0 

5 

12 

2 

9 

I 

7 

2 

5 

7 

5 

3 

4 

II 

I 

8 

3 

6 

2 

8 

5 

3 

3 

4 

II 

3 

I 

3 

3 

6 

8 

2 

21 

S 

3 

8 

3 

61 

II 

3 

4 

I 

6 

8 

3 

2 

3 

8 

5 

3 

13 

0 

4 

2 

I 

II 

5 

2 

4 

2 

7 

6 

0 

4 

13 

2 

7 

II 

5 

I 

2 

—  21 

2 

7 

4 

6 

99 

4 

Ï3 

0 

2 

5 

I 

II 

2 

7 

4 

2 

6 

I 

I 

I 

16 

2 

2 

2 

2 

13 

23 

3 

3 

3 

10 

98 

4 

4 

4 

7 

86 

5 

5 

5 

4 

—  lOI 

6 

6 

6 

I 

-83 

Zum  Verständnis: 

{z+  a  +  b  +  c)N{is  +  aa  +  ba'  +  ca'') 
=  js^^  4.  a'^  +  b''  +  c''  +  i9{6i(a«6V»^'  +  a'bVz'  +  a'ô^cV)  +  ...}. 

Für  a=b  =  c  =  z=  i  finden  wir,  übereinstimmend  mit  der  Rbüschle- 
schen  Tafel  N{i  +  a  +  a'  +  a'')  =  II^ 

Untersuchen  wir  jetzt  die  Normen  mit  sechsgliedrigem  Cyklus.    Hier 
haben  wir  die  Form  erteilt: 


/ 
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(^g^a  +  b  +  c)N{z  +  aa  +  ba'  +  ca'^')  =  z"  +  a' +  //  +.  c'  +  XLKa'Vc'^z^ 
k  +  dl  +  {d  +  i)m  =  o  (mod  A), 
Ä  +  /  +  m  <  A. 
Statt  der  obigen  Kongruenz  können  wir  setzen 

(30)  Ä;  +  m  +  f?(^+  m)  =  o  (mod  X). 

Aus  dieser  Kongruenz  folgt  aber,  da  ä  +  Z  +  w  +  w  =  A, 

(31)  l  ^n  +  d{k  +  n)  =  o  (mod  A). 

Jeder  Exponentengruppe  Ä  ,  Î ,  t» ,  n  entspricht  also  eine  andere  Ijk^fiyfn 
oder  a^U&^^  und  a^b^c^'z^  haben  gleichen  Koefficienten.    Man  braucht  also 


nur 


^  verschiedene  K  wirklich  zu  berechnen. 


12 


Wenn    wir   in    unserer    Norm   setzen   z  =  i  j  c  =  ab,  so  verwandelt 
sich  das  Normprodukt  in 

(i  +  a)(i  +  6)iV^(i  +  aa){i  +  6«^  =  i  +  ^*^  +  *^'  +  «^^^ 

Die  übrigen  Glieder  fallen  fort.  Hieraus  folgen  beachtenswerte  Glei- 
chungen. Denn  es  ist  ^Ka^'^'^V^'^  =  o.  Da  zu  jedem  k  +  m  die  Kon- 
gruenz (30)  das  zugehörige  Z  +  ^  eindeutig  bestimmt,  so  haben  wir  den 
Lehrsatz: 

Die  Summe  der  K,  für  welche  k  +  m  einen  festen  Wert  hat,  ist  Null. 

Sind  die  K  unmittelbar  auszurechnen,  so  haben  sie  den  Wert: 

\k  +  m  +  l—  i 

Daher  die  für  beliebige  p ,  q  gültige  Formel  : 

.       V                   (P+   0(l>  +  2)...(j?  +  g—  I)        i>(p+   l)...(p  +  S-2) 
(32)  Û 


5-1 


(i>  —  Qp  '  ■  -  (p  +  g  —  3) 

q  —  2   2 


(i>  — s+  iXp-g  +  2)...(p— I) 


=  o. 
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z.  B.  p  =  lo ,  g  =  4î 


K.  Scbwering. 


II  .  12  .  13 


10.  n  .  12         9  .  lO.  II 


8.9.10  7.8.9 


1.2.3.4  1.2.3.1      '     1.2.  1.2  I.  I.  2.  3'     1.2.3.4 

Beispiel  eines  Normprodukts,     A=i3,^=3,e  =  4. 


=  o. 


k 

/ 

m 

n 

e: 

fc 

1 

m 

n 

K 

h 

i 

m 

n 

1 

h 

i 

m 

n 

K 

0 
3 

3 
0 

I 
9 

9 

I 

—  I 

4 
3 

3 

4 

0 
6 

6 
0 

+  5 

10 

I 

I 
10 

0 

2 

2 
0 

+    I 

3 
5 

S 
3 

2 
3 

3 

2 

—  44 

I 
0 

0 

3 
9 

9 
3 

—  I 

5 
0 

0 

5 

2 
6 

6 

2 

+  3 

0 

6 

6 
0 

2 

5 

5 

2 

+    3 

4 
6 

6 
4 

I 
2 

2 
I 

+  15 

I 
4 

4 

I 

0 

8 

8 
0 

+  I 

6 
I 

I 
6 

I 
5 

5 
I 

-7 

I 
3 

3 

I 

4 

s 

—  22 

7 
5 

5 
7 

I 
0 

0 

I 

—    I 

2 
I 

I 

2 

2 
8 

8 
2 

+     6 

7 

2 

2 
7 

0 

4 

4 
0 

+  4 

I 

7 

7 

I 

I 

4 

-    5 

8 

2 

2 
8 

3 
0 

0 
3 

+     2 

3 
2 

2 

3 

I 

7 

7 

I 

—  10 

9 
0 

0 
9 

I 
3 

3 
I 

—  I 

2 
4 

4 

2 

3 

4 

+  49 

0 

2 

2 
0 

5 
6 

6 

5 

+    3 

Zur  Bestätigung  unseres  Lehrsatzes  haben  wir: 
A  +  w  =  10,         Sä'  =  I  —  1=0, 


7. 
8, 


4—7  +  3  =  0, 

5  —  10  +  6—  I  =  o, 

I  —  1=0, 

3  +  2  —  5=0, 

49  — 22  +  3  —  I  +  15  — 44 


o. 


Endlich  betrachten  wir  die  Normen  mit  zwölfgliedrigem  Cyhlus. 
Hier  müssen  wir  die  allgemeine  Form  bestehen  lassen,  dürfen  aber 
annehmen,  dass  b>  d.     Die  KuMMERSche  Kongruenz 

k  +  dl  +  em  =  o  (mod  A), 
Ä:  +  ?  +  m  <  A, 
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können    wir  in   eine   Reihe    Gleichungen  verwandeln.     Diese  Gleichungen 
bilden  zwei  Systeme,  wie  folgt. 

I.  System.  IL  System. 

k  +  dl  +  em  =  X,  {s—  i)k  +  {s  —  d)l  +  sn  =  (s  —  i)A, 

k  +  dl  +  sm  =  2A,  {s  —  i)k  +  {e  —  d)l  +  sn  =  (e  —  2)A, 


k  +  dl  +  em  =  (e  —  i)A,  (e  —  i)ä;  +  (s  —  d)l  +  en  =  A. 

Diejenigen  k ,  l  y  my  welche  der  ersten  Gleichung  des  ersten  Systems  an- 
gehören, liefern  Ä",  welche  direkt  berechnet  werden  können.    Man  findet 

(33)  ^-(-0  |^|||m        • 

Ebenso    die    Ä,Z,n,    welche    der   letzten   Gleichung  des  zweiten  Systems 
angehören.     Man  findet 

\k  +  l  +  n—  i 
(33»)  ^-'-■'  |T|I1=' 

Ist  6  im  Verhaltniss  zu  â  gross,  so  wird  man  sich  mit  Vorteil  des  zweiten 
Systems  bedienen.     Denn  die  letzte  Zeile  desselben  sagt  aus,  da 

e  —  à  <s  —  I  <£,     dass 

(e  —  i)k  +  {£  —  â)l  +  en>{k  +  l  +  w)(e  —  d)y 

also 

k 


k  +  l  +  n  < 

Mithin  gibt  eine  Gruppe  K ,  K  ,  w»^  der  r**°  Zeile  (von  unten)  des  zweiten 
Systems  mit  einer  Gruppe  der  s*"  Zeile  zusammen  k^  +  k,yl^  +  l,y 
m^  +  w,  eine  Gruppe  der  r  +  s**""  Zeile,  weil 

K  +  K  +  K  +  1.  +  m,.  +  m.<  ^^^±^  <  A, 
so  lange  r  +  s  kleiner  als  s  —  d  ist. 

Aetm  mathêmatiem,     U.    Imprimé  le  18  Avril  1888.  37 
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Im  ganzen  hat  man  4  Kongruenzen,  von  denen  man  ausgehen  kann, 
nämlich 

k  -^  dl  +  sm  =  o 


(34) 


(s—  i)Ä;  +  {s  —  d)l  +  sn~o 

{à—  i)/  +  {e  —  i)m  +  (A—  i)w  =  o 

{Å  —  f7+  i)k  +  (e  —  d)m  +  (A  —  â)n  =  o 


(mod  A) . 


Jede  derselben  kann  man  mit  einer  willkürlichen  ganzen  Zahl  multi- 
pliciren.  Durch  diese  Operation  wird  die  Anzahl  der  Gleichungen  ver- 
mehrt oder  vermindert,  welche  die  Kongruenz  ersetzen.  Eine  Vermehrung 
derselben  lässt  die  Art  der  Gruppenzusammensetzung  aus  kleineren  ä",Z,w 
deutlicher  hervortreten,  schadigt  aber  die  Übersichtlichkeit.  Es  ist  zweck-* 
massig,  zunächst  alle  4  Kongruenzen  zu  bilden  und  als  Gleichungen  mit 
den  rechten  Seiten  A ,  2A  ,  3A  bezüglich  ihrer  nicht  zusammengesetzten 
Lösungen  zu  untersuchen. 

Man    kann    fragen,    in    wieviel    Normproduktefiy   zur  Primzahl  A,  die 
Exponentengruppe  k  j  l  y  m  y  n  auftritt.     Fassen  wir  in  der  Kongruenz 

k  -{■•  dl  -i-  em  =  o  (mod  A) 

die  Zahlen  k ,  l  y  m  als  gegeben,  d  y  s  als  gesucht  auf;  zu  jedem 

<J=2,3,...,A— I 

gehört  ein  festbestimmtes  s  und  nur  s  =^  i  ist  unter  diesen  zu  ver- 
werfen. Also  kann  man  im  ganzen  A  —  3  Zahlenpaare  e ,  d  angeben, 
welche  Normprodukte  der  gesuchten  Art  liefern.  Bilden  wir  nun  alle 
diese  Normprodukte,  bilden  wir  ferner  die  24  Vertauschungen  der  k ,  Z, 
m^n  und  berechnen  in  allen  2  4(A — 3)  Normprodukten  die  zugehörigen 
K  y  so  können  wir  den  Satz  aussprechen: 

Alle  eben  besprochenen  K  sind  mod  A  kongruent. 

Die  Zahlen  K  bestehen  gemäss  Gleichung  (8)  aus  einem  unmittelbar 
zu  berechnenden  Teile  und  aus  Teilen,  welche  dadurch  entstehen,  dass 
drei  der  k ,  l  y  m  y  n  aus  kleineren  Gruppenzahlen  durch  Addition  zusam- 
mengesetzt   sind.     Findet    keine   Zusammensetzung  statt,   so   fehlen   diese 
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Teile  gänzlich.  Für  unsern  Satz  sind  diese  Teile  auch  völlig  gleichgültig. 
Denn  sie  haben  den  Faktor  Å  mindestens  in  erster  Potenz.  Unser  Satz 
ist  also  bewiesen,  wenn  die  Teile,  welche  unmittelbar  berechnet  werden 
können,  kongruent  sind.  Dies  zeigen  wir  für  die  Vertausch  ung  &,/,  »,w*. 
Die   betreflFenden  Ausdrücke  stehen   (33)  und  (33a).     Es  muss  also  sein, 

(35)-      (-  ^)"'iTinr"^~  '^^^mr  ^"'^  ^^' 

Nun  ist: 

(—  i)» .  I  n  =  (A  —  i)(A  —  2) ...  (A  —  w) 

(_  i)«.  j^=  (A  _  t)(A  _  2) . . .  (A  —  m) 

und  daraus  folgt  die  Richtigkeit  der  Kongruenz  (35).  Jedes"  berechnete 
Normprodukt  liefert  Zahlenbeispiele  zu  diesem  bemerkenswerten  Sat^je.  Es 
ist  auffallend,  dass  die  Kongruenz  oft  zur  Gleichheit  wird.  Diese  Gleich- 
heit ergab  sich  uns  bei  den  nicht  zwölfgliedrigen  Cyklen  für  einige  be- 
stimmte Vertauschungen  als  notwendig. 

6.     Jetzt*  wollen   wir  in   einigen  besonderen  Fällen  die  Berechnung 
von  Normprodukten  vollständig  ausführen. 
Als  erstes  Beispiel  wählen  wir 

{z  +  a  +  b  +  f^N{z  +  «a  +  ba^  +  ca'). 

Hier  gelten  die  Bestimmungen 

k  +  2I  +  ym  =  o  (mod  A), 
Ä;  +  ^  +  *w  <  A . 

Die  Kongruenz  ersetzen  wir  durch  die  beiden  Gleichungen: 

A  -f  2/  +  pn  =  A,         A;  +  2/  +  pn  =  2A. 

Die  letztere  können  wir  wieder  durch  Z  -f  2Ä  +  3^  =  ^  ersetzen.  Somit 
haben  wir,  wie  bei  den  sechsgliedrigen  Normen  überhaupt,  die  zulässige 
Vertausch  ung  k ,  /  und  w ,  ».  Das  Normprodukt  kann  ohne  Rechnung 
niedergeschrieben  werden.     Sei 

h  =^  k  +  l  +  tUy         k  =  Å  —  2/  —  3w,  n  =  l  +  2m. 
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Dann  ist: 

(36)  (^  +  a  +  ô  +  c)N{z  +  aa  +  ia'  +  ca^) 

Zahlenbeispiel:  ;=i3,(y==2,e  =  3. 
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II 
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—    I 

Da  I  +  a  +  a^  +  a*  eine  Einheit,  so  ist  die  Summe  der  K  Null. 
Im  vorigen  Normprodukte,  Seite  288,  hatten  die  Vertauschungen  3,2,1,7 
und  2,3,7,1  denselben  Koefficienten  —  10  wie  die  hier  auftretenden. 
Man  erkennt  darin  eine  Bestätigung  unseres  im  vorigen  Paragraphen  be- 
wiesenen Lehrsatees. 

Ais  zweites  Beispiel  wählen  wir 

{z  +  a  +  b  +  c)N{z  +  aa  +  6a'  +  ca'). 
Hier  wählen  wir  die  drei  Gleichungen: 

Ä;  +  2/  +  4m  =  Åj 
3*  +  2?  +  4n  =  2Å, 
3Ä  +  2/  +  4n  =  A. 


Ferner  bilden  wir 


A = -^rc-  0" 


\i  —  n-i 
\k\l\m 


>J,(y.m 


sTa^b'^ 
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fQr  alle  k ,  I  y  m  der  ersten  Gleichung; 

für  alle  k ,  l  j  n  der  zweiten  Gleichung; 


A-a£(-0."'  ,,uu   ^""*^'^" 


für  alle  k  y  l  j  n  der  dritten  Gleichung. 
Dann  ist: 

(37)  {^  +  a  +  b  +  c)N{z  +  aa  +  ba^  +  ca') 

=  /  +  a'  +  b'  +  c'  +  À,  +  A,  +  A,  +\c-'Äl 
Für  <î  =  2  ,  e  =  5  bilden  wir 

mit  der  Bedingung  A  +  2/  +  5m  =  A, 

Ferner  die  drei  Summen  B^jB^y  B^  nach  dem  Schema 

mit  der  Bedingung 

4*  +  3^  +  5^  =  ^^• 
Dann  wird 

(38)  (^  +  a  +  6  +  c)N{z  +  00  +  Ja'  +  ca*) 

=  i^  +  a'  +  h'  +  (^  +  Ä,  +  B,  +  B,  +  B,-^\c-'Bi  +  c-'''B,B,-{-U-''B[. 
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Als  Zahlenbeispiele  nehmen  wir 

I .)     A  =  1 3  ,  o"  =  2  ,  £  =  4. 


2.)     A=  13  ,  <?=  2  ,  s  =  5. 


I 

6 

0 

6 

I 

8 

0 

I 

4 

I 

3 

4 

3 

3 

—  4 

I 

4 

6 

2 

2 

3 

S 

0 

5 

—  7 

I 

I 

2 

9 

-  3 

5 

3 

3 

,2 

—  5 

3 

3 

6 

I 

7 

5 

4 

0 

4 

14 

3 

0 

2 

8 

2 

7 

2 

3 

I 

5 

2 

6 

0 

3 

7 

3 

0 

3 

—  12 

I 

10 

I 

I 

2 

9 

I 

3 

0 

—  1 

0 

2 

7 

4 

4 

9 

2 

0 

2 

5 

3 

9 

I 

0 

—  I 

0 

3 

4 

6 

2 

I 

7 

3 

3 

II 

I 

0 

I 

--  I 

0 

8 

2 

3 

2 

4 

I 

4 

4 

—  8 

4 

0 

7 

2 

4 

0 

4 

I 

8 

I 

2 

7 

2 

2 

II 

6 

0 

4 

3 

I 

3 

9 

0 

—  I 

2 

3 

I 

7 

—  10 

4 

6 

2 

I 

—  II 

I 

0 

5 

7 

—  I 

2 

0 

10 

I 

I 

4 

2 

I 

6 

15 

6 

5 

2 

0 

3 

0 

7 

5 

I 

—  I 

0 

I 

10 

2 

I  • 

6 

I 

I 

5 

—  7 

I 

5 

3 

4 

17 

2 

6 

5 

0 

3 

2 

2 

4 

5 

6 

3.)      A  =  13,  <?=  2  ,  £  =  6, 
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Der  Vollständigkeit  wegen  mag  noch  das  letzte  der  7  selbständigen 
vierelernentigen  Normprodukte  zur  Primzahl   13  angegeben  werden. 
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Hier  ist  A=  13  ,.(?=4  ,  £  =  6.    Bei  weiterer  Ausrechnung  ergab  sich: 

\   iV(i  +  a  +  ol'  +  a')  =  z\         N{i  —  a  +  ol'  +  a')  =  313, 
iSr(—  I  +  a  +  a'  +  O  =  ^(i  +  «  — «*.+  O  =  131, 
JSr(i  +a  +  a^-a^)  =  3^ 

Vergleicht  man  die  iC  mit  den  bei  A  =  19  berechneten,  so  scheinen  die- 
selben noch  manche  andere  Gesetzmässigkeiten  zu  befolgen;  auf  die  wir 
jedoch  nur  mit  dieser  Hindeutung  verweisen.  ^ 

Endlich  mag  der  Ausdruck  des  vollständigen  Normproduktes  für 
/  =  7  hier  Platz  finden.  Wir  schreiben  denselben  in  abgekürzter  Form 
folgendermassen  : 

(a,  +  a,  +  «8  +  «4  +  «6  +  a^N{a^0L  +  a^a*  +  a^a^  +  a^a*  +  a^a*  +  «««*) 

=  «Î  +  7{«i«2«?öi4«6  +  5«i«-2«3«î«6  —  2aJa2a8a4aJ  —  3«î«î«8«4  —  3«3«8^ÎûÎ 

—  3«i«3«?«î  +  2a\a^a^a4,  —  a^alalal  —  aja.jaj  —  ajaja^  —  a^ala^  —  a^KUf^ 

+  2a]alal  -f  sajajaj  +  a{aja4  +  ala^a^  +  «lâ^î^î  +  oî^s^î}- 

*  Zahlreiche  Bestätigungen  unseres  Lehrsatzes  (Seite  290)  zeigen  die  vorstehenden 
Beispiele  auf  den  ersten  Blick. 
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Jedes  niedergescfiriebene  Glied  vertritt  6  Glieder,  welche  aus  demselben 
durch  Multiplikation  der  Indices  mit  1,2,3,4,5,6  hervorgehen.  So 
vertritt  a,aja8  ^i^  folgende  Summe: 

Dieses  vollständige  Normprodukt  wurde  berechnet  aus  einem  fünfelementigen. 
Die  Rechnung  selbst  war  mit  Hülfe  unserer  Sätze  über  Anzahl  und  Bau 
der  Glieder  eine  überraschend  einfache  zu  nennen. 

Coesfeld  im  Februar   1888. 
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DÉMONSTRATION  DU  THÉORÈME  FONDAMENTAL  DE  GALOIS 

DANS  LA  THÉORIE 
DE^LA  RÉSOLUTION  ALGÉBRIQUE  DES  ÉQUATIONS 

PAR 

J.  T.  SÖDERBERG 

&  UPSALA. 

1.  Dans  les  quelques  pages  suivantes  je  me  propose  de  présenter 
une  démonstration  nouvelle  et  très  simple  de  l'important  théorème  de 
Galois  sur  Texistence  du  groupe  de  substitutions  appelé  groupe  d'une 
équation  algébrique.  Elle  a  été  publiée  en  suédois  dans  ma  thèse  inaugu- 
rale Deduktion  af  nödvändiga  och  tillräckliga  vilkoret  för  möjligheten  af  al- 
gebraiska  eqvationers  solution  med  radikaler,  Upsala  Universitets  Ars- 
skrift,   1886.     Je  la  présente  ici  avec  de  légères  modifications. 

2.  Avant  d'en  commencer  l'exposition  nous  aurons  à  nous  ex- 
pliquer sur  le  sens  particulier  que  nous  attribuerons  à  certaines  expres- 
sions. Nous  conviendrons  de  regarder,  avec  Galois,  comme  rationnelle 
toute  quantité  qui  peut  s'exprimer  par  une  fonction  rationnelle  aux 
coefficients  commensurables  à  l'unité  de  certaines  quantités  données  à 
priori  et  que  nous  regarderons  comme  connues.  Pour  qu'une  fonction 
soit  appelée  rationnelle  nous  entendrons  que  tous  les  coefficients  en  soient 

"rationnelles. 

Si  une  fonction  rationnelle  des  quantités 

ft 
.7^0 ,  a^i  ,  . . .  ,  x^_i 

reste   invariable  par  les  substitutions  d'un  certain  groupe,  même  en  sup- 

Acta  mathematiea,    U.     Imprimé  le  3  Mai  1888.  38 
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posant  Xq  ,  x^  ,  ,  .  ,  ,  .r„__i  des  variables  indépendantes,  nous  dirons  que  la 
forme  de  la  fonction  reste  invariable  par  ces  substitutions.  Et  nous  di- 
stinguerons soigneusement  ce  cas  de  l'autre,  où, 

Xq  j  Xi  ,  .  ,  .  j  x„_i 

étant  les  racines  d'une  équation  donnée 

^'  +  JPi^""'  +  i>2a;"-'  +  . . .  +  Pn--i^  +  Pn  =  o 

à  coefficients  rationnels,  ce  n'est  que  la  valeur  de  la  fonction  qui  reste 
invariable  par  certaines  substitutions. 

3.  En  partant  des  propositions  établies  par  Lagrange  dans  son  cé- 
lèbre Mémoire  Réflexions  sur  la  résolution  algébrique  des  équations^  Section 
IV,  il  est  facile  d'établir  le  théorème  suivant: 

Si  y  et  V  sont  deux  fonctions  rationnelles  des  racines  ^To,  :r, , . . . ,  r,_, 
d'une  équation  algébrique  donnée,  et  que  la  valeur  de  y  reste  invariable  par 
toutes  les  substitutions  qui  ne  changent  pas  la  valeur  de  F,  la  fonction  y 
peut  s'exprimer  en  fonction  rationnelle  de  V. 

En  effet,  Lagrange  a  démontré  la  proposition  suivante: 

Si  z  et  V  sont  deux  fofirfions  rationnelles  des  racines  iCo ,  ir, ,  . . . ,  r„_| 
d'une  équation  algébrique,  si  i  ,  ,^,  ,  .  .  .  ,  St_^  sont  les  substitutions  qui  ne 
changent  pas  la  forme  de  la  fofiction  V,  si  les  mêmes  substitutions  laissetit 
aussi  invariable  la  forme  de  la  fonction  z,  si  enfin  i  ,  ö*,  ,  .  .  .  ,  <t,_,  5ow^  rfes 
substitutions  tellement  choisies  que  le  tableau 

I ,  Si,  S^,  •  •  •  ?  ^/t— 1  > 

rr, ,       5j  rr, ,      s^(Ti,       . .  -  1  s^._i  (Ti , 


donne  toutes  les  substitutions  différentes  qui  ne  changent  pas  la  valeur  de  V, 
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la  moyenne  aritkmétiqtie  des  fonctions  qui  résultent  de  z  en  faisant  les  sub- 
stitutions  i  ,  ^i ,  .  .  .  ,  ^,_i,  sera  exprimable  en  fonction  rationnelle  de  V. 

Or,  il  est  facile  de  s'assuref  que  notre  proposition  est  une  conséquence 
immédiate  de  celle  de  Lagkange.  D'abord,  la  moyenne  arithmétique  des 
fonctions  qu'on  obtient  de  y  par  les  substitutions  i  ,  ^i ,  . . . ,  5^_i,  est  une 
fonction  nouvelle  z^  dont  la  forme  reste  invariable  par  ces  substitutions. 
De  plus,  si  Ton  forme  la  moyenne  arithmétique  des  fonctions  résultant 
de  z  par  les  substitutions  i  ,  (t,  ,  .  .  . ,  cy,_., ,  on  aura  le  même  résultat 
qu'en  prenant  la  moyenne  arithmétique  de  toutes  les  fonctions  qui  s'ob- 
tiennent de  y  en  faisant  les  substitutions  du  tableau  ci-dessus.  Mais  il 
suit  de  notre  hypothèse  que  toutes  ces  fonctions,  et  par  conséquent  leur 
moyenne  arithmétique,  sont  égales  à^.  Donc,  en  appliquant  à  la  fonction 
z  le  théorème  de  Lagrangb,  on  voit  que  y  s'exprime  en  fonction  ration- 
nelle de  V. 

c.  q.  f.  d. 


4.     Supposons  que 


V     V  V 


soient  toutes  les  formes  différentes  dont  la  valeur  est  égale  à  la  valeur 
donnée  V^  qu'on  puisse  faire  acquérir  à  la  fonction  V  en  faisant  toutes 
les  substitutions  possibles.  Considérons  toutes  les  substitutions  dont  l'effet 
est  de  remplacer  le  système  des  formes 

par  un  autre  qui  ne  contient  pas  de  forme  nouvelle;  il  est  évident  que 
ces  substitutions  forment  un  groupe.  Nous  dirons  que  ce  groupe  appar- 
tient à  la  valeur  V^  de  la  fonction  F.  Les  substitutions  de  ce  groupe 
sont,  par  conséquent,  celles  qui  laissent  invariable  la  valeur  de  chacune 
des  fonctions 

Il  est  fadle  mBÜntbtiätrt,  de  modifier  la  proposition  citée  plus  haut  de  la 
mafrièfe  suivante: 

Si  y  est  une  fonction  rationnelle  des  racines  u;o ,  a?i , . .  . ,  a:„_,  dont  la 
valeur  nest  pas  changée  par  les  substitutions  du  groupe  appartenant  à  une 
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valeur  donnée  de  la  fonction  F,  on  peut  exprimer  y  en  fonction ,  ration- 
nelle de  V. 

En  effet,  on  peut  choisir  les  quantités  rationnelles 

de  manière  que  la  valeur  de  la  fonction 

ne  reste  invariable  que  par  les  substitutions  qui  laissent  invariable  la 
valeur  de  chacune  des  fonctions  Vq  ,  Fj  ,  . .  .  ,  F^^i.  Donc  y  est  fonction 
rationnelle  de  Q  et,  par  conséquent,  de  V,  puisque  toutes  les  fonctions 
Vq}  ^1  >  •  •  •  >  ^i^i  o^*  lö»  même  valeur  F. 

5.  Avant  d'aborder  la  démonstration  du  théorème  fondamental  de 
Galois,  nous  établirons  encore  le  point  suivant.  Admettons  que  Z7  et  F 
soient  les  valeurs  données  de  deux  fonctions  rationnelles  des  racines 
Xo  y  Xi ,  . . .  j  Xn_i  II  est  facile  alors  de  former  une  autre  fonction  ra- 
tionnelle R  des  mêmes  racines,  telle  que  le  groupe  appartenant  à  une 
valeur  donnée  de  R  soit  formé  par  les  substitutions  communes  aux  deux 
groupes  qui  appartiennent  aux  valeurs  données  des  deux  fonctions  U  et 
F.     En  effet,  supposons  que 

soient  les  différentes  formes  de  la  première  fonction  dont  la  valeur  est 
Uy  et  que 

aient  une  signification  analogue  pour  la  fonction  F.  Considérons  une 
fonction  rationnelle  de  la  forme 

R^h,Uo  +  h,U,  +  ...  +  h,_,  U,_,  +  k,Vo  +  hV,  +  ...  +  kj_,Vj^,y 

où  nous  supposerons  que  les  coefficients  Ä  et  Ä  soient  des  quantités  ra- 
tionnelles. Toutes  les  formes  diverses  que  peut  acquérir  la  fonction  R 
par  les  substitutions,  seront  représentées  par  la  formule 

hoU^,  +  Äif4,  +  . . .  +  Viî/.-,  +  KV,^  +  Ä^i>^,,  +  . ..  +  kj^,V^^,y 
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OÙ  U^^.  , .  f/„,_j  et  Vß^. ,  .  Vßj_^  sont  des  formes  quelconques  que  peuvent 
acquérir  les  fonctions  U  et  V  par  les  substitutions.  Il  est  clair  que  nous 
pouvons  choisir  les  coefficients  A  et  Ä,  de  manière  que  la  valeur  de  cha- 
cune de  ces  formes  soit  différente  de  la  valeur  donnée,  à  moins  que 
toutes    les    fonctions    V^^, , ,  t/«^,    n'aient    la    valeur    TJ  et  les  fonctions 

^^0  •  •  •  ^ß^^  ^^  valeur   F. 

Mais  alors  22  est  une  fonction  comme  celle  dont  nous  avons  annoncé 
l'existence.  Les  fonctions  U^.  , .  U^_^  ayant  toutes  la  valeur  Î7,  et  les 
fonctions   F^^ . .  .  Vß^^  la  valeur  F,  on  a 

iî  ===  (Ä0  +  . .  •  +  Ä.-i)  £/  +  (Ao  +  . . .  +  VO  V' 

6.  Il  est  facile  à  présent  d'établir  le  théorème  de  Galois,  dont 
voici  renoncé: 

Si  une  équation  algébrique  vCa  pas  de  racines  égaies,  il  y  a  toujours 
un  groupe  de  substitutions  —  et  il  Wy  en  a  qu'un  —  qui  jouit  de  la  double 
propriété  suivante: 

1°  toute  fonction  rationnelle  des  racines  dont  la  valeur  est  rationnelle^ 
reste  invariable  par  les  substitutions  du  groupe; 

2°  réciproquement,  toute  fonction  rationnelle  des  racines  dont  la  valeur 
rCest  pas  changée  par  les  substitutions  du  groupe,  s  exprime  rationnellement 
par  les  quantités  connues. 

Ce  groupe  a  été  appelé  par  Galois  le  groupe  de  V équation. 

Considérons  lensemble  des  groupes  qui  appartiennent  à  des  valeurs 
données  des  fonctions  rationnelles  de  x^ ,  x^  ^  .  ,  .  ^  a?„_i  exprimables  ra- 
tionnellement par  les  quantités  connues.  Parmi  ces  groupes,  il  y  en  aura 
un  dont  Tordre  est  moindre  ou  égal  à  celui  de  tout  autre  groupe.  Soit 
O  ce  groupe;  je  dis  qu'il  jouit  de  la  double  propriété  dont  il  s'agit. 

En  effet,  soient  F  un  quelconque  des  groupes  considérés,  I  le  groupe 
des  substitutions  communes  k  G  et  k  F,  o)  oX  Q  les  fonctions  ration- 
nelles des  racines  auxquelles  correspondent  les  groupes  G  et  F;  il  y  aura 
(n°  5)  une  fonction  rationnelle  des  racines,  dont  le  groupe  appartenant  à 
une  valeur  donnée  sera  précisément  /.  De  plus,  cette  fonction  s'expri- 
mant  en  fonction  rationnelle  et  linéaire  de  <o  et  Q,  il  faut  que  sa  valeur 
soit  rationnelle.     L'ordre  de  /  ne  peut  donc  être  inférieur  à  celui  de  G, 
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d'où  il  suit  que  cea  deux  groupes  sont  identiques,  et  que,  par  conséquent, 
les  substitutions  de  G  font  toutes  partie  du  groupe  F. 

La  première  partie  du  théorème  de  Galois  se  trouve  donc  établie« 

La  démonstration  de  la  seconde  partie  est  immédiate.  En  effet  (n^  4) 
toute  fonction  rationnelle  des  racines  dont  la  valeur  reste  invariable  par 
les  substitutions  de  G,  s  exprime  rationnellement  par  ûi  et^  en  conséquence, 
par  les  quantités  connues. 

Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  démontrer  que  le  groupe  d'une  équation 
est  unique.  S'il  n'en  était  pas  ainsi,  soit  H  un  autre  groupe  jouissant 
comme  G  des  propriétés  du  groupe  de  l'équation.  Comme  au  n**  4,  nous 
pouvons  former  une  fonction  rationnelle  û>j  dont  la  valeur  reste  invariable 
par  les  substitutions  de  (r,  mais  est  changée  par  toute  autre  substitution. 
Cette  fonction  sexprlmant  rationnellement  par  les  quantités  connues,  sa 
valeur  reste  invariable  par  les  substitutions  du  groupe  fi,  qui  par  con- 
séquent est  contenu  dans  G. 

Mais  d'un  autre  côté,  les  racines  étant  inégales,  nous  pouvons  aussi, 
par  un  procédé  bien  connu  (voir  p.  ex.  Jordan,  Traité  des  mbstUutionSy 
pag.  255),  trouver  une  fonction  rationnelle  œ^  dont  non  seulement  la 
valeur,  mais  la  forme  même  reste  invariable  par  les  substitutions  de  H 
et  dont  la  valeur  est  changée  par  toute  autre  substitution.  Par  suite  de 
notre  hypothèse  cette  fonction  est  une  quantité  rationnelle  et  par  consé- 
quent il  faut  que  sa  valeur  soit  invariable  par  les  substitutions  de  G. 
Ces  substitutions  appartiennent  donc  aussi  au  groupe  Jï,  et  par  consé- 
quent les  groupes  G  et  H  sont  identiques,  ce  qui  achénre  la  démonsfi^tion 
du  théorème  de  Galois. 
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INIous  avons  le  douloureux  devoir  d'annoncer  à  nos  lecteurs  la  i 
notre  collaborateur 

H.-Th.  Daug, 

décédé  à  Upsala,  le  23  mars  dernier. 

Daug  était  né  le  24  avril  1828  à  Gothembourg ;  en  1856  i 
docent  pour  les  mathématiques  à.  l'Université  d'Upsala,  docteur 
losophie  en  1857,  professeur  extraordinaire  en  1863,  et  professe 
naire  en  1867.  De  1858  à  1867  il  avait  presque  sans  interrupt! 
placé  Malmsten.  Il  a  été  élu  membre  de  la  Société  des  Sciences  c 
en  1862,  de  l'Académie  des  Sciences  de  Stockholm  en  1875,  de  la 
des  Sciences  et  Lettres  de  Gothembourg  en   1878. 

Les  travaux  mathématiques  de  Daug  se  rapportent  princip 
aux  applications  de  l'analyse  à  la  géométrie.  Ses  nombreux  élè 
appartiennent  à  toute  la  Suède  lui  portaient  la  plus  sincère  afife 
conserveront  avec  reconnaissance  le  souvenir  de  son  enseignemei 
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ÜBER  DIE  BEWEGUNG  EINES  SCHWEREN   PUNCTES 
AUF  EINER  ROTATIONSFLACHE 

VON 

OTTO  STAUDE 

In   DORPAT. 

Einlettu/ng. 

Für  eine  Gruppe  von  DiflPerentialgleichungen  der  Bewegung  eines 
Systems  materieller  Puncte  hat  Jacobi  ^  die  Integrale  in  der  allgemeinen 
Form: 


angegeben.  Hier  bedeuten  g,  ,  q^  die  beiden  unabhängigen  Variabein,, 
durch  welche  Ort  und  Lage  des  Punctsystems  bestimmbar  sein  sollen, 
bedeuten  7* ,  ä:  ,  a  ,  ^  Integrationsconstanten,  p^ ,  p^  gewisse  Functionen  von 
(/i  >  ?3 1  Ä  ,  &  und  endlich  t  die  Zeit.  Wenn  mit  der  Auffindung  dieser 
Gleichungen  die  Integration  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung  als 
solche  vollständig  erledigt  ist,  so  bleibt  das  Umkehrproblem  der  Integrale 
übrig,  d.  h.  die  Darstellung  der  Variabein  q^  ^  q^^  beziehungsweise  ge- 
gebener Functionen  derselben,  durch  die  Zeit  t.  Diese  Aufgabe  scheint 
selbst  für  die  einfachen  Falle  noch  nicht  allgemein  behandelt  worden  zu 
sein,  wo  die  Integralgleichungen  die  Variabein  q^ ,  q^  separirt  enthalten, 
also  a  und  ß  +  t  ]e  einer  Summe  zweier  einfacher  Integrale  gleich  werden. 

*  Vgl.   Vorlesungen  über  Dynamik^  herausgegeben  von  Clebsch,  S.    175,  S    515. 

Atta  mathematie:    II      Imprimé  !•  3  MM  1888. 
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Auf  Integralgleichungen,  bei  denen  eine  solche  Vereinfachung  eintritt, 
führt  die  Bewegung  eines  schweren  Punctes  auf  einer  Botationsfläche  mit  ver- 
ticder  Symmetrieaxe,  Das  Umkehrproblem  der  Integrale  der  Bewegungs- 
differentialgleichungen kann  in  diesem  Falle  nur  bei  einer  beschränkten^ 
Zahl  von  Rotationsflächen  als  Beispiel  fur  die  Anwendung  der  dliptischen 
Functionen  behandelt  werden;  *  für  andere  führt  es  zwar  auf  hyperellip- 
tische  Integrale/  aber  nicht  auf  ein  jACOBi'sches  Umkehrproblem,  welches 
mittels  der  hyperelliptischen  Functionen  lösbar  wäre.     Es  darf  daher  die 

^  Es  giebt  5  BotatioDsflächen,  darunter  die  Kugel,  den  Kegel  und  das  Rotations- 
paraboloid,  bei  denen  das  Umkehrproblem  nur  elliptische  Integrale  enthält,  nach  Kobb, 
Sur  le  mouvement  d'un  point  matériel  sur  une  surface  de  révolution.  Acta  mathematica, 
Bd.  10,  S.  89,   1887. 

'  Bei  der  Kugel  hat  das  Problem  wiederholt  ausführliche  Behandlung  mittels  der 
elliptischen  Functionen  erfahren,  zuerst  wohl  durch  TrssoT,  Mouvement  d'un  point  matériel 
pesant  sur  une  sphère,  Liouvn^i^E^s  Journal  de  mathématiques,  i.  Serie,  Bd.  17, 
S.  88,  1852;  vgl.  die  späteren  Barstellungen  bei  Schellbagh,  Die  Lehre  von  den  ellip- 
tischen Integralen  und  den  Thetafunctionen^  Berlin,  1864;  Durège,  Theorie  der  elliptischen 
Functionen,  Leipzig,  1878;  Geelmuyden,  Den  koniske  Pendelbevœgelse,  Archiv  for 
Mathematik  og  Naturvi  denskab,  Bd.  5,  S.  307,  1881;  u.  a.  Die  eine  Coordinate 
(z  in  der  Bezeichnung  des  §  3  ^^^  obigen  Textes)  des  bewegten  Punctes  auf  der  Kugel 
wird  unmittelbar  eine  elliptische  Function  der  Zeit.  Die  Darstellung  der  anderen  Coor- 
dinatjB  {^  in  der  Bezeichnung  d.  a.  0.)  durch  die  Zeit  kommt  auf  die  Darstellung  der 
elliptischen  Integrale  3*  Gattung  durch  Thetafunctionen  zurück.  Auf  wesentlich  anderem 
Wege  als  die  genannten  Autoren,  nämlich  unter  Vermittlung  der  LAME'schen  Differential- 
gleichung, gelangt  Hekmite,  Sur  quelques  applications  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 
Comptes  rendus,  Bd.  93,  S.  922,  Paris,  1881,  zur  Entwicklung  der  2.  Coordinate, 
»bezüglich  einer  Exponentialfunction  derselben.  Die  gleiche  Vermittlung  nimmt  die  Me- 
thode von  DiLT^ER,  Sur  Vintégration  des  équations  différentielles  du  pendule  conique,  Sov sl 
acta  societatis  scientiarum   Upsaliensis,  3.  Serie,  Bd.  12,   1883,  in  Anspruch. 

Über  Kegel  und  Paraboloid  liegen  verschiedene  Bearbeitungen  im  -Sinne  der  TlssoT- 
schen  Entwicklungen  auf  Grund  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  vor,  vgl.  Ber- 
tram, Beitrag  zur  Kenntniss  von  der  Bewegung  eines  schweren  Punctes  auf  Botaiionsflächen 
mit  verticaler  Axe,  Archiv  der  Mathematik  und  Physik,  Th.  69,  S.  193,  1876; 
E.  Voss,  Bewegung  eines  schweren  Punctes  auf  der  Fläche  eines  geraden  Kegels  und  eines 
EotaUonsparaboloids,  Schwerin,  1878  (1872);  Züge,  Beilegung,  eines  schweren  Punctes 
auf  eitlem  Botationsparaboloid^  Archiv  der  Mathematik  und  Physik,  Th.  70, 
S.   58,   1884. 

*  Vom  Geschlecht  })  =  2  fur  das  Rotationsellipsoid,  vgl.  Schi*eiermacher,  Über 
die  Bewegung  eines  schweren  Punctes  auf  dem  verlängerten  Rotationsellipsoid,  ErlsLUgen^o.  J,] 
vom  Geschlecht  p  —  3  für  den  Kreisring,  vgl.  J    lO  des  vorliegenden  Textes. 
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Frage  nach  der  allffemeinen  Lösung  des  Umkehrprohlems  für  alle  Rotations- 
flächen gerechtfertigt,  erscheinen,  zu  welcher  die  vorliegende  Abhandlung 
einen  Beitrag  zu  geben  beabsichtigt. 

Die  Untersuchung  uinfasst  alle  Rotationsflachen,  die  von  einer  Hori- 
zontalebene in  nicht  mehr  als  2  Parallelkreisen  geschnitten  werden,  unter 
naher  angegebenen  Voraussetzungen  (§  3,  §  8)  und  führt  zu  zwei  Haupt- 
resultaten. Das  erste  derselben  besteht  in  dem  Nachweis  einer  von  der  ge- 
gebenen Rotationsfläche  unabhängigen  Rotationsfläche  3.  Ordnung  (§  5),  welche 
in  der  Vertheilung  ihrer  Schnittcurven  mit  der  gegebenen  Rotationsfläche  den 
Charakter  der  Bewegung  eines  schweren  Punctes  auf  dieser  bestimmt  und  im 
Besonderen  die  Stabilität  oder  Instabilität  der  Bewegung  entscheidet.  * 
Dem  anderen  Hauptresultate  zufolge  sind  für  die  beiden  Normalformen 
(§  ^f  §  9)  J^^^^  stabilen  Bewegung  eines  schweren  Punctes  auf  einer  Rota- 
tionsfläche die  Coordinaten  des  Punctes  bedingt  periodische  Functionen  der 
Zeit^  welche  durch  zweifach  unendliche  trigonometrische  Reihen  darstell- 
bar sind.  Hierbei  ist  noch  hervorzuheben,  dass  eine  durch  ihre  Differen- 
tialgleichungen I.  Ordnung  definirte  Bewegung  der  betrachteten  Art, 
ähnlich  wie  eine  algebraische  Curve,  aus  mehreren  Zweigen  bestehen  kann, 
von  denen  zwei  benachbarte  unter  Vermittlung  von  singulären  Bewegungs- 
formen (§  6)  —  etwa  einer  Curve  mit  Doppelpunct  oder  isolirtem  Punct 
entsprechend  —  auch  in  einen  einzigen  Zweig  verschmelzen  können.  Auf 
specielle  Beispiele  zur  Erläuterung  dieser  allgemeinen  Resultate  ist  nur 
in  Kürze  (§  7,  §  10)  eingegangen  worden. 

Was  die  analytische  Darstellung  der  Coordinaten  des  bewegten  Punctes 
angeht,  so  ist  dieselbe  eine  Anwendung  einer  allgemeinen,  früher  *  von 
mir  betrachteten  Gattung  von  Umkehrfunctionen,  auf  welche  ich  hier  nur 
verweise,  um  bei  einer  anderen  Gelegenheit  den  analytischen  Charakter 
dieser  bedingt  periodischen  Functionen  für  alle  reellen  und  auch  für  einen 
beschränkten  Bereich  complexer  Werthe  der  Zeit  t  darzuthun.  Die  Haupt- 
sätze über  jene  Umkehrfunctionen  sind  in  einer  für  den  vorliegenden 
Zweck  erforderlichen  Form  ihren  Anwendungen  vorausgeschickt  (§  1,  §  2). 


*  Vgl.  die  hiermit  verwandten  Ocsichtspuncte  der  Untersuchungen  von  Bohlin, 
Über  die  Bedeutung  des  Princips  der  lebendigen  Kraft  für  die  Frage  von  der  Stabilität 
dfpiamischer  Systeme,  Acta  mathematica,  Bd.   10,  S.   109,   1887. 

'  Vgl.  Mathematische    Annalen.  Bd.   29,  S.  468. 

Aeta  mnthêmntiea.    11.     Imprimé  le  .S  Mal  1888.  89 
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§  1.'    Üftcr  eine  Gattting  bedingt  periodischer  Fn^nctimien. 

Die  anzuwendenden  Sätze  beziehen  sich  alle  auf  das  ümkehrproblem: 


(0 


a,  a, 

Çg^^(x;)dx^         rg,,{x,)dx^  ^  ^ 


unter   verschiedenen   Voraussetzungen   über  die  darin  auftretenden  Func- 
tionen. 

I.  Unter  F^ß{x^^) ,  («  ,  y9  =  i  ,  ^),  sind  zuerst  gegebene  Functionen 
von  Xß  zu  verstehen,  welche  für  je  zwei  Werthe  Xß  —  Oß  und  Xß  =  hß  ver- 
schwinden.    Setzt  man  mit  Rücksicht  darauf: 

(2)  F,ß{^ß)  =  {Xß  —  aß){hß  —  Xß)f,ß{Xß), 

so  sollen  f„^{Xß)  in  den  Intervallen 


(3) 


«5  <  ^'D  <  h 


eindeutige  und  stetige  Functionen  Von  Xß  (eventuell  von  Xß  und 


sein,  daselbst  einen  bestandig  positiven  reellen  Werth  besitzen  und  weder 
o  noch  CO  werden.  Ferner  sollen  die  Functionen  gaßi^x^ß)  in  den  Inter- 
vallen   (3)    eindeutige    und    stetige    Functionen   von   Xß  (ev.  von  Xß  und 

Wo  ~  v/r^ — —)   sein,    die  daselbst  ihr  Vorzeichen  niemals  wechseln  und 

P  \     f)ß—Xß' 

niemals  co  werden.     Endlich  soll  die  Determinante: 


(4) 


D{x, ,  X,)  = 


?..(».)     g..(«»)         9tiii»ù    9xt{»t) 


för  alle  den  Ungleichungen  (3)  genügenden.  Werthepaare  Xß  bestandig  po- 
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sitiv  und  von  o  verschieden  sein.  Die  doppeltgestrichenen  Wurzelzeichen 
bedeuten  die  positiven  Werthe  der  Quadratwurzeln. 

Alsdann  ist  eine  gegebene  eindeutige  Function  E{x^ ,  x^)  der  oberen 
Integralgrenzen  x^yX^  und  der  Wurzelf unctionen  y/xß  —  aß  ,  y fc^  —  »^ , 
welche  für  alle  den  Ungleichungen  (3)  genügenden  Werthepaare  x^ ,  x^ 
endlich  und  stetig  ist,  eine  för  alle  reellen  Werthe  von  t  eindeutige, 
endliche  und  stetige,  sowie  bedingt  periodische  Function  von  t.  Dieselbe 
kann  durch  eine  für  alle  reellen  Werthe  t  gleichmässig  convergente 
Reihe,    die   zweifach   unendliche  FouRiEß'sche   Reihe,   dargestellt  werden. 

Die  Periodicitätseigenschaft  bezieht  sich  auf  die  Constanten: 


(5) 


)dXß 


aßi^ß) 
^ß 


CV.    O) 


Während  nftmlich  die  Function  E[x^ ,  x^  im  Allgeineinen  nicht  periodisch 
ist,  wird  sie,  ^  falls  mit  irgend  zwei  positiven  oder  negativen,  von  o  ver- 
schiedeneu ganzen  Zahlen  m^ ,  m,  die  Bedingung 

(6)  o  =  4Wjû),,  +  4Waû>i, 

erfüllt  ist,  eine  periodische  Function  von  t  mit  der  Periode 

(7)  T=  4w,û>,,  +  4w,û>,3. 

Enthalt  E{Xy^ ,  x^  die  Wurzelfunctionen  yjxß—'aß  ,  yjbß  —  Xß  nur  theilweise 

oder  nur  in  gewissen  Verbindungen  oder  gar  nicht,  so  tritt  in  (6)  und  (7) 

2Wj   an  Stelle  von  41»^   oder  2m^  an  Stelle  von  4W,  oder  beides  zugleich. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  a.  a.  0.  von  mir  gegeben  worden;  der 


*  Auf  die  bedingte  BeriodicUät  der  hyperelliptischen  Functionen  zweier  Variabler, 
wenn  beide  Variable  lineare  Functionen  einer  dritten  sind,  hat  C.  Neum^lnn  aufmerksam 
gemacht,  De  problemate  quodam  mechanicOy  quod  ad  primam  integralium  ulfraellipHcorum 
classem  revocatur,  Journal    für   Mathematik,  Bd.   56,  S.  46. 
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Satz  kommt  im  Folgenden  zur  Anwendung  ohne  die  in  Klammem  bei- 
gefügten Eventualitäten,  welche  nur  zur  Ableitung  des  unter  II  folgenden 
Resultates  dienen  sollen. 

II.  Über  die  Functionen  F^^{xi) ,  ffai{o(^i)  bleiben  die  Voraussetzungen 
unter  I  bestehen;  dagegen  sollen  die  Functionen  ^^^ii^^)  nicht,  wie  dort, 
2  Nullpuncte  haben,  sondern  vielmehr  für  keinen  reellen  Werth  von  x^ 
verschwinden.     Setzt  man  im  Besonderen: 

(8)         '  i';.(^o==(^^)Va,(a^,), 

so  sollen  fa^{x^)  für  alle  reellen  Werthe  von  x^j  einschliesslich  x^  =  ±  cx), 
eindeutige  und  stetige  Functionen  von  x^  sein,  einen  beständig  positiven 
reellen  Werth  besitzen  und  weder  o  noch  cx)  werden.  Ferner  sollen 
in  gleichem  Umfange  die  Functionen  ^«2(^2)  eindeutig  und  stetig  sein, 
niemals  ihr  Vorzeichen  wechseln  und  niemals  co  werden.  Die  Voraus- 
setzung über  D{x^ ,  x^)  in  (4)  bleibt  entsprechend  beibehalten.  Die  un- 
tere Grenze  a,  in  dem  Ansatz  (i)  soll  jetzt  durch  o  ersetzt  werden. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  ist  ebenfalls  eine  gegebene  eindeutige 
Function  E{x^,x^)  der  oberen  Integralgrenzen  x^ ,  x^  in  (i)  und  der 
Wurzelfunctionen  y/x^  —  a,  ,  v^6,  -^^,  welche  für  alle  den  Ungleichungen 
Oj  <^  a?i  <  6j ,  —  00  <  iTj  <  +  CO  genügende  Werthepaare  x^  ,  x^  endlich 
und  stetig  ist,  eine  für  alle  reellen  Werthe  von  t  eindeutige,  endliche  und 
stetige,  sowie  bedingt  periodische  Function  von  t,  die  wie  oben  dargestellt 
werden  kann. 

Auch  die  Periodicitätseigenschaften  drücken  sich  wieder  durch  die 
Formeln  (6)  und  (7)  aus,  nur  hat  co^^  jetzt  den  Werth: 


(9)  "^-^-^U" 


+00 

*ga2{X2)dx2 


Der  Beweis  dieses  Satzes  II,  der  a.  a.  0.  noch  nicht  angegeben 
wurde,  kann  dadurch  geführt  werden,  dass  man  die  Voraussetzungen  des 
Satzes  auf  die  dem  Satze  I  zu  Grunde  liegenden  reducirt.  Dies  geschieht 
durch  die  Substitution: 

^2  __  y,  -  S  ,,    _  ^^  +  ^2>»^'  a    <b 
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Es  >vird  dann: 

/<Ja2{X'i)djl^    _     Ç       2(Ja^(x^)dX2         _     Ç 9a2(X2)dy2 

0  0  a, 

WO  das  Vorzeichen  der  Wurzel  aus  fa^ix^)  ohne  Beschränkung  positiv  ge- 
nommen werden  kann.  Da  nun,  wahrend  x^  alle  Werthe  von  — oo  bis 
+  oo  durchläuft,  y^  immer  zwischen  a,  und  J,  oscillirt,  und  da  somit 
nach    den    Voraussetzungen    unter   II   die    Functionen  ^/«^(^a)  und  /"aaC^a) 

mit  x^  —  \ir~Er^  ^^^  ^^^^  ^^^  Ungleichung  (i^<y2<^\  entsprechenden 

Werthe  von  y,  eindeutige,  endliche  und  stetige  Functionen  von  \/^*  ~  ^' 

sind,  die  letztere  überdies  positiv  und  von  o  verschieden,  die  erstere  von 
einerlei  Vorzeichen  bleiben,  so  liegt  nach  der  geschehenen  Substitution 
wieder  der  Fall  I  mit  y,  für  a?,  vor,  und  zwar  treten  hierbei  die  dort 
in  Klammern  beigefügten  Eventualitäten  ein. 

III.  Die  beiden  Sätze  I  und  II  gelten  auch  dann  noch,  wenn  iden- 
tisch 5^31  (^i)  =  o  ist,  unter  den  entsprechend  specialisirten  Bedingungen 
ihrer  allgemeinen  Formen.  Jedoch  ist  dann  die  Function  E{x^)j  wenn 
sie  von  x^  allein  abhängt,  eine  unbedingt  periodische  Function  von  t  mit 
der  Periode 

(lo)  r=2cü„, 

die  durch  eine  einfach  unendliche  trigonometrische  Reihe  von  gleich- 
massiger  Convergenz  dargestellt  wird.* 


%  2,     Über  Grenzfälle  bedingt  periodischer  Functionen. 

IV.     Ist  unter  sonst  gleichen  Voraussetzungen,  wie  unter  I,  a,  =  &,, 
so    ergiebt  eine   einfache   Grenzbetrachtung  mit   Benutzung  der  eben   ci- 


^   Nach   Weierstrass,    Über  eine  Gattung  reell  periodischer  Functionen,  Monats- 
berichte der  Berliner  Akademie,   l866. 
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tirteii    Untersuchung  von  Weieustkass,  dass  x^  =  a^,  und  E{x^  ,  a^)  eine 
unbedingt  periodische  Function  von  t  wird,  mit  der  Periode: 

(ii)  2a>  =  2        ^ — —^  y 

bezüglich    40;,   wenn    in    E{x^,a.^)   auch   die   Wurzelf unctionen  yjx^  —  a, , 
V 6,  —  ic,   vorkommen;  hierin  ist: 

V.  \Venn  die  Function  -^«2(^2)  nicht  nur  ein,  sondern  zwei  Paare 
aufeinander  folgender  Nullpuncte  x^  =  a^y  \  und  x.^  =  aj ,  ôi  besitzt 
(aa  <  62  <  aj  <  Ô0,  so  können  die  Bedingungen  des  Satzes  I  für  die  beiden 
Intervalle  o,^<oß^<  b^  und  a'^<x^<  6J  unabhängig  von  einander  erfüllt 
sein.  Wenn  man  daher  die  untere  Grenze  a^  in  den  Integralen  (i)  ein- 
mal belässt  und  einmal  durch  aj  ersetzt,  erhält  man  entsprechend  2  ver- 
schiedene Gruppen  bedingt  periodischer  Functionen  E(x^  ,  x^). 

VI.  Wird  nun  aber  unter  den  Voraussetzungen  des  Satzes  V: 
62  =  ßj,  so  nehmen  die  ümkehrfunctionen  einen  wesentlich  neuen  Cha- 
rakter an,  da  die  Integrale  mit  der  Variablen  x^  in  (i)  für  x^  =  b^  lo- 
garithmisch 00  werden.  Dann  bleiben  zwar  die  Functionen  E{x^\  x^) 
für  alle  reellen  Werthe  von  t  eindeutige,  endliche  und  stetige  Functionen 
von  ty  verlieren  aber  ihre  früheren  Periodicitätseigenschaften.  Im  Be- 
sonderen kann  die  Function  x^  den  Werth  J,  für  keinen  endlichen  Werth 
von  t  erreichen.  Unter  "der  ferneren  Voraussetzung  ff^iix^)  =  o  (wie 
unter  III)  nähert  sich  x^  dem  Werthe  b^  mit  .unbegrenzt  wachsendem  t 
asymptotisch. 


%  3.    Gleichungen  der  Bewegung  auf  einer  ItotaMansfläche 
mit  ei/nfachen  HarizontalscIvniMen. 

Die  Gleichung  einer  Rotationsfläche,  bezogen  auf  ein  rechtwinkliges 
Coordinatensystem  mit  vertical  abwärts  laufender  ;8?-Axe  sei: 

(I)  x'  +  y'  =  f\z). 
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Die  Function  f{z)  soll  innerhalb  eines  gewissen  Intervalles 

(2)  A<z<B 

mit  näher  zu  bestimmenden  Grenzen  A  ,  B  eine  eindeutige  und  stetige 
Function  der  reellen  Variabein  z,  sowie  von  positivem  reellen,  von  o 
und  CO  verschiedenen  Werthe  sein;  sie  soll  ferner  innerhalb  desselben 
Umfanges  einen  bestimmten,  nicht  co  werdenden  i.  DifFerentialquotienten 
f\z)  besitzen. 

Indem  mit  f  der  Winkel  zwischen  der  Meridianebene  eines  Punctes 
der  Rotationsfläche  und  der  ;8ra;-Ebene  des  Coordinatensystems  bezeichnet 
wird,   können   die   Coordinaten  x^y^z  des  Punctes   durch   die  Formeln: 

(3)  a?  =  /*(;?).  cos  j^,         y  =  f{z).^my,         z  =  z 

als  Functionen  von  z  und  ^  dargestellt  werden.  Da  der  Winkel  ^  in 
seiner  Veränderlichkeit  unbeschränkt  bleibt,  brauchen  nur  positive  Werthe 
von  f{z)  in  Betracht  gezogen  zu  werden.  Durch  die  Formeln  (3)  wird 
die  Lage  des  Punctes  x  ^  y  ^  z  der  Fläche  innerhalb  des  Raumes  zwischen 
den  beiden  Horizontalebenen  z  =  Ä  und  z  =  B  eindeutig  bestimmt.  In 
demselben  Räume  wird  die  Rotationsfläche  von  jeder  Horizontalebene  in 
einem  und  nur  einem  Parallelkreise  geschnitten  {einfache  Horizontalschnitte) 
und  hat  sie  auch  mit  der  ^-Axe  keinen  Punct  gemein;  in  den  Grenzen 
z  =  Ä  und  z  ==  B  können  die  über  f{z)  und  f{z)  gemachten  Voraus- 
setzungen durchbrochen  werden;  es  kann  hier  auch  f(^z)  =  o  sowie 
f'(^z)  =  00  sein,  also  die  Fläche  sich  um  die  ^-Axe  in  einer  Spitze  oder 
mit  horizontaler  Tangentialebene  zusammenschliessen. 
An  Stelle  von  ^  wird  fernerhin  noch  die  Variable 

(4)  V  =  sin*^ 

eingeführt. 

Die  Differentialgleichungen  i.  Ordnung  der  Bewegung  eines  schweren 
Punctes  m   von   der  Masse   i   auf  der  Rotationsfläche  lauten  bekanntlich: 


Dabei    ist  g   die    Beschleunigung    der   Schwere,   h   die  Constante  der  le- 
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bendigen  Kraft  und  h  die  doppelte  Flächengeschwindigkeit  der  auf  die 
Horizontalebene  projicirten  Bewegung;  k  wird  von  o  verschieden  voraus- 
gesetzt und  kann  ohne  Beschrankung  als  positiv  angenommen  werden. 

Die   Abhängigkeit   der  Coordinaten  x  y  y  ^  z  des   Punctes  m  von  der 
Zeit  t  findet  hiernach  ihren  Ausdruck  in  den  5  Gleichungen: 

(6)  X  =  f{z).y^/i—v,  y  =  f{z).yjv,  Z  =  Z, 

j     2Vf(l    -■")  j    ; 


(7) 


fiz),j2{gz  +  h)fXz)-k' 


=  o, 


z 

f. 


»0 


yj2(gz  +  h)f\z)-k' 


welche  nur  eine  andere  Form  der  Gleichungen  (3)  und  (5)  sind  und  die 
Form  des  allgemeinen  ümkehrproblems  der  obigen  Einleitung  haben. 
Bei  der  über  f\z)  gemachten  Voraussetzung  ist  es,  so  lange  z  in  dem 
Intervalle  (2)  bleibt,  keine  Beschrankung,  wenn  die  Quadratwurzel  aus 
I  +  r\^)  positiv  angenommen  wird,  was  durch  die  doppelten  Striche 
bezeichnet  ist.  Die  Werthe  z  =  z^  und  t;  =  o  ,  yji  -^v  =  i  sollen  die  dem 
Zeitpunct  t  =  o  entsprechenden  Anfangswerthe  sein  (vgl.  §  5). 


%  4.    Kormalfortn  der  stabilen  Bewegung  a/kif  einer  RotatiMtsfläche 
mit  einfachen  Horizontalschnitten. 

Innerhalb  des  in  (2)  bezeichneten  Intervalles  sind  die  Functionen 


eindeutig  und  stetig,  positiv  und  von  o  und  co  verschieden.  Setzt  man 
daher  voraus  —  eine  Vorauteetzung,  die  in  §  5  naher  zu  erörtern  ist  — , 
dass  die.  Function: 

(8)  R{z)=  2[gz  +  h)f\z)  —  k' 
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die  Form  habe: 

(9)  R{z)  =  {z-z,){z,-z)r{z), 
WO  mit  Ausschluss  der  Gleichheit: 

(10)  Ä<z,<z^<B, 
und  wo  r{z)  für  das  Intervall: 

positiv  und  von  o  verschieden  ist,  so  erfüllen  die  Gleichungen  (6)  und 
(7)  alle  Bedingungen  des  Satzes  §  2,  I  in  der  besonderen  Form  §  2,  III. 
Man  hat  in  die  allgemeinen  S&tze  des  §  2  neben  den  bereits  angegebenen 
Functionen  g^^  und  ^,,  die  Functionen: 

^n  =  — ^       ff,,  =  o,        t\,  =  F,,  =  v{i  -  v),       F,,  =  F„  =  R{z) 

und  die  Constanten: 

^1  =  ^y         *i  =  ^>         ^'3  =  ^0'  ^  =  ^i 

einzuführen.     Die  PeriodicitRtsconstanten  erhalten  die  Werthe: 


(12) 


/' dv_ n  ^   rkyji  +  f'\»)-d» 


0)„    =  O, 


_  rnz)s[TTT\')à* 


Wahrend  daher  z  eine  eindeutige,  unbedingt  periodische  Function  von  t 
ist  mit  der  Periode: 

Jketm  mathematiea.    11.    Imprimé  le  S  Mnl  18S6.  40 
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sÎTid  X ,  y  eindeutige,  bedingt  periodische  Functionen  von  <,  welche  unter 
der  Bedingung:  ^ 

die  Periode 

T  =  2mja>„ 

erhalten.  Die  Function  z  ist  durch  eine  einfach,  die  Functionen  x ,  y 
durch  zweifach  unendliche  trigonometrische  Reihen  darzustellen,  die  für 
alle  reellen  Werthe  von  t  gleichmassig  convergiren. 

Die  Bewegung  des  Punctes  m  ist  auf  die  zwischen  den  beiden  Pa- 
rallelkreisen z  --=  Zq  und  z  =  z^  gelegene  Zone  beschrankt  und  schreitet 
in   der  Langsdimension   derselben   immer  in   gleichem   Sinne  fort,  indem 

die    Flachengeschwindigkeit   -k   der   auf   die   Horizontalebene   projicirten 

Beweffunof  constant  bleibt.  Dabei  berührt  die  Bahncurve  des  Punctes  m 
periodisch  abwechselnd  den  obern  und  untern  die  Zone  begrenzenden 
Parallelkreis,  weshalb  diese  letzteren  Wendekreise  der  betrachteten  Be- 
wegung genannt  werden  mögen. 

Die  Wendekreise  z  =  z^  und  z  ==  z^  sind  durch  die  beiden  in  (9) 
vorausgesetzten  Nullpuncte  der  Function  R{z)  bestimmt,  Qber  deren 
Existenzfrage  der  §  5  weiteren  Aufschluss  geben  soll. 


%  5*    XW^  Motationsfläche  der  Wendekreise  der  Bewegung* 

Denkt  man  sich  die  Constanten  h  und  -k  der  lebendigen  Kraft  und 

der  Flächengeschwindigkeit  in  der  Horizontalebene  gegeben,  so  bleibt,  für 
die  durch  die  Differentialgleichungen  (5)  definirte  Bewegung,  noch  der 
Anfangsort  z  ^  z^,  ip  =  ^^  des  bewegten  Punctes  m  willkürlich.  Bei 
der  Symmetrie  der  Rotationsfläche  kann,  wie  in  (7)  geschehen,  ohne  Ein- 
schränkung  der   Allgemeinkeit   jr^  =  o    gesetzt   werden,   wahrend   für  z^ 


'  Vgl.  die  Untersuchungen  von  Darboux  über  die  Bedingung  geschlosaener  Bahnen 
eines  Punctes  auf  einer  Rotationsfläche  in  der  Abhandlung:  Etude  d'une  question  relative 
au  mouvement  d'un  point  sur  une  surface  de  révolution.  Bulletin  de  la  société  ma- 
thématique de   Fran'ce,  Bd.   5,  S.    lOO,   1877. 
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entweder,  wie  in  (7)  mit  Rücksicht  auf  (9),  ein  NuUpunct  von  R{z)  oder 
auch  ein  anderer  Werth  gesetzt  werden  darf,  der  einem  von  der  Bewe- 
gung überhaupt  getroffenen  Parallelkreis  entspricht. 

Da  nämlich  nach  (5)  von  den  Coordinaten  des  Anfangsortes  z^ ,  ç?^ 
und  den  Constanten  h  j  k  die  Coordinaten  z"  =  Zq,  ç?'  =  ^0  der  Anfangs- 
geschwindigkeit mittels  der  Gleichungen: 

abhängen^  so  muss  z  =  z^^  der  Bedingung: 

(14)  ß(^)>o 

genügen.  Diese  Bedingung  bestimmt  innerhalb  der  Grenzen  A  <  z  <  B 
die  bei  gegebenem  h  und  h  für  den  Punct  m  erreichbaren  Parallelkreise 
der  Rotationsfläche,  während  alle  der  Bedingung  nicht  entsprechende 
Stellen  unerreichbar  bleiben. 

In  einer  Halbmeridianebene  nehme  man  ein  Coordinatensystem  mit 
den  Axen  r^z  an,  v^o  z  die  bereits  eingeführte,  der  Richtung  der  Schwere 
folgende  ;8f-Axe  und  r  die  Durchschnittslinie  der  Halbmeridianebene  mit 
der  horizontalen  rry-Ebene  des  bisherigen  Coordinatensystems  sei.  Die 
Gleichung  der  Durchschnittslinie  der  Rotationsfläche  mit  der  Halbmeridian- 
ebene ist: 

(15)  r  =  f{z), 

wo  r  nur  positive  Werthe  annimmt.     Man  kann  nun  die  Gleichung: 

(16)  ß(if)=o, 

auf  deren  Wurzeln  es  ankommt,  als  Resultat  der  Elimination  von  r  aus 
der  Gleichung  (15)  und  der  Gleichung 


r  = 


ansehen,  wo  nach  Voraussetzung  k  >  o  ist*  Demnach  sind  die  NuU- 
puncte  der  Function  R{z)  die  ;8f-Coordinaten  der  Durchschnittspuncte  der 
beiden  Curven  (15)  und  (17).  Dies  von  der  Halbmeridianebene  mit 
r  =  )jx^^y*  auf  den  Raum  übertragen,  giebt  den  Satz: 
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Die    Wendekreise  der  Bewegung  des  Punctes  ni  auf  der  Rotationsflache 
§  3,   I  sind  die  Schnittkrme  der  letzteren  mit  der  Botationsfläche  3.  Ordnung: 

(18)  x'  +  9/ 


2{gz  +  h) 


Zur  Discussion  dieser  Rotationsfläche  (Ä ,  Ä),  welche  durch  die  Para- 
meter h ,  k  charakterisirt  ist,  bedarf  es  nur  der  Betrachtung  der  Halb- 
meridiancurve  (17),  die  einen  Zweig  einer  Curve  3.  Ordnung  darstellt. 
Der  andere,  den  negativen  Werthen  der  Quadratwurzel  entsprechend,  ist 
für  den  vorliegenden  Zweck  ersichtlich  ohne  Belang.  Die  Curve  (17) 
befindet  sich  in  der  Halbebene  r,  0  ganz  unterhalb  der  horizontalen  Ge- 
raden   ;3f  = ,    welche    eine    Asymptote    der   Curve   ist     Eine   zweite 

Asymptote  der  Curve  ist  die  verticale  ;8f-Axe.  Die  Curve  besteht  aus 
einem  einzigen,  horizontal  vom  Unendlichen  her  und  vertical  irfs  Unend- 
liche hinablaufenden  Zuge,  der  jede  unterhalb  des  Niveauos  z  = die 

Halbebene  r ,  z  durchziehende   horizontale  oder  verticale  Gerade  einmal 

dv 

und  nur  einmal  trifft.     Da  ferner  in  dem  betrachteten  Umfange  -^  <o 

und   j-i  >  o,  so  nimmt  bei  wachsendem  z  die  horizontale  Coordinate  der 

Curve  von  co  bis  o  beständig  ab,  und  bewegt  sich  der  Winkel  a  der 
abwärts  laufenden  Curventangente  gegen  die  horizontale  r-Axe  (vgl.  Fig.  i) 

beständig  abnehmend   von   ;r  bis  - .     Es  ist  überdies  für  alle  unterhalb 

der  Curve  (auf  der  concaven  Seite  derselben)  gelegenen  Puncte  r ,  z  der 
Halbmeridianebene: 

r  ^   , =. 

yj2{gz  +  h) 

für   alle   oberhalb    der   Curve   und    unterhalb  der  Geraden  ^  =  —  -  ee- 

legenen  umgekehrt. 

Die  Systeme  von  Curven,  welche  bei  veränderlichem  k  und  constan- 
tem  h  oder  bei  veränderlichem  h  und  constantem  k  entstehen,  sind  leicht 
zu  übersehen.  Denn  der  Veränderung  von  h  bei  festem  k  entspricht  eine 
blose    Verschiebung   der  Curve  in  der  Richtung  der  ;ef-Axe.     Will   man 
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dagegen  aus  der  Curve  (Ä,ft)  die  Curve  {hjk')  erhalten,  so  braucht  man 
nur  die  horizontalen  Coordinaten  r  der  ersteren  mit  ä' :  A  zu  multipliciren 
(Systeme  der  letzteren  Art  vgL  Fig.  2  und  Fig-  3). 

Lässt  man  jetzt  die  Curve  (ä  ,  h)  um  die  ;2?-Axe  rotiren,  so  beschreibt 
sie  die  Rotationsfläche  (Ä ,  Ä),  welche  sich  trichterförmig  nach  oben  gegen 

die   Ebene  z  --^ öffnet   und   nach   unten   immer  enger  um  die  jef-Axe 

zusammenschliesst.     Für  alle  Puncte  unterhalb  dieser  Flache  ist 

und  für  alle  Puncte  oberhalb  derselben  diesseits  und  jenseits  der  Ebene 
z  = umgekehrt.     Daraus  folgt  aber  weiter: 

Für  einen  Parallelkreis  der  gegebenen  Eotationsfläche 

x'  +  y'  =  f\z) 

ist 

%  R{z)  >  o  ,  =  o     oder     <  o, 

jenacMem  derselbe  unterhalb,  auf  oder  oberhalb  der  Eotationsfläche  {h ,  k)  liegt. 

Die  Rotationsfläche  (Ä ,  Â:),  welche,  unabhängig  von  der  gegebenen  Ro- 
tationsfläche, nur  von  den  Constanten  der  Schwerkraft  {g),  der  lebendi- 
gen Kraft  (A)  und  der  horizontalen  Flächengeschwindigkeit  (-kj  abhängt, 

trennt  also  einerseits  die  für  die  Bewegung  erreichbaren  und  unerreich- 
baren Puncte  der  gegebenen  Rotationsfläche  und  bestimmt  andererseits 
in  ihren  innerhalb  des  Raumes  A  <  z  <  B  gelegenen  Schnittcurven  mit 
dieser  die  möglichen  Wendekreise  der  Bewegung. 

Mit  g  =  o  geht  sie  in  einen  verticalen  Kreiscylinder,  verbunden  mit 

der  Ebene  z  =  00  über;  mit  k  =  o  in  die  ^-Axe  und  die  Ebene  z  = 

9 


%  6.    Formen  der  Bewegung  auf  einer  Rotationsfläche 
mit  einfachen  Horizontalschnitten. 

Verbindet  man  dieses  Resultat  mit  der  in  §  4  über  R{z)  gemachten 
Voraussetzung    (9),    so    übersieht   man,    wenn   dieselbe  mit  ihren  Folgen 
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besteht  und  wenn  nicht.  Soll  nämlich  eine  den  Differentialgleichungen 
(5)  entsprechende  Bewegung  innerhalb  des  Intervalles  (2)  überhaupt  mög- 
lich sein,  so  darf  die  gegebene  Rotationsfläche  in  dem  letzteren  nicht 
ganz  oberhalb  der  Rotationsfläche  (A ,  h)  liegen,  ohne  dieselbe  zu  treffen. 
Dagegen: 

I.  Bogt  die  gegebene  Rotationsfläche  innerhalb  des  Intervalles  A<z<B 
mit  einer  Zone  in  den  Baum  unterhalb  der  Botationsfläche  {h ,  k)  hinein^ 
und  ist  diese  Zone  von  2  Parallelkreisen,  z  =  z^  nach  oben  und  z  =  z^  nach 
unten,  begrenzt,  in  denen  sich  beide  Botationsflächen  schneiden,  ohne  sich  zu 
bemhren,  so  findet  in  dieser  Zone  eine  den  Differentialgleichungen  (5)  ent- 
sprechende, bedingt  periodische  Bewegung  des  Punctes  m  mit  den  Wendekreisen 
z  =  Zç^  und  z  =  z^  statt. 

Es  liegt  die  in  §  4  behandelte  Normalform  der  Bewegung  vor;  denn 
den  einfachen  Schnittkreisen  der  beiden  Flächen  entsprechen  einfache  NuU- 
puncte  z  =  Zq  ,  z^  der  Function  B{z),  zwischen  denen  nach  §  5  die  Func- 
tion B{z)  positiv  und  von  o  verschieden  ist,  während  r{z)  (vgl.  §  4,#9) 
zwischen  und  in  den  Grenzen  z  =  z^,  z^  diese  Eigenschaften  besitzt. 

IL  Beicht  die  gegebene  Botationsfläche  innerhalb  der  Grenzen  A<z<B 
mit  mehreren  solchen  Zonen  unter  die  Botationsfläche  (A  ,  k)  herab,  so  besteht 
die  den  Differentialgleichungen  (5)  entsprechende  Bewegung  aus  mehreren 
bedingt  periodischen  Zweigen. 

Jeder  dieser  Zweige  ist  von  der  erwähnten  Normalform  des  §  4,  wie 
aus  §  2,  V  unmittelbar  hervorgeht. 

III.  Fallen  die  beiden  Wendekreise  eines  solchen  bedingt  periodischen 
Zweiges  der  Bewegung  zusammen,  so  geht  die  entsprechende  bedingt  periodiscJie 
Bewegung  in  eine  unbedingt  periodische  Bewegung  über. 

Dieselbe  erfolgt  dem  Satze  §  2,  IV  entsprechend,  auf  einem  Pa- 
rallelkreise z  =^  Zq  der  Rotationsfläche  mit  constanter  Geschwindigkeit. 
Diese  periodische  Bewegung  ist  stabil,  da  ihre  Bahn  beiderseits  von  un- 
erreichbaren Theilen  der  Rotationsfläche  begrenzt  ist.  Für  die  Periode 
der  Bewegung  ergiebt  die  allgemeine  Formel  §  2,   1 1  : 

(•9)  ï'  =  ¥/w- 


Digitized  by 


Googl 


n 


Bewegung  eines  schweren  Punctes  auP  einer  Rotationsfläche.  319 

Dieser  Ausdruck   lässt  sich   noch   anders  darstellen.     Denn  die  Annahme 
^  ==  ^0  '  ^'  =  ^  reducirt  die  Gleichungen  §  5,   1 3  auf: 

(20)  RM  =  o,      k  =  rM.çi 

Da  aber  bei  dem  Zusammenfall  der  beiden  Wendekreise  z^   und  0^.  nach 
§  4,  9  auch 

(20)  R{z,)  =  o, 

so   können   mittels   dieser  3  Gleichungen  (20)  Ä ,  ft  und  f?J  durch  Zo  aus- 
gedrückt werden.     Man  erhalt  dabei  für  k  den  Werth: 


k  =  fM\/-g^-^ 


Es  wird  daher  nach  (19)  die  XJmlaufszeit  der  längs  des  Parallelkreises  z  =  z^ 
stattfindenden  periodischen  Bewegung: 


(21)  T=27r\/' 


9 


Mit   f{z)  =  y^o*  — 2«    und   f{z)  —  -  y/a*  —  z""    liefert   diese    Formel  die  bé- 


a 


kannten    Perioden  der  Bewegung  längs   eines   Parallelkreises  z  =  z^   der 
Kugel  und  des  Rotationsellipsoides: 


y  ö  a  y  Q 


IV.  Fallen  zwei  nächstfolgende  Wendekreise  zweier  verschiedener  bedingt 
periodischer  Zweige  der  Bewegung  zusammen^  so  entsteht  durch  das  Zusam- 
menfliessen  der  letzteren  eine  asymptotische  Bewegung. 

Die  Bahncurve  des  Punctes  m  flacht  sich  nach  §  2,  VI  bei  Annä- 
herung an  den  kritischen  Parallelkreis,  der  aus  dem  Zusammenfall  der 
beiden    Wendekreise    hervorgeht,    derart    ab,    dass    sie,    während   sie  der 


*  Vgl.  Schell,  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräße,  Bd.   1,  S.  425.     (2.  Aufl.) 

*  Vgl.  Foucault,  Remarques  concernant  le  mouvement  d'un  point  oscillani  circulaire- 
meut  sur  une  surface  de  révolution  du  second  ordre.  Comptes  rendus,  Bd.  61,  S.  S^S«» 
Paris   1865;  und  Sur  une  modification  du  modérateur  de  Watt,  ebd.  S.  278. 
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Richtung  des  letzteren  folgend,  in  immer  neuen  Windungen  die  Rota- 
tionsfläche umkreist,  sich  dem  kritischen  Parallelkreis  asymptotisch  nähert. 
Auf  diese  Weise  wird  die  im  kritischen  Parallelkreis  mögliche  Verzweigung, 
der  Bahncurve  umgangen.  ^  Bringt  man  aber  den  Punct  m  zu  Anfang 
der  Bewegung  in  diesen  Parallelkreis  hinein,  so  wird  er  ihn  umgekehrt 
nach  keiner  endlichen  Zeit  verlassen  können,  sondern  ihn  mit  constanter 
Geschwindigkeit  umkreisen.  Die  so  entstehende  unbedingt  periodische  Be- 
wegung unterscheidet  sich  aber  von  der  vorhin  als  stabil  bezeichneten 
dadurch,  dass  sie  nur  im  labilen  Gleichgewicht  steht.  Ihre  Periode  ist 
dieselbe,  wie  die  vorhin  unter  (21)  angegebene.  Die  Grenzfalle  III  und 
IV  der  bedingt  periodischen  Bewegung  setzen  eine  Berührung  zwischen 
de7'  gegebenen  Rotationsfläche  und  der  Rotationsfläche  {h ,  k)  längs  eines  Pa- 
rallelkreises  voraus.  Solche  Berührungen  können,  da  die  Fläche  (Ä ,  k) 
sich  nach  unten  zu  beständig  gegen  die  ;8f-Axe  verengt,  nur  auf  solchen 
Zonen  der  gegebenen  Fläche  auftreten,  wo  das  gleiche  stattfindet;  dem 
entsprechend  giebt  die  Formel  (21),  da  f{z)  allgemein  positiv  voraus- 
gesetzt wurde,  nur  fur  negatives  f'{z^)  einen  reellen  Werth.  Ist  längs  einer 
solchen  Zone  mit  negativem  f[z)  die  gegebene  Rotationsfläche  positiv  ge- 
krümmt, so  kann  sie  die  Rotationsfläche  (A ,  k)  niemals  von  unten  be- 
rühren, also  nur  der  Grenzfall  der  stabil  periodischen  Bewegung  eintreten. 
Ist  sie  dagegen  negativ  gekrümmt,  wie  die  Rotationsfläche  {h ,  k)  selbst, 
so  sind  beide  Grenzfälle,  die  stabil  und  die  labil  periodische  Bewegung 
möglich  (vgl.  §  10). 

V.  Analoge  Grenzfälle  bedingt  periodischer  Bewegungen,  wie  die 
eben  unter  III  und  IV  beschriebenen,  finden  sich  bei  der  Coincidenz.  von 
mehr  als  zwei  Schnittkreisen  der  gegebenen  Rotationsfläche  mit  der  Rota- 
tionsfläche (Ä ,  k)  ein,  deren  Discussion  kein  weiteres  Interesse  beanspruchen 
dürfte.  Jedoch  soll  noch  des  vollständigen  Zusammenfalles  der  beidefi  Ro- 
tationsflächen, also  der  Voraussetzung 

gedacht   werden.     Wenn   der   Punct   m   an  einer  beliebigen  Stelle  dieser 


*  Denn  nach  Kirchhofp,  Vorlesuv^en  über  mathematische  Physik,  l.  Vorl.,  §  2, 
sind  die  Goordinaton  x ,  y  ^  z  des  bewegten  Punctes  fUr  die  Dauer  der  Bewegung  ein- 
werfchige  Functionen  der  Zeit. 
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Rotationsfläche  in  horizontaler  Richtung  mit  der  Flächengeschwindigkeit  k 
seine  Bewegung  beginnt,  so  verbleibt  er  immer  in  dem  anfänglichen  Pa- 
rallelkreis. Es  liegt  eine  periodische  Bewegung  vor,  deren  Gleichgewichts- 
zustand ein  indifferenter  ist. 

Diese  Eigenschaft  führt  auf  folgende  mechanische  Definition  des  einem 
gegebenen  h  und  einem  veränderlichen  h  entsprechenden  Systems  von  Ro- 
tationsflächen (Ä ,  Ä),  wie  es  bereits  im  §  5  erwähnt  wurde: 

Wenn  von  einer  beliebigen  Stelle  irgend  eines  Parallelkreises  z  =  z^ 
einer  Botationsfläche  des  ^Systems  ein  schwerer  Punct  in  der  Richtung  der 
Tangente  des  Parallelkreises  mit  derjenigen   Geschwindigkeit  ausgeht^  die  er 

durch  den  freien  Fall  vo-m  Niveau  z  = bis  zum  Niveau  des  Parallel' 

kreises  z  =  z^  erhalten  haben  unlrde,  so  bewegt  er  sich  beständig  in  diesem 
Parallelkreis. 

Denn  die  Differentialgleichung  der  in  die  yz-Ehene  fallenden  Me- 
ridiancurve  einer  Rotationsfläche,  auf  welcher  ein  schwerer  Punct  immer 
einen  Parallelkreis  beschreibt,  wenn  er  in  einem  beliebigen  Niveau  z  von 
einer  beliebigen  Stelle  der  Fläche  mit  der  als  Function  von  z  gegebenen 
und  in  die  Richtung  des  Parallelkreises  z  fallenden  Geschwindigkeit 
p  z=z  u{z)  ausgeht,  ist:  ^ 

Die  Integration   dieser   Differentialgleichung  mit  u\z}  —  2{gz  +  A),  giebt 

aber,    unter  k  die  Integrationsconstante  versüvnden,  das  in  Rede  stehende 

System: 

k 

y  =         — =♦ 

yj2(gz  +  h) 

VI.  Neben  den  unter  I — V  betrachteten  und  in  verschiedenem  Sinne 
stabilen  Bewegungszweigen  können  auch  instabile  Zweige  vorhanden  sein, 
wenn    nämlich    eine    Zone    der    gegebenen    Rotationsfläche,  die  unter  die 


'  Vgl.  JuLLiEN,  Problèmes  de  mécanique  rationnelle,  Bd.  1,  S.  401,  Paris  1855; 
über  die  Tendenz  dieser  Frage  auch  De  St.-Germain,  Des  surfaces  ,wr  lesquelles  un  point 
peut  se  mouvoir  suivant  une  certaine  loi,  Liouville's  Journal  de  mathématiques, 
3.  Serie,  Bd.   2,  S.   325,    1876. 

Acta  mathematiea.    11.    Imprimé  le  0  Mal  1888.  41 
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Fläche  (Ä ,  k)  herabreicht,  innerhalb  des  Intervalles  Ä  <  z  <  B  nur  ein- 
seitig begrenzt  ist.  Auf  diese  Zweige  soll  an  dieser  Stelle  nicht  näher 
eingegangen  werden. 

Mit  ff  =  o  ergeben  sich  aus  den  Sätzen  I — VI  die  verschiedenen 
Formen  der  geodätisclien  Bewegung  eines  Punctes  auf  einer  Rotationsfläche, 
mit  Ausschluss  der  Bewegung  in  einem  Meridiane. 

Wie  die  Bestimmung  des  Intervalles  A  <  z  <B  für  eine  gegebene 
Rotationsfläche  gedacht  ist,  wird  aus  den  folgenden  Beispielen  leicht  er- 
sichtlich sein. 


%  7.    Beispiele  von  Bewegungen  auf  BotaMonsflächen  mit  einfachen 

Hori»antalschnUten. 

Um  die  bekannten  'Beispiele  von  Bewegungen  eines  schweren  Punctes 
auf  einer  Rotationsfläche  unter  die  allgemeine  Theorie  unterzuordnen,  mag 
zuerst  die  Kugelfläche  erwähnt  werden.     Es  ist  hier: 


wo  unter  a  der  Radius  der  Kugel  verstanden  wird.  Die  Grenzen  A  und 
B  des  §  3,  2  können  A  =  —  a  und  B  =  +  a  genommen  werden,  worauf 
f{z)  allen  Bedingungen  des  §  3  entspricht.  Die  Rotationsfläche  (A,A') 
schneidet,  wenn  überhaupt  eine  Bewegung  stattfindet,  die  Kugel  in  2 
Parallelkreisen  z  =  z^^  z^  (vgl.  Fig.  i),  die  auch  zu  einer  Berûhrungscurve 
beider  Flächen  zusammenrücken  können,  jedoch  nach  §  6  nur  auf  der 
unteren  Halbkugel.  Während  daher  im  Allgemeinen  die  Bewegung  aus 
einem  einzigen  bedingt  periodischen  Zweige  besteht,  wird  sie  im  Grenzfalle 
stabil  periodisch. 

Im  Wesentlichen  dieselben  Verhältnisse  wiederholen  sich  bei  allen 
geschlossenen  Rotationsflächen  mit  einfachen  Horizontalschnitten,  wenn  sie 
zwischen  ihren  beiden  Schnittpuncten  mit  der  Rotationsaxe  überall  den. 
Bedingungen  des  §  3  entsprechen  und,  in  der  verticalen  Halbebene  yz, 
der  Winkel  der  absteigenden  Tangente  der  Halbmeridiancurve  der  Rota- 
tionsfläche gegen  die  Richtung  der  Halbaxe  y,  beständig  wachsend  von 
o  bis  7ü  sich  bewegt.  Da  nämlich  der  Winkel  der  absteigenden  Tangente 
der  Halbmeridiancurve  der  Rotationsfläche  {Ji ,  k)  gegen  die  Richtung  der 


Digitized  by 


Google 


'Bewegung  eines  schweren  Fancies  auf  einer  Rotationsfläche.  S23 

Halbaxe   y   beständig    abnehmend    von    tc  bis    -  sich  bewegt  (nach  §  5), 

so  können  die  beiden  Meridiancurven  sich  nicht  mehr  als  zweimal  schnei- 
den; sie  müssen  sich  aber,  wenn  überhaupt,  auch  wenigstens  in  2  ge- 
trennten oder  zusammenfallenden  Puncten  treffen. 

Bei  dem  Botationskegel  mit  verticaler  Axe  ist  für  den  oberen  Halb- 
kegel, dessen  aufsteigende  Seitenlinie  mit  der  ;8?-Axe  den  stumpfen  Winkel 
y  bildet: 

/•(^)  =tg7-.^. 

Man  kann  ^  = ,  B  =  o  nehmen,  indem  man  h  als  positiv  voraus- 
setzt. Kleinere  Werthe  von  z  sind  unerreichbar,  sodass  die  Annahme 
^  = keine  Beschrankung  enthält.     Der  obere   Halbkegel   wird  von 

der  Rotationsfläche  (Ä  ,  A),  wenn  überhaupt,  in  2  Parallelkreisen  z==^  ZqjIs[ 
(vgl.  Fig.  i)  geschnitten,  die  eventuell  auch  zusammenfallen.  Auf  den 
unteren  Halbkegel  übergehend,  hätte  man 

f{z)  =  —tgr.z 

und  A  =  o  j  B  =  00  zu  nehmen.  Es  findet  sich  dann  nur  ein  Schnitt- 
kreis z  — /^  zwischen  Halbkegel  und  Rotationsfläche  (A,ä;)  und  liegt 
daher  ein  instabiler  Zweig  der  Bewegung  vor  (vgl.  §  6,  VI). 

Im  Wesentlichen  ebenso,  wie  der  nach  oben  offene  Halbkegel,  ver- 
halten sich   alle  unten  geschlossenen  und  oben  offenen  Rotationsflächen  mit 

einfachen  Horizontalschnitten,  wenn  sie  zwischen  dem  Niveau  z= und 

ihrem  tiefer  liegenden  Schnittpunct  mit  der  Rotationsaxe  überall  den 
Bedingungen  des  §  3  genügen  und  der  Winkel  der  absteigenden  Tangente 
der  Halbmeridiancurve  gegen  die  Richtung  der  Halbaxe  y  beständig 
wachsend  von  einem  zwischen  o  und  tt  gelegenen  Anfangswerthe  bis  tu 
sich  bewegt.     Sie  werden,  wenn  überhaupt,  von  der  Rotationsfläche  (A ,  k) 

unterhalb  des  Niveau's  ;8;  = in  zwei  getrennten  oder  zusammenfallen- 
den Puncten  geschnitten. 

Ein  Beispiel  für  den  Fall,  wo  zwei  bedingt  periodische  Zweige  der 
Bewegung  möglich  sind,  bietet  die  durch  Rotation  der  Fusspunctcurve 
einer  Ellipse 

{y^  +  zy-{ay  +  b'z\=o 
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entstehende  Fläche  unter  der   Voraussetzung: 

Die  Gleichung  der  Halbmeridiancurve  ist: 


y  =  f{z)  =  \l{a*  ~  2z')  +  \'a'  +  4(6*  —  a')»".  ^ 

Die  Function  erfüllt  innerhalb  der  Grenzen  A  =  —  b  und  -4  =  +  ^^  ^^^ 
Bedingungen  des  §  3.  Bei  geeigneter  Wahl  der  Constanten  h  werden 
dann  mit  stetiger  Abnahme  der  Constanten  k  der  Reihe  nach  folgende 
Formen  der  Bewegung  auftreten. 

Solange  die  Fläche  {h ,  k)  die  gegebene  Fläche  in  2  Parallelkreisen 
z  =  Zq  und  z  =  z^  schneidet,  die  respective  in  der  Nähe  von  z  =  —  b 
und  z  =  +  b  liegen  (vgl.  Fig.  2,  i)  besteht  die  Bewegung  aus  einem 
einzigen  bedingt  periodischen  Zweige  (Normalform  des  §  4).  Sobald  zu 
den  beiden  Schnittkreisen  z  =  z^  und  z  ^=  z^  noch  eine  Berührung  beider 
Flächen  in  einem  zwischen  jenen  liegenden  Parallelkreis  z  ^=  z^  ^=  z^  tritt, 
liegt  die  in  §  6,  IV  betrachtete  asymptotische  Bewegung  vor,  die  auch 
als  labil  periodische  Bewegung  längs  des  letztgenannten  Parallelkreises 
betrachtet  werden  kann.  Indem  weiterhin  die  beiden  Flächen  in  4  Pa- 
rallelkreisen z  =  z^y  z  ==  z^ ,  z  =  z^,  z  =  z^  sich  schneiden  (vgl.  Fig.  2,  2) 
zerfällt  die  Bewegung  in  2  bedingt  periodische  Zweige  auf  den  Zonen 
Zq  <  z  <  z^  und  z^  <  z  <  z^.  Beim  Zusammenfall  von  z^  und  z^  wird 
sodann  der  obere  Zweig  stabil  periodisch.  Weiterhin  verschwindet  er  ganz, 
und  es  bleibt  (vgl.  Fig.  2,  3)  nur  mehr  ein  bedingt  periodischer  Zweig 
mit  den  Wendekreisen  z  =  z^  und  z  =  z^'  übrig,  der  seinerseits  in  eine 
stabil  periodische  Bewegung  übergeht,  wenn  die  beiden  Wendekreise  zu- 
sammenrücken. 


§  8.     Gleichungen  der  Bewegung  auf  einer  Motatimiefläche  mit 
zweifachen  Hori»ontal8chnitten. 

Die   Gleichung  einer  Rotationsfläche  sei  mit  Bezug  auf  dasselbe  Co- 
ordinatensystem,  wie  in  §  3,  wiederum: 

(0  a;'  +  y'  =  f\0), 
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jedoch  soll  die  Function  f{z)  die  Form  haben: 

(23)  f{^)  =  P{^)  +  y/q(z)f 
und  soll  für  jeden  Werth  von  z  in  dem  Intervalle 

(24)  a<z<b 

2  im  Allgemeinen  verschiedene  positive  reelle  Werthe  haben,  die  nur  an 
den  beiden  Grenzen  z  =  a  und  z  ^=^  h  des  Intervalles  zusammenfallen. 
Diese  Eigenschaft  von  f[z)  soll  dadurch  bedingt  sein,  dass  die  Function 
q{z)  die  Form  hat: 

(25)  q{z)  =  (^  —  a){b  —  z)r{z), 

und  dass  die  Functionen  p{z)  und  r{z)  für  alle  der  Ungleichung  (24) 
entsprechenden  Werthe  von  z  eindeutige  und  stetige  Functionen  der  reellen 
Variabein  z  sind  und  einen  positiven  reellen,  von  o  und  00  verschiedenen 
Werth  besitzen.  Auch  sollen  diese  Functionen  in  demselben  Umfange 
einen  bestimmten,  nicht  00  werdenden  i.  DifiPerentialquotienten  p'{z)  und 
q\z)  besitzen.     Endlich  soll,  in  dem  betrachteten  Intervalle: 

(26)  p{z)  >  ^/^ 

sein.  Die  Rotationsfläche  ist  dann  eine  geschlossene  Bingfldchej  welche  von 
jeder  Horizontalebene  zwischen  z  =  a  und  z  =^  b  m  2  getrennten  Pa- 
rallelkreisen geschnitten  und  von  den  Ebenen  £?  =  a  und  z  =  b  selbst 
l&ngs  eines  solchen  berührt  wird. 

Die  Differentialgleichungen  (5)  für  die  Bewegung  eines  schweren 
Punctes  m  auf  der  Fläche  haben  jetzt  in  dem  Intervalle  a  <z  <b  insofern 
einen  andern  Charakter  wie  früher  in  dem  Intervall  §  3,  2,  als  f\z) 
nicht  mehr  eindeutig  und  f{z)  nicht  mehr  überall  von  cx)  verschieden 
ist  Sie  können  aber  auf  eine  der  früheren  analoge  Form  gebracht 
werden  durch  die  Substitution 

,      .  a  +  b    .    a  —  b 

(27)  .  Z  =  -^  +  -^-COSU', 

es  wird  dann: 

V^îÔÔ  =  yj{»  —  a)(b  —  z)s/7{î)  =  — ^^sinw.^^,     rf^  =  — ^LTL.  sinwrfu. 
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Dieses  Abhängigkeitsverhältniss  zwischen  den  Variabein  z  und  u  ist  derart, 
dass,  wahrend  u  alle  möglichen  reellen  Werthe  durchl&uft,  z  immer 
zwischen  a  und  h  oscillirt.  Es  ist  daher  bei  den  gemachten  Voraus- 
setzungen: 


/    o\     w   \  l'a  +  h    ,    a — h  \       a — h   .        ./    (a+h    ,    a— 6  \        ,y  v 

(28)  /'(^)  =  p(^_-  +  _-cosî^j _sinwyr(^-^  +  ^-coswj  =  i'(w) 

eine  eindeutige   und   stetige  Function  von  u^  die  immer  positiv  und  von 
o  und  00  verschieden  ist.     Ferner  wird: 

^29j  I  +  ;  [^2)~  ________  _ ______ , 

wo   G{u)  für  alle  reellen  Werthe  von  «  nicht  nur  eindeutig  und  stetig, 
sondern  auch  positiv  und  von  o  und  oo  verschieden  ist.     Da  n&mlich 

(30)  G{u)  =  [I  +  f\z)]{z  -  a){h  -  z), 

SO  ist  für  alle  Werthe  von  u^  für  die  a  <  z  <b  ^  G{u)  positiv  und  von 
o  verschieden;  für  solche  Werthe  von  u  aber,  für  die  z  =  üjb  wird,  ist 

^    ^        4  r{z) 

ebenfalls  positiv  und  von  o  verschieden.     Da  ferner  für  a  <z  <b  weder 
r{z)  verschwindet  noch   q{0)  9  p'{z) ,  g\z)  00  werden  können,  so  ist  nach 

(29)  G{u)  far  alle  reellen  Werthe  von  u  endlich. 

Wenn  aber  G{u)  diese  Eigenschaften  hat,  so  wird  in  dem  Differential: 


n/i  +  f\z)d^  =  yjG{u)du 

der  Coefficient  von  du  bei  stetiger  Bewegung  von  u  niemals  sein  Vor- 
zeichen wechseln  und  kann  daher  ohne  Beschränkung  demselben  sein  po- 
sitiver Werth  beigelegt  werden. 

Hiernach  nehnien   die  analytischen  Gleichungen  der  Bewegung  des 
Punctes  m  auf  der  Ringfläche  zunächst  folgende  unentwickelte  Form  an: 
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(31)     x==F{u).^!-rz-v,        tj  =  Fiu).,/v,        z  =  ^  +  ^cosu, 


(32) 


du 


t, 


worin: 


(33)  R{u)  =  2{gz  +  h)r{z)-k'^2^g(^^  +  ^cosu)  +  hJF\u)-k\ 

Man   kann  überdies  für  u  in   den   Gleichungen  (31)  und  (32)  auch 
die  Variable  w  einführen,  indem  man  setzt: 


(34)  cosw --=  -- — 5,         sinw  = — ; --, 


du  = 


2dw 
I  +  w 


t> 


worauf  F{u) ,  0[u) ,  R{u)  eindeutige  Functionen  von  w  werden,  etwa 
F^{ic)  y  0^[w)  y  B^{w)  und  die  Gleichungen  (31)  und  (32)  die  Gestalt  an- 
nehmen: 

/     /\  T-r  /    \    , T-»  /    \     -  d  +  h   .   a  —  61  —  tir' 

(31')    x  =  F,{w).^i-v,      y  =  F,{w).^o,      ^=—^.  +  -^r+l?' 


(32') 


r        dv  Ç         2k\Jü^{w)dw  •_    , 

V  2^V(l^v)      J  {l  +  w*)F,(w)  v'/M^  ~  ■°' 

■    0  tc, 

10 

r2F,{w)s[Qji^dw  _  . 
J    (I  +iOv/B7^    ~    ' 


u^    und   w?^,    sind  die   der  Zeit  t  =  o  entsprechenden  Anfangswerthe  von 
u  und  w. 

Auf  analoge  Form  würden  sich  die  Bewegungsgleichungen  für  die 
nach  oben  offenen  und  nach  unten  geschlossenen  Ringflächen  mit  theils 
zweifachen    theils    einfachen    Horizontalschnitten    bringen    lassen;    jedoch 
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bietet   diese    Unterçuchung    nichts   wesentlich  verschiedenes  von  der  eben 
geführten  dar. 

g  9.    Die  beiden  Norrnulfartnen  der  êtaMlen  Bewegung  avf  einer 
MotaHonsfläche  mU  zweiftwhen  Harizantalschniüen. 

In  den  Formeln  (31)  sind  x^y^z  für  alle  reellen  Werthe  von  u 
und  alle  v  zwischen  o  und  i  eindeutige  Functionen  von  u ,  ^/tT,  yji  —  v\ 
ferner  gilt  in  demselben  Umfange  von  den  Functionen: 


I 

n       —           —  m 

_&V«(«) 

9\i  —       2 

*»»  ~     F(u)    ' 

9,,  =  0, 

9,,  =  2>\u)yJÙ{u) 

in  (32),  dass  sie  eindeutig  und  endlich  sind  und  ihr  Vorzeichen  niemals 
wechseln.  Hat  nun  die  Function  It{u)  zwei  Nullpuncte  u^  und  w^,  sodass 
jB(te)  =  (w  —  «♦oX**!  — u)r{u)  in  dem  Intervalle  zwischen  u^  und  Wj  po- 
sitiv und  von  o  verschieden  ist,  so  ist  auch  die  Determinante: 

in  diesem  Intervalle  von  o  verschieden  und  constanten  Vorzeichens,  Es 
sind  daher,  wie  früher,  x ,  y  eindeutige,  bedingt  periodische  Functionen 
und  0  eine  eindeutige  periodische  Function  von  t.  Die  Bewegung  ent- 
spricht der  Normalform  des  §  4. 

Wird  dagegen  R{u)  =  B^{w)  für  keinen  reellen  Werth  von  w  gleich 
o  und  ist  für  alle  Werthe  von  w  positiv  und  endlich,  so  bieten  die 
Formeln   (31')   und  (32')  den  Fall  des  Umkehrproblems  §  1,  II  dar  mit: 


fa. 

= 

B,{w), 

û»„ 

= 

TT 

2' 

û*» 

L 

0, 

D  =  — 


iF\{whfUJi^) 


2      v/Ä.(«,) 

+  00 


_  1  f  2kyJG^{w)dw 


+  00 


_  I    r2F^{tv)^G^(w)dw 
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Es  wird  daher  wieder  z  eine  periodische  Function  von  t  mit  der  Periode 
T  =  2û)j2  und  X ,  y  bedingt  periodische  Functionen,  die  unter  der  Be- 
dingung: 

die  Periode  T  =  2m^(o^^  bekommen.  Geometrisch  kann  indessen  die 
entsprechende  Bewegung  als  eine  zweite  Normalform  der  Bewegung  eines 
schweren  Punctes  auf  einer  Rotationsfläche  betrachtet  werden,  welche  sich 
von  jener  des  §  4  durch  das  Fehlen  der  Wendekreise  unterscheidet.  Der 
Punct  macht  volle  Umlaufe  um  die  Ringflache  sowohl  im  Sinne  der  Pa- 
rallel- als  im  Sinne  der  geschlossenen  Halbmeridiancurven. 

Die  Untersuchung  der  Form  der  Bewegung  des  Punctes  reducirt  sich 
nach  dem  Vorstehenden  wiederum  auf  die  Aufsuchung  der  NuUpuncte 
der  Function: 

R{u)  =  B,{w)  =  2{ffz  +  h)f\z)  —  k\ 

also  der  Schnittkreise  der  gegebenen  Rotationsflache  mit  der  Rotations- 
fläche (A ,  k)  des  §  5.     Es  gelten  also  unmittelbar  die  Sätze. 

I.  Ragt  die  gegebene  ringförmige  Botationsfläche  mit  einer  Zone  in  den 
Raum  unterhalb  der  RotationsfUiche  {h  ,  k)  hinein  und  ist  diese  Zone  von  zwei 
Parallelkreisen  begrenzt^  in  denen  sich  die  beiden  Rotationsflächen  schneiden, 
ohne  sich  zu  berühren,  so  findet  in  dieser  Zone  eine  den  Differentialglei- 
chungen (5)  entsprechende  bedingt  periodische  Bewegung  des  Punctes  m  statt. 

Auch  hier  können  mehrere  bedingt  periodische  Zweige  der  Bewegung 
vorhanden  sein  und  die  früher  (§  6)  erwähnten  Grenzfälle  der  stabil  und 
labil  periodischen  Bewegung  auftreten. 

II.  Liegt  die  gegebene  ringförmige  Rotationsfläche  ganz  unterhalb  der 
Rotationsflnche  {h ,  k)  ohne  mit  ihr  einen  Punct  gemein  zu  haben,  so  ist  die 
den  Differentialgleichungen  (5)  entsprechende  Bewegung  eine  bedingt  periodische 
Bewegung  ohne   Wendekreise  mit  zweierlei  vollen   Umläufen, 

In  diesem  Falle  besteht  die  Bewegung  naturgemäss  nur  aus  einem 
Zweige.  Der  Übergang  von  dieser  Form  der  bedingt  periodischen  Bewegung 
zu  einer  solchen  mit  Wendekreisen  findet  unter  Vermittlung  einer  asymp- 
totischen Bewegung  statt,  wenn  die  Ringfläche  ganz  unterhalb  der  Fläche 
(Ä  ,  k)  liegt,  aber  dieselbe  in  einem  Parallel  kreis  berührt. 

Acta  mathfmatica,    11.     Imprimé  !•  28  Mal  1888.  42 
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§  10.     Beispiel  des  Kreisringes. 

Für  die  Ringfläche: 

(^^  +  y^  +  2'  +  a'  —  hy  =  4a%i;'  +  y^) 

sind  die  in  §  8  mit  f{z)  y  p{z)  ^  q{2)  ^  r{z)  bezeichneten  Functionen 

f{z)  =  a  +  s-h^':^\         p{z)  =  a,         q{z)  =  {z  +  h){b  —  z\         r{z)  =-  i 

und    die   dortigen  Constanten   a ,  b   durch   —  b  ,  b  zu    ersetzen.     Die  Be- 
dingung (26)  wird: 

a  >  b. 

Die   Gleichungen   der   Bewegung   lauten,   wenn  man  statt  des  in  §  8  ein- 
geführten u  noch  TT — u  setzt:« 


X  =  {a  +  b  sin  ?/)^  I 


J   2y,^v(l—v)       J   (a  + 


y  ==  {<i-  +  ^  J^in  ?0v''^'  Z  =  b  cos'W; 

kbdu 


f 


b  Hin  n)\:R  {11  ) 
'b{a  +  b  sin  u)  du 


O, 


=  /; 


«0 
E{u)  =  2(09  cos?^  +  h){a  +  b  s^muy  —  k^. 

Die    Werthe    ?f  =  o ,  - ,  ;r ,  —    entsprechen    bezüglich    dem    tiefsten,   dem 

äussersten,  dem  höchsten  und  dem  innersten  Parallelkreis  der  Ringfläche, 
sodass  der  i.  und  2.  Quadrant  in  Bezug  auf  u  die  positiv,  der  3.  und  4. 
die  negativ  gekrümmten  Theile  der  Fläche  umfasst. 

Durch  die  Substitution  (34)  werden  die  Integrale  mit  der  Variabein 
u  auf  die  algebraische  Form  gebracht;  sie  sind  hyperelUptisch  vom  Ge- 
schlecht p  =  z. 

Die  Discussion  der  Schnittcurven  der-  Ringfläche  mit  der  Rotations- 
fläche  [h ,  k)   ergiebt   nun   ohne   Schwierigkeit:    Wenn  die  Ringfläohe  von 
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der  Rotationsfläche  (Ji ,  k)  geschnitten  wird,  was  für  —  bg  <h<hg  immer 
stattfindet  und  auch  für  h>  hg  (dem  Falle  h  <  —  bg  entspricht  keine 
Bewegung)  noch  stattfinden  kann,  so  giebt  es  jedenfalls  unerreichbare 
Thelle  der  llingfläche.  Es  sind  entweder  2  oder  4  Wendekreise  vorhanden 
und  besteht  daher  die  Bewegung  aus  einem  oder  zwei  Zweigen,  Avelche 
bedingt  periodische  Bewegungen  von  der  Normalform  des  §  4  sind. 

Wenn  dagegen  die  Ringfläche  ganz  unterhalb  der  Rotationsfläche 
(/»  ,  k)  verläuft,  so  liegt  die  zweite  Normalform  der  bedingt  periodischen 
Bewegungen  vor  und  macht  der  Punct  m  volle  Umläufe  im  Sinne  der 
Parallelkreise  sowohl,  wie  im  Sinne  der  Meridiankreise  der  Ringfläche. 

Wenn    das   Zerfallen    der    Bewegung   in    2    Zweige  möglich  ist  (wie 

z.  B.  für  die  der  Fig.  3  zu  Grunde  gelegte  Annahme  a  =  ft^/2  ,  Ä  =  ^  -^), 

^  y  2 
so  gestaltet  sich  der  Übergang  der  einzelnen  Formen  ineinander  folgender- 
maassen  : 

Zuerst  wenn  die  Ringfläche  ganz  unterhalb  der  Rotationsfläche  (Ä,  A) 
liegt,  (vgl.  Fig.  3,  i)  findet  die  bedingt  periodische  Bewegung  ohne  Wende- 
kreise statt.  Sobald  alsdann  die  letztere  Fläche  die  unter  ihr  liegende 
Ringfläche  in  einem  Parallelkreise  des  3.  Quadranten  berührt,  löst  sich 
die  Bewegung  in  eine  asjpnptotische  Form  auf,  die  dem  fraglichen  Pa- 
rallelkreis immer  näher  kommt,  ohne  ihn  je  zu  erreichen.  Bei  weiterer 
Abnahme  von  k  schneidet  die  Fläche  (A ,  k)  bereits  eine  Zone  unerreich- 
barer Puncte  aus  der .  Ringfläche  aus,  während  die  Bewegung  auf  der 
andern,  unterhalb  der  Fläche  {h  ,  k)  gelegenen  Zone  bedingt  periodisch  mit 
2  Wendekreisen  ist.  Weiterhin  berührt  die  Fläche  {h ,  k)j  während  sie 
noch  immer  den  Ring  in  2  Parallelkreisen  schneidet,  denselben  gleich- 
zeitig in  einem  3.  Parallelkreis  der  bisher  der  Bewegung  zugänglichen 
Zone,  sodass  die  Bewegung  sich  abermals  in  eine  asymptotische  auflöst. 
Bei  4  Schnittkreisen  der  beiden  Flächen  zerfällt  hierauf  die  Bewegung  in 
zwei  bedingt  periodische  Ztveige  mit  je  2  Wendekreisen.  Die  Zone  des 
einen  Zweiges  liegt  ganz  im  3.  Quadranten,  die  des  anderen  greift  über 
den  I.  Quadranten  herum  und  nähert  sich  beiderseits  der  ersteren  Zone. 
Bei  abnehmendem  k  fallen  die  beiden  Wen3ekreise  der  ganz  im  3.  Qua- 
dranten belegenen  Zone  zusammen  (vgl.  Fig.  3,  2)  und  die  Bewegung 
besteht  aus  einem  stabil  periodischen  und  einem  bedingt  periodischen  Zweige. 
Der   erstere    verschwindet  alsdann   und   es   bleibt,  indem  nur  mehr  zwei 
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Schnittkreise  der  beiden  Flächen  vorliegen  nur  ein  bedingt  periodischer 
Zweig  (vgl.  Fig.  3,  3),  dessen  beide  Wendekreise  sich  mehr  und  mehr  von 
verschiedenen  Seiten  her  gegen  den  i.  Quadranten  hinziehen.  In  diesem 
fallen  sie  schliesslich  zusammen  und  eine  stabil  periodische  Darchlaufung 
des  betreffenden  Parallelkreises,  in  welchem  die  Rotationsfläche  {h ,  k) 
den  ganz  oberhalb  liegenden  Ring  berührt,  erscheint  als  letzte  Grenzform 
der  Bewegung.  j 


Dorpat,  im  Februar   1888. 
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ZUR   THEORIE   DER  ELLIPTISCHEN   FUNCTIONEN 
(Zweite   Abhandlung*) 

VON 

H.  WEBER 

in    MABBURQ. 


Nach  läno^erer  Unterbrechuno;  setze  ich  meine  in  dieser  Zeitschrift 
begonnenen  Publicationen  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen 
fort.  Ich  beginne  mit  einigen  Betrachtungen  über  die  allgemeine  Trans- 
forinationstheorie,  besonders  die  Modulargleichungen,  welche  den  Zweck 
haben,  die  Formeln  dieser  Theorie  unter  einem  gemeinsamen  Gesichts- 
punkt zu  betrachten  und  dieselben  teils  zu  erweitern,  teils  zu  verein- 
fachen.' Diese  Untersuchungen  berühren  sich  mit  den  Arbeiten,  die  in 
den  letzten  Jahren  von  F.  Klein  und  einigen  seiner  Schüler  veröffentlicht 
sind.^  Im  zweiten  Teile  der  vorliegenden  Arbeit  werden  diese  Formeln 
angewandt  auf  die  Berechnung  der  aus  der  complexen  Multiplication  ent- 
springenden algebraischen  Zahlen  (der  sogenannten  singulären  Moduln), 
mit  Anwendung  verschiedenartiger  Methoden.  Einige  dieser  algebraischen 
Zahlen  finden  sich  in  den  einschlagenden  Arbeiten  von  Hermite,^  Joubeut,* 

^  Acta  Mathematica,  Bd.  6,  8.  329.  Die  mit  I  bezeichneten  Citate  beziehen 
sich  auf  diese  Abhandlung. 

^  Man  vgl.  die  sehr  dankenswerten  Übersichten,  die  F.  Klein  in  den  Berichten 
der  Sächsischen  Gesellschaft  d.  Wissensch.  (2  März  1885)  und  in  den  Mathe- 
matischen Annalcn  (Bd.  26)  über  diese  Untersuchungen  und  ihren  Zusammenhang  ge- 
geben hat.  Von  besonderem  Interesse  ^Yar  mir  die  Dissertation  von  E.  W.  Fiedler,  die 
im  Jahr  1885  der  phil.  Facultät  der  Universität  Leipzig  vorgelegt  wurde,  in  welcher  sich 
viele  der  von  mir  benutzten  Formeln  wenn  auch  in  anderer  Form  finden. 

•  «Hermite,  sur  la  théorie  des  équations  modulaires^  Paris   1859. 

*  JouBERT,  Comptes    rendus   i860,  t.   50. 

Acta  matkematiea,    11.    Imprimé  le  28  Mal  1888. 
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Kronecker.  ^  Die  von  mir  angewandten  Methoden,  die  alle  bisher  be- 
kannten Fälle  umfassen,  vermehren  dies  Material  bedeutend  und  geben  die 
Resultate  meist  in  überraschend  einfacher  Gestalt.  Die  Rechnungen  lassen 
sich  auf  denselben  Wegen  noch  weiter  fortsetzen.  Bezüglich  dieser  Rech- 
nungen bemerke  ich  noch,  dass  dieselben,  mit  Ausnahme  der  in  §  8  behan- 
delten Fälle,  nicht  wie  bei  Hermite  und  Kroneckeu  auf  numerischen 
Rechnungen,  sondern  auf  algebraischen  Umformungen  beruhen,  dass  aber 
trotzdem  vielfach  die  numerische  Rechnung,  die  bei  der  enormen  Con- 
vergenz  der  in  Betracht  kommenden  Reihen  sehr  leicht  ist,  teils  zur  Con- 
trolle  der  Richtigkeit,  teils  zur  leichteren  Auffindung  rationaler  Factoren 
mit  Nutzen  angewandt  wird. 


I.   ABSCHNITT. 
Zur  TranBformationBtlieorie. 

%  1.    Elnführunn  der  Functionen  f{o))  ^ /^{œ)  ^  t\{w\ 

In  der  Abhandlung  I,  §  6,  habe  ich  als  absolute  Invariante  eines 
Systems  doppelt  periodischer  Functionen  mit  den  Perioden  i  ,  a>  die 
Function 

eingeführt,   deren   Entwicklung    nach   steigenden  Potenzen  von  g  den  fol- 
genden Anfang  hat 

(2)  j{a>)^q-\i  +  744?^  +  ...). 

Hierin  ist,  wenn  w  das  Periodenverhältniss  bedeutet 

q  =  c^'" . 

Von  derjenigen  Function,  welche  Dedekind  (Journal  für  Mathematik, 

Bd.  83)  die  Valenz  von  (o  nennt,  die  mit  der  von  F.  Klein  als  absolute 

^ t 

*•  Kronecker,  Monatsberichte    der  Bcriiucr  Akademie,  26  Juni   1862. 
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Invariante  J{(ji>)  bezeichneten  Function  übereinstimmt,  unterscheidet  sie 
sich  durch  einen  Zahlenfactor,  so  dass  j{a})  =  ij  .6^J[o})  ist.  Per  Grund, 
der  mich  zu  dieser  Abweichung  von  der  sonst  schon  gebräuchlichen  Be- 
zeichnung, zu  der  ich  mich  ungern  entschloss,  bewog,  war  der,  dass  die  der 
complexen  Multiplication  entsprechenden  singulären  Werte  vony(a>)  ganze 
algebraische  Zahlen  sind,  was  für  J{(o)  nicht  der  Fall  ist.  Derselbe  Um- 
stand hat  mich  auch  zu  den  folgenden  Einführungen  bewogen,  welche 
sich  übrigens  auch  sonst  als  zweckmässig  erweisen. 

An  Stelle  der  Invarianten  g^ ,  g^  (I,  §  6)  benutze  ich  die  von  ihnen 
durch  Zahlenfactoren  verschiedenen  Functionen 

rM  =  3  v/4//2(û>)  =  vj>)       =  i~K^  +  248g'  +  . .  0^ 

(3)  

rz{^)  =    54ffM  =  v!;'- 27.64=  g""'(i  —  492?'  +  ...)» 

und  an  Stelle  der  HERMiTE'schen  Functionen  jr(a>) ,  ^^(û>)  , /(cw)  (I,  §  4) 
sollen  drei  Functionen  f{(o)  y  f^{a))  ,  f^{ù))  eingeführt  werden,  welche  mit 
denselben  in  folgendem  Zusammenhang  stehen: 

(4)  ^^(-)=^-V2\/, 

^^(^)=7(^  =  V2VF' 

Diese  drei  Functionen  lassen  sich  in  folgender  Weise  durch  die  Function 
ij{a))  darstellen: 

/i  +  û»\ 

f{a>)^e  '*    \    /> 
^    '  7(0») 

(5)  \,,       '(f) 
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Führt  man  hier  das  unendliche  Product 


(6)  ,(a,)  =  y"n(i-./0 

1  ,  CO 

ein,  so  erhält  man 


l       w 


(7)  fM-=<J  ^^n(i-r/"-'), 

1   ,00 


1,« 


woraus  die  Reihen: 

/■»  =  v/2!7^(> +  !/'+!/*+ 2?*+ 2g«+ 3«/"+...)- 

Zwischen  den  drei  Functionen  f{(a) ,  f^{a)) ,  f^{<o)  bestehen  die  aus  (4) 
sich  ergebenden  beiden  Relationen 

(9)  f{a,)f,{<o)f,{<o)  =  ,11, 

M  f{a>y  =  /;(a,)«  +  f,{<of. 

Die  Invariante  ^^{(o)  lässt  sich  durch  f{û))  in  der  Weise  ausdrücken 

(11)  TÅ^)  = — ^— ' 

so  dass  /*%  —  /Ï* ,  —  f^  die  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung 

x^  —  XY^{(û)  —  16  =  0 
sind,  deren  Discriminante  4/^3  (ûi)'  ist,  Avorans 

(12)     rÅ<^).  =  Î  [fH'  +  fÅ<oy][f{o>y  +  fÅ^TMo^y  -  f,{o>y] 
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Mittels  der  Formeln  (5)  erh&lt  man  (nach  I,  §  5,  7,  8)  die  zur  Trans- 
formation erster  und  zweiter  Ordnung  gehörigen  Fundanientalformeln 


r{o>  +  0  =  e~*f,{o>), 
('3)  f,{o>+i)^e''^'f{o,), 

(u)  A(-r.)  =  /"»' 

/!l(û')/',(2û>)  =   v'2' 

A(^)/-,(")  =  s2, 


('5) 


Ich  führe  noch  die  Formeln  für  die  allgemeine  lineare  Transformation 
der  Functionen  fjf^jf^^  an,  die  man  aus  den  bekannten  HERMiTE'schen 
Formeln  für  die  Transformation  der  Functionen  f  ,  Ç& ,  /  erhalt,  die  sich 
aber  auch  (wie  in  I,  §  5  angedeutet)  leicht  mittels  der  Transformation  der 
Function  yj{(o)  aus  (5)  herleiten  lassen.^  Ich  gebe  diese  Formeln  tabel- 
larisch, indem  in  der  ersten  Colonne  die  nach  dem  Modul  2  reducierten 


*    Vgl.  MoLiEN,   Über  gewisse  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  auftretende 
Einheitstcurzeln,     Berichte  der   Sachs.   Geselisoh.    d.   Wissensch.,   1885. 

Aetn  mathemmtiea,    11.    Imprimé  !•  26  Mal  1888.  43 
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Transformationszahlen  a  ^  ß  ^  y  ^  d  stehen  wonach  sechs  mögliche  Falle  zu 
unterscheiden  sind. 


(i6) 


CS 

c:) 

/  2  \   ¥<••-«„    , 

.(DrT'^^.H 

p(^^è^''a<o) 

c:) 

/  2  \  -fi-J-rt  .   , 

.  />(-^)^"''/.(-) 

pi^y-^-'fM 

c;) 

J2\    *^(aß^r!>y.,     , 

-,{$)^^'m 

c  :) 

(2\  ~iaß+ri) 

-/,(|)rT\w 

-*Jlaß 

—  pe     8     Au») 

c:) 

(2\   _îi-V+^) 

-/'^«"'■^"'^/•.H 

Cl) 

/2\    Î^(«/S+?«)^,    . 

-pi^^^^^fM 

J^iaß-^ar-^ßd^aß*r) 


(i8) 


(17)  p  =  e 

Für  die  lineare  Transformation  von  ;•, ,  ;-,  erhalt  man 

Als  Ergänzung  der  Sätze  am  Schluss  von  Abhandlung  I,  §  7,  ergiebt 
sich  noch  als  unmittelbare-  Folgerung  jener  S&tze  (n*^  i) 

I.)      Wenn   eine   Function  von  œ,  als  Function  von  V  überall  einen 
algebraischen  Character  hat,  und  durch  die  beiden  Substitutionen 

{(o,ù)  +  2)  ,  (a}y  — ^j 
ungeändert  bleibt,  so  ist  sie  eine  rationale  Function  von  f{o}y*. 
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2.)     Bleibt  eine  solche  Function  ungeandert  durch  die  Substitutionen 


(û>,ûi  +  2r),  (û>r— ^) 


worin  r  ein  Teuer  von  24  und  rr^  =24  ist,  so  ist  sie  eine  rationale  Func- 
tion von  f{a})\ 

Denn  bezeichnen  wir  eine  solche  Function  mit  f>{o))  und  setzen 


e  =  e    ^ 


so  ist  nach   i.)  für  jedes  ganzzahlige  s 

f{œy^^[ç^{œ)  +  sj^(û>  +  2)  +  sV(û>  +  4)  +  . . .  +  e^-V[û>  +  2(r  —  i)]} 
eine  rationale  Function  von  /*(û>)'*. 


g  2.    Die  Tra/nsformation  n^*"  Grades. 

1st  n  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  und 
(i)  n  —  ad 

irgend  eine  Zerlegung  derselben  in  zwei  Factoren,  ferner  c  eine  nach  dem 
Modul  a  genommene  Zahl,  so  dass  a  ^  d  j  c  keinen  gemeinschaftlichen 
Teiler  haben,  so  sind  die  Grössen 

deren  Anzahl,  wenn  p  die  sämmtlichen  in  n  aufgehenden  von  einander 
verschiedenen  Primzahlen  durchlauft 

(3)  »'=«llO+i) 

ist,  die  Wurzeln  einer  Gleichung  y**"  Grades,  deren  Coöfficienten  rationale 
Functionen  von  y  (û>)  sind,  der  Invariantengleichung  (I,  §  16). 
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Diese  Thatsache  ergiebt  sich  sehr  einfach  aus  der  Bemerkung,  dass 
durch  die  Substitutionen 

(4)  (;;^)  =  (<»>'»  +  '). 

(5)    .  (_:;:)=(<-.^'). 

die  u  Grössen  (2)  nur  unter  einander  vertauscht  werden.     Es  ist  nämlich 

w  (:;:)(;;:)=a;:)(:.;:). 

wenn 

(7)  c'  =  c  +  d  —  Aa, 

und 

ad  —  ßr^  I, 


wenn 

(9) 


aa'  +  ß&  =  o,  ßd'  =  a, 

j-a'  +  d&  =  ^d,         dd'  =  c. 


Hiernach  ist  d'  als  grösster  gemeinschaftlicher  Teiler  von  a  und  c,  und 
dadurch  wegen  a'd'  =  n  auch  a'  bestimmt,  und  dann  ergiebt  sich  &  aus 
der  Congruenz 

(10)  cc' =  —  dd'  (modn). 

Aus  (9)  folgt  sodann 

ad  =  —  c'y  ßd'  =  a,         ßd  ^  a\ 

(11) 

—  pi  =  cc'^  dd'y         dd'  =  6', 

und  d  ist  der  grösste  gemeinschaftliche  Teiler  von  a' ,  c'. 

Hieraus  schliesst  man,  dass  die  Grössen  (2)  durch  die  Substitutionen 
(4),  (5)  nur  unter  einander  vertauscht,  und  die  symmetrischen  Functionen 
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derselben  nicht  geftndert  werden.  Letztere  sind  daher  rationale  Func- 
tionen von  y(û>)  w.  z.  b.  w. 

Die  Invariantengleichung  ist  irreducibel  in  dem  Sinne,  dass  sie  sich 
nicht  in  Factoren  niedrigeren  Grades  zerlegen  lasst,  deren  Coôflfîcienten 
rationale  Functionen  von  y(û>)  sind,  wie  man  am  einfachsten  aus  der  fol- 
genden Zusammensetzung  von  Transformationen  w**""  Ordnung  erkennt. 

Man  bestimme  bei  gegebenen  a  j  c  j  d  die  Zahl  x  so,  dass 

a  =  ax  '\'  Cj         ß  =  d 

ohne  gemeinschaftlichen  Teiler  sind,  und  dann  f  ^  d  so  dass 

a^  —  ßy  =^  I . 
Es  ist  dann  . 

(^^)  \o\n)\r\d)^\dr-cd]ad)\c\dr 

und  daraus  folgt,  dass  durch  die  Substitution 


( 


r  +  Sf^\ 


welche  i{(o)  ungeändert  Iftsst,  /(wû>)  in 

übergeht.  Wenn  also  eine  rationale  Function  von  u  undy(cw)  fftr  u=j{na)) 
verschwindet,  so  verschwindet  dieselbe  auch  für  die  sämmtlichen  Grössen 
(2),  und  da  letztere  von  einander  verschieden  sind,  so  ist  damit  die  Irre- 
ducibilitat  bewiesen. 

Wenn  nun  irgend  ein  System  von  v  Functionen  von  œ  vorliegt,  ent- 
sprechend den  V  Zahlensystemen  a  ^  c  ^  dj  die  wir,  da  bei  festgehaltenem 
n  durch  a  die  Zahl  d  mitbestimmt  ist,  mit 

bezeichnen,  welche  ebenso  wie  die  Functionen  (2)  durch  die  Substitutionen 
(4),  (5)  in  «P^  0  permutiert  werden,  so  sind  dies  gleichfalls  die  Wurzeln 
einer  Gleichung  v^°  Grades,  welche  rational  von  j{o})  abhftngt,  und  es 
lasst  sich   0^^^  rational  durch 

(c  +  dû}\ 


jfç-^)  "n<^  >(«») 
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ausdrucken.     Letzteres  folgt  in   bekannter   Weise   daraus,   dass   für  jedes 
ganzzahlige  r  die  Summe 


^*...>(^-)' 


durch  die  Substitutionen  (4),  (5)  ungeändert  bleibt,  und  daher  eine  ra- 
tionale Function  von  j{iû)  ist. 

Die  Werte  von  ^„  ^  sind  entweder  alle  von  einander  verschieden 
und  dann  ist  die  betreffende  Gleichung  irreducibel^  oder  sie  zerfallen  in 
Grruppen  von  gleich  viel  unter  einander  gleichen. 

Indem  wir  diese  Transformationsprincipien  auf  die  Functionen  /*,  /J ,  f^ 
anwenden,  setzen  wir  n  als  ungerade  voraus,  und  nehmen  was  alsdann 
freisteht 

(13)  c  =  o  (mod  i6), 
und  wenn  n  nicht  durch  3  teilbar  ist 

(14)  c  =  o  (mod  48) 

an,  was  natürlich  auch  für  die  aus  (7),  (10)  bestimmten  Zahlen  c* 
gelten  soll. 

Wird  zur  Abkürzung 

f{(û)  =  w,  /;(cw)  =  Wp  /;(û>)  =  w„ 

(^5)       Je  +  doj\  ^  /2\  .  /c  +  àa)\  /2\  .  (c  +  dœ\ 

gesetzt,  so  erhält  man  mit  Benutzung  der  linearen  Transformationsformeln 
§  1  (16),  wenn  man  auf  die  Änderungen  des  Zahlensystems  a  yd,  c  y  wie 
sie  durch  (7),  (9),  (10)  characterisiert  sind,  in  der  Bezeichnung  keine  Rück- 
sicht nimmt,   folgende  zusammengehörige  Vertausch  ungen: 

(16)  —^^',U,U,,U^]pV  ,       pV^        ,     ßV,, 

Tri  fft  Jti  nri  nni  nTzi 
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worin  p  ,  ü  dritte  Einheitgwurzeln  sind,  welche,  falls  n  nicht  durch  3 
teilbar  ist,  den   Wert  î  haben. 

Hieraus  schliessen  wir  nun  durch  eine  Wiederholung  der  letzten  Sub- 
stitution (16),  gestützt  auf  den  Satz  am  Schlüsse  des  §  I,  dass  die  drei 
Reihen  von  je  v  Grössen 

Cr)      r(:-^)  ■  m^'')  ■  m^^-) 

falls  n  nicht  durch  3  teilbar  ist,  die  Wurzeln  je  einer  Gleichung  v***" 
Grades  sind,  deren  Coéfficienten  rational  von  /"(oi)  resp.  /^(û>)  , /^(û;)  ab- 
hängen. Ist  der  Transformationsgrad  n  aber  durch  3  teilbar,  so  kommt 
diese  Eigenschaft  den  Guben  der  Grössen  (17)  zü.  Ebenso  ergiebt  sich, 
wenn  r  ein  Divisor  von  24  ist,  eine  solche  Gleichung  für 


r{^r- 


deren  Coöfficienten  rational  von  f{o}y  abhängen.  Diese  Gleichungen  wollen 
wir  die  ScHLÄFLi'schen  Modulargleichungen  nennen.  (Schläflt,  Journal 
für  Mathematik,  Bd.  72.) 


%  3.    Brincip  zur  Aufstellung  von  TrtMnM/artnati^y^^sgleiehungen. 

Wir  betrachten  im  Folgenden,  immer  unter  Voraussetzung  eines  un- 
geraden w,  rationale  Functionen   0„,,  der  sechs  Grössen 

(,)     rt.) ,  «») ,  f,M ,  rf4^) ,  {r)r.{t±^) ,  (|)r.C-^). 

welche  durch  die  Substitutionen 

(2)  ^û>,— ^j,(o>,û>  +  i) 

in  einander  übergehen,  und  demnach  Wurzeln  von  Transformationsglei- 
chungen sind,  welche  rational  von  ;(û>)  abhängen. 

Diese  Gleichungen  sind,  wie  oben  gezeigt,  entweder  irreducibel  oder 
Potenzen  von  irreducibeln  Gleichungen. 

Sind  die  0^^  ff(^nze  rationale  Functionen  der  Grössen  (i)  oder  ent- 
halten sie  im  Nenner  nur  Potenzen  dieser  Grössen  (i),  so  wird  keine  von 
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ihnen  für  einen  endlichen  Wert  von  j{w)  unendlich,  und  dieselben  sind 
also  ganze  algebraische  Functionen  von  y(û>),  d.  h.  wenn  in  der  Trans* 
formationsgleich  ung,  deren  Wurzeln  die  0^^  »î^^d,  der  Coefficient  der 
höchsten  Potenz  der  Unbekannten  =  i  ist,  so  sind  die  übrigen  Coßffi- 
cienten  dieser  Gleichung  ganze  rationale  Functionen  von  ;(a>). 

Richtet  man  nun  die  Functionen  0„^^  durch  geeignete  Bestimmung 
gewisser  Constanten  so  ein,  dass  sie  fftr  q  =  o  endlich  bleiben,  so  werden 
dieselben  auch  für  ein  unendliches  /(oj)  alle  endlich  bleiben^  die  Coeffi- 
cienteh  jener  Gleichung  werden  mithin  constant  und  die  Functionen  0^,. 
selbst  sind  alle  einer  und  derselben  Constanten  gleich. 

Auf  diese  Weise  ist  man  dann  zur  Aufstellung  einer  Transforma- 
tionsgleichung gelangt,  wenn  auch  nicht  in  expliciter  Form. 

Bezüglich  der  Bildung  solcher  Functionen  0^,,  gelten  die  folgenden 
Bemerkungen. 

I.)  Hat  man  zwei  dieser  Functionen  0,  die  wir  in  der  Folge  immer 
mit  A ,  B  bezeichnen,  so  ist  jede  ganze  rationale  Function  von  Ä  ,  B 
ebenfalls  eine  solche  Function  0^  und  man  kann  die  gesuchte  Modular- 
gleichung  in  Gestalt  einer  rationalen  Gleichung  zwischen  A ,  B  aufstellen. 
Denn  ås.  A  ^  B  algebraische  Functionen  von  einer  Variablen,  y(û>),  sind, 
so  lasst  sich  durch  Elimination  von  j{o))  immer  eine  solche  Gleichung 
zwischen  A ,  B  herleiten.  Damit  aber  diese  Gleichung  eine  wirkliche 
Transformationsgleichung,  nicht  eine  Identität  sei,  ist  selbstverständlich 
erforderlich,  dass  aus  den  Functionen  A  ,  B  sich  nicht  die  sämmtlichen 
Variablen  (i),  wenn  man  sie  als  unabhängig  oder  nur  durch  die  zwischen 
den  Functionen  fjf^yf^  bestehenden  Relationen  verbunden  betrachtet, 
eliminieren  lassen. 

2.)  Wenn  n  keinen  quadratischen  Teiler  hat,  so  hat  man  nur  dafür 
zu  sorgen,  dass  die  Functionen  0^^  für  q  =  o  endlich  bleiben,  denn 
daraus  folgt  durch  Vermehrung  von  w  um  eine  ganze  Zahl  die  Endlich- 
keit der  übrigen. 

3.)  Ist  n  eine  Primzahl,  und  hat  die  Function  0^,.  die  Eigenschaft 
durch  Vertauschung  von 

f{o>),       fM,        aw) 


mit 


K-^) .  ©<-^t'^)  •  m^) 
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ungeändert  zu  bleiben,  so  genügt  der  Nachweis  der  Endlichkeit  von  0i^qj 
woraus  durch   Vertauschung   von   w  mit  win  die   Endlichkeit  von   (iP„^o* 
und  daraus  nach   i.  die  der  übrigen  folgt. 

4.)  Eä  ist  nicht  immer  erforderlich,  dass  die  in  n°  i.)  erwähnten 
Functionensysteme  A ,  B  durch  die  Substitutionen  (2)  vollständig  un- 
geândert  bleiben.  Dieselben  können  auch  Einheitswurzeln-  als  Factoren 
annehmen,  wenn  nur  solche  Producte  A^ff  benutzt  werden,  in  welchen 
diese  Einheitswurzeln  dieselben  sind.  Man  erhalt  alsdann  ein  Functionen- 
system   0^,.  in  der  Form 

welches  die  Eigenschaft  hat,  dass  eine  Potenz  desselben  durch  die  Sub- 
stitutionen (2)  ungeändert  bleibt,  worauf  man  die  obigen  Schlüsse  un- 
geandert  anwenden  kann.  Die  weiter  unten  folgenden  Beispiele  werden 
dies  Verfahren  klar  legen. 


%  4.    Die  Schläfli' sehen  Modula/rgleiehungen. 

Wenn  die  Transformationsgleichung,  welcher  die  Functionen  0^,, 
genügen,  nicht  von  ,/(û>),  sondern  von  f{a})  rational  abhängen,  wie  bei 
den  ScHLÄFLi'schen  Modulargleichungen,  so  ist  das  im  vorigen  Paragraphen 
entwickelte  Princip  nicht  unmittelbar  anwendbar.  Wenn  es  in  diesem 
Falle  auch  gelungen  ist,  die  Functionen  0^,,  so  zu  bestimmen,  dass  sie 
für  g  =  o  endlich  bleiben,  so  folgt  daraus  noch  nicht,  dass  die  Coéflfi- 
cienten  der  Transformationsgleichung  für  0^,,  constant  sind,  da  dieselben 
eine  Potenz  von  f{a})  im  Nenner  enthalten  können.  Man  kann  aber 
durch  einen  kleinen  Zusatz  auch  in  diesem  Fall  unser  Princip  anwendbar 
machen.  Es  geht  nftmlich  (nach  §  1,  15)  durch  die  Transformation  zweiter 
Ordnung 


(■)  (<"  •  :-^) 


f{a})   in    yj2:f{ù})    über.     Wenn    man    daher  die  Functionen   0^^^  so  be- 
stimmt,   dass    sie    durch    die    Vertauschung    (i)   nur  unter  einander  ver- 

Aet«  mathétnatiea.    11.    Imprimé  le  28  Maf  1888.  44 
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tauscht  werden,  so  haben  die  Coêfficienten  der  Transformalionsgleichung, 
deren  Wurzeln  diese  sind,  die  Eigenschaft,  durch  die  Vertauschung 

sich  nicht  zu,  ändern,  und  sind  also  ganze  rationale  Functionen  von 

Bleiben  diese  nun  für  g  =  o,  also  -für  f{o))  =  oo  endlich,  so  müssen  sie 
constant  sein  und  alles  ist  wie  in  dem  vorigen  Fall. 

Um  Functionen  0^,,  wie  die  hier  geforderten  zu  bilden,  suchen  wir 
zunächst  für  ein  gegebenes  Zahlensystem  a  ^  c  y  d  die  Zahlen  a  j  ß ,  j'  ^  dy 
a'y  c',  d!  so  zu  bestimmen,  dass 

(3)         (:;^)(-;;;)=e.l)(-;:;)(:;:^.> 

(4)  ad  —  ßr=i. 

Dieser  Ansatz  führt  zu  den  Gleichungen 

a  =  c'{a  +  ß)  +  a'{a  —  ß),  «  =  d'{a  +  ß), 

(5) 

c-d  =  c'(r  +  à)  +  a'{r  —  à),        e  +  d  =  d'(x-\-  d). 

Hierdurch  ist  zuntUshst  d'  bestimmt  als  der  grösste  gemeinschaftliche  Teiler 
von  a  und  c  +  <?,  und  aus  n  =  a'd'  ergiebt  sich  «'. 
Man  erhält  dann  aus  (5) 

"^^P-J'  a  —  ß- , 

(6) 

c  +  d  r,{d'-c')-d(d'  +  c-) 

woraus  für  c'  die  beiden  Congruenzen  folgen: 

(7)  C— i-^=c  — f/,         ^'J=«  (moda'), 

welche  mit  einander  vertraglich  sind  und  c*  nach  dem  modul  a'  voll- 
ständig bestimmen.  Ausserdem  soll,  wie  immer,  c'  durch  16,  und  wenn 
n  nicht  durch  3  teilbar  ist,  durch  48  teilbar  sein. 
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Aus  den  Formeln  (6)  ergiebt  sich,  dass  entweder  a ,  à  gerade,  ß ,  j- 
ungerade  oder  a ,  ô  ungerade,  ß ,  j-  gerade  sind,  und  im  ersten  Fall 
ßr  =  n  (mod  8),  im  zweiten  j'd  =  n  (mod  8),  ferner  in  beiden  Fallen 
aß  —  r^  =  o  (mod  i6),  und  wenn  n  nicht  durch  3  teilbar  ist, 

aß  +  aj-  +  ßd  —  aß\  =  o  (mod  2). 

Hiernach  ergeben  sich  nach  §  1  (16)  folgende  zusammengehörige 
Vertauschungen 

m.  ■    /■(^> 


a>, 


worin,    wie   oben,   p   eine    dritte  Einheitswurzel  bedeutet,  welche,  falls  n 
nicht  duröh  3  teilbar  ist,  den  Wert   i   hat. 

Definieren  wir  hiernach  die  beiden  Functionen 


(  \      a      )  ]   +  1  ^  c  +  diô 


(9)  ■  "" 

worin   r ,  s  ganze  Zahlen   sind,  so  ergiebt  sich,  wenn  r^  als  Divisor  von 
24  so  bestimmt  wird,  dass 

(n  —  i)rrj  =  o,         (n  +  i)5rj  =  o  (mod  1 2), 

nach  §  2  (16),  das  folgende  System  von  Vertauschungen,  (wobei  auf  die 
Änderungen  der  Zahlen  a ,  c ,  rf  nicht  Rücksicht  genommen  ist) 

tt>,  -4,  jB, 


(10) 


I 


û,  +  2r„         (-1)    -»    A,         (-1)    "    5, 


•  I 


û;  +  I 


©'^'       ©'«■ 
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und    diese    Functionen    sind   also    zur   Anwendung    des  im  vorigen  Para- 
graphen dargelegten  Princips  geeignet. 

Ist  n  eine  Primzahl  so  genügt  nach  den  Bemerkungen  des  vorigen 
Paragraphen  die  Betrachtung  des  Falles  a  =  i ,  für  welchen  man  die 
Entwicklungen  hat 


(n-Dr     u        ,        ,     ^«rsw-nv..  <*»-'>^     ^ 


Die  Wahl  der  Zahlen  r  y  s  ist  an  sich  willkürlich.  Für  kleinere  Zahlen 
r ,  s  wird  man  im  Allgemeinen  einfachere  Resultate  zu  erwarten  haben. 
Indessen  ist  die  zweckmässigste  Wähl  nicht  5  =  i  ,  r  =  i ,  sondern  die, 
bei  welcher 

(n—  i)r  (n  +  Qg 

24       '  24       ' 

welches  die  Exponenten  der  höchsten  Potenz  von  q~^  in  den  Entwick- 
lungen (11)  sind,  Brüche  mit  demselben  Nenner,  und  zugleich  r,5  mög- 
lichst klein  werden.  Eine  andere  Wahl  würde  gewisse  Potenzerhebungen 
nötig  machen.  Ausserdem  müssen,  für  ein  durch  3  teilbares  n,  auch 
r ,  s  durch  3  teilbar  sein. 

Um  die  Anwendung  des  Princips  im  einfachsten  Fall  etwas  ausführ- 
licher darzulegen,  sei  n  =  3,  also  r  =  6  ,  5  =  3,  und 

^  =  ï"  *  -  5  (?*  +  . . . ,         5  =  r  ^  -  5  Î*  -  . . . , 
woraus,  da  -4  —  B  keine  negativen  Potenzen  von  q  enthalt: 

A  —  B  =  o 

als  Modulargleichung  folgt. 

Auf  diese  Weise  findet  man  folgende  Formeln,  worin 

gesetzt  ist. 
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^  —  5  =  O. 

^  —  B  +  7  =  o. 

\i;/         \«/  '  UV 

A'  +  6^*  +  A'—2oA  —  B  =  o. 
^='  — lf'+  17AB  —  34A''  +  34ß+  116^  +  440  =  0. 


»=7. 


n  =  1 1. 


«V 


^^»  — ß'^-  I9^B'— 95^*ß+  109.4»+  12SB'—  12SA  =  o.* 


'  Die  bei  Berechnung  dieser  Formeln  benutzten  Reihenentwicklungen,  die  man  behufs 
Terifioation  derselben  nur  einsusetzen  hat,  sind,  soweit  sie  gebraucht  werden,  folgende: 


V 


»  =  3.  ^  =  B  =  2   *(i  —  52  . . .) 

»  =c  5.  A  =  B  =  g~*(i  ~2q  .  . .) 

n  =  7.  A=  q-\l  —  4?  •    •) 

B  =  q-\l+  ïïq...) 

»=II,  A  =  q~^(l —6q  +  2\q*  ..  .) 

B  =  q-^(l-    q+     2q\..) 

n=l3.         A  =  q~^(l  +  2q*—    2q* . . .) 

B  =  3~*(i  +6q   +  15?'  +  263» . . .) 
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Aus  diesem  ersten  System  leitet  man  ein  zweites  und  drittes  her 
fOr  die  Functionen  /J ,  /^ ,  indem  man  œ  durch  œ  +  i  und  darauf  w 
durch  —  i  :ù)  ersetzt  (§  2,  1 3).  Diese  beiden  Systeme  haben  dieselbe 
Form,  nur  dass  einmal 

das  andere  mal 

ZU  setzen  ist. 

II.      «=3.  ^,=(i)-_(î..)',        B.=«W+^1 

■  A,+B,=o. 

„-7.  ^,  „  (ïi)'+ (!)•,        «,  =  .W  +  ij; 

^,  —  B,  —  7  =  o. 

■      »  =  ■■■     ^.  =  (";;)■-©■      ^.  ="■"'+ à-' 

^1  +  ^  +  ^  —  2^1  =  O. 

»=13.         ^,  =^  — ^,  Bi  =  u\v\  +  ~; 

'  t>,         M,  1111    ^«^« 

-4Î  —  6A\  +  A\+  20A,  +  Bi  =  o. 


n  =  17.        ^  =  2-'(i  —35-4-  63'  —  132»  +  253*  —  392'  +  jôq' . . .) 
B  =  q-'(l  +4q  +  6q*+     Sq*  +  IJq*  +  28g'  +  54?*  ■  •  ) 

n  =  19.  Ä  =  q~^{l  —  2q  +  3g«  —  55«  +  113*—  13g»  +  243«— 28g' .  .  .) 

B  =  g~*(l  +  3g+ 3g'  +  4g*+    9g' +    4g»  +  39g*  — 27g' . .  .)• 
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n  =17.         A,^  P)'+  ( --'- )\         J5,  =  u\v\  +  -i^.; 
'         \v,/         V"i  '  mJp; 

-4Î  —  5?  ~  1 7J,B,  —  34i4J  —  34F,  +  116A,  +  440  =  o. 

«-,9.        A  =(';;)'- (^)',        B.  =  «W  +  ^i 
^î  +  BJ—  19ABÎ  +  95^lBi  —  ^ogAl  +  12SB,—  128^,  =  o. 

%  5.    IHe  irrtUtimulen  Mod/ulargletchungen» 

Noch  einfacher  gestaltet  sich  dîe  Anwendung  unseres  Princips  (§  2). 
bei  den  folgenden  Annahmen. 
Wir  setzen  wie  oben 

u  =  f{ù))j  u^  =  /;(û>),  «,  =  /;(û>), 

(O  /c  +  rfro\  /2\  .  /c  +  dù}\  /2\  ^  /c  +  dfo\ 

so  dass  sich  aus  §  2  (16)  die  Vertauschungen  ergeben 


Wy 

UVy 

"i«i> 

«,v„ 

(2) 

- 

I 

UV  y 

(ii  +  I)<rt              ( 

n  +  Dif/ 

w 

+ 1, 

e      '*    «,?',  ,  e      ^*    UV  y  e 

Nimmt 

man 

also 

(3) 

«  +  I  =0 

(mod  8) 

an  und 

setzt 

1 

/ 

'2A 

=  UV 

(4) 

B 

=  uvu^v^  +  uvu^v^ 

«+1 

+  (—  l)  «   «,Vi«,t', 

n+1 
__   _? I ?_      I      / I  \    8     ^ 
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8o  gehen  aus  (2)  die  .Vertauschungen 

hervor 

to, 

^. 

B, 

(5) 

A, 

B, 

TTiin  +  l) 

»rf(n  +  l) 

û>  +  I ,  c    "    ^,  e      ''    B. 

Unter  der  Voraussetzung  dass  n  eine  Primzahl  ist,  hat  man  also  nach 
§  3  aus  A  j  B  ganze  rationale  Functionen  zusammenzusetzen,  welche 
unter  der  Annahme  a=  i  ,d  =  n,c  =  o  för  q  =  o  nicht  unendlich 
werden,  Avelche  nur  solche  Glieder  A^lf  enthalten,  in  welchen  (w  +  i)(Ä — h) 
'bei  der  Division  mit  24  einen  und  denselben  Rest  lassen,  und  diese  Func- 
tionen Constanten  gleich  zu  setzen,  deren  Wert  sich  aus  g  =  o  ergiebt. 
Auf  diese  Weise  erhält  man  durch  sehr  einfache  Rechnung  ^ 


(6) 


n  =  7, 

A  =  0, 

«=  23, 

A=i, 

w  =  31, 

{A*  —  By  —  A  =  o, 

n  =  47, 

A''      A       5=2, 

n  =  71, 

A*       4^»  +  2A       1 

B=  I. 


Ist  n  eine  zusammengesetzte  Zahl,  so  bestehen  gleichfalls  solche  Glei- 
chungen zwischen  A  und  JS,  zu  deren  Ableitung  aber  nicht  die  Be- 
trachtung des  einen  Transformationsfalles  (a  =  i)  ausreicht;  und  die 
demgem&ss  auch  weniger  einfach  ausfallen.   Wir  führen  nur  die  Formel  an: 

(7)  w=i5,         A^  — AB +1=0. 


'   Man  benutzt  dazu  die  für  n>  7  richtigen  Entwicklungen 

UV  =  Î      M  (,  ^  ^  +  g«  +  ^4  ^  ^5  ^  ^«  ^  ^7  ^  2j» .  .  .) 

n-Hl 

114-1 
W,i;,  =  2q  «  (I   +  ?•  +  3*  +  2(7*  +  29*  +  .  .  .). 
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Für  grössere   zusammengesetzte  Zahlen    werden  sich  weiterhin  einfachere 
Formeln  ergeben. 

Ist   n^s  (mbdS)  Ä^b  sitid   den   Mödulargleichungen  dicr  Functionen 

4^  =  u^v^  —  u\v\  —  ulvly 
(8) 

ZU  Grunde  zu  legen^.für  welche  sieh  die  Vertausch  ungen,  ergeben. 

a>,  Aj  By 


(9)  ""/«'- 


A,  B,  . 


ce>+  1,  e    '    A,  e       '    li,  i> 

und  man  findet  wie  oben 

w  =  3,  ^  =  o, 

. (lO)  M  =  I  I,  A  ^   \j 

:     /n=i9,  A'—7A^—B  =  o. 

1st    n=i   (mod  4)    so    muss    man,    um    zu   analogen    Resultaten    zu 
kommen 

Ti  =  u^v*u\v\  +  w*t;*W2?1  —  u\v\uiv2 

setzen,    was    aber    nur    ftlr    den    ersten    Fall    rt  ^  5    zu    einer  einfachen 
Formel  führt 

(11)  n  =  5,         A  =  i.y 


^  Die  in  tiiesem  Paragraphen  enthaltenon  Formeln  finden  sich  teils  in  der  in  der 
Einleitung  erwähnten  Diftsertation  von  E.  PïBDLKR,  andere,  wie  die  für  n  =  47  ,  Jl  lassen 
sieh  aus  den  dortigen,  minder  einfachen  herleiten. 

Acta  tnathêmatira.   11.     Imprimé  le  4  Juin  1888.  45 
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1st  n  eine  zusammengesetzte  (ungerade)  Zahl  und 
(i)  n  =  n'n" 


eine  Zerlegung  derselben  in  zwei  Factoren  n' ,  n"  die  zu  einander  relativ 
prim  sind,  so  gehört  zu  jeder  Transformation  n***  Grades 

je  eine  und  nur  eine  Transformation  der  Grade  n' ,  n" 

welche  durch  folgende  Bedingungen  bestimmt  sind 

ad  =  n,         n'd'  =  «',         a"d"  =  »", 

(4)  a'a"  =  ff,         d'd"  =  rf, 

.  (i"c'  =  e  (mod  «').         ^''c"  =  c  (mod  a"). 

Nach  (4)  sind  d' ,  rf"  bestimmt  als  die  grOssten  gemeinschaftlichen  Teiler 
von  d ,  n'  und  yon  d ,  n".  Bildet  man  die  zusammengesetzten  Trans- 
formationen 

/a,o\/     o,  i\  _  /«,/9\/a,  ,o\ 

Vc,d;U,,o;-lr,^/\c.,d./' 

/a",0\/      Q,'\_/«",^'\/».',0\ 

\c",d"A-i,o;     \r",rAc;',d;',r 

/a,o\/i,o\  _  /i,o\/a,o\ 
(6)  /«%0\/'iO\_  /t,o\/a',o\ 
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SO  ergiebt  sich  aus  den  Formeln  (6)  bis  ( 1 1)  §  2  leicht,  dass  auch  die 
Transformationen 

w  c:;^.  (:;;:;).(:;■•:;■) 

und 

(*^  U>d)'(c;!d')'U'',d") 

sich   nach  den  Formeln  (4)  entsprechen,'   und  daraus  schliesst  man  wie 
in  §  2  dass  die  Invarianten 


■  /c'  +  d'w\      ./e"  +  d"a,\ 


'  Fttr  die  ZusammenAetzuDgen  (5)  ergiebt  sich  Dämlich  nach  S  ^  àtM 
d^  der  grösate  gemeinsame  Teiler  von  a   und  e, 

d'i  »  »  ^        ^     a'     ^     c\ 

ferner 

cCj  =  —  ddj  (mod  n),         cc[  =  —  d'di  (mod  n), 

c 
c  j*  =  —  dj  (mod  a) 

nod  da  saoh  (4) 

c  =  d"c'  (mod  a)     und     a  =  a'a",         d  =  d'd"     ist 

c'  j;  =  —  d,   (mod  a')     oder     cc^  ~  —  d'dj  (mod  n  ), 

also 

c'(c,  —  d'i'ci)  =  o  (mod  n') 

nod  ,,  , 

a'(c^  —  d'ic'i)  =  o  (mod  w'), 

weil  Ct  and  e[  daroh  d'  teilbar  sind.     Da  nnn  d[  der  grossie  gemeinschaftliche  Teiler  von 
a',  c'  and  n'  =  djai  ist,  so  folgt  hieraas,  in  Obereinstimmang  mit  (4) 

Ci  =  di'ci  (mod  ai). 

Pttr  die  Zasammensetsang  (6) -ergiebt  sich  das  Gleiche   noch  einfacher  aus  den  Congru-^ 
enien  (S  2,  7) 

c^:^c  +  d  (mod  a),         cj  =  c'  +  d'  (mod  a')j         ^"^'t  =  ^^t  (mod  a'). 
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rat^ional  auôdruckbai*  sind  durch 

fe  +  de 


Je  4-  dio\        .f     X 


Für  die  Anwendung  auf  die  Functionen  /*,  /| ,  f^  ist  noch  eine  Be- 
merkung beizufügen,  welche  sich  auf  den  Fall  bezieht,  dass  n  durch  3> 
teilbar  ist.  In  diesem  Fall  ist  von  den  beiden  Zahlen  w',w"  eine, 
nehmen  wir  an  w",  durch  3  teilbar.  Es  kann  also  dann  d  durch  4.-8 
teilbar  vorausgesetzt  werden. und  die  Zusammengehörigkeit  zweier  Zahlen 
o\  d"  soll  hoch  näher  dadurch  bestimmt  werden,  dass  an  Stelle  der  letzten 
Congruenz  (4)  die  folgende  tritt: 

(9)  d'd'  =  c  (mod  3a"). 

Ist  diese  Congruenz,  wie  in  (4)  angenommen  ist,  für  den  Modul  a"  be- 
friedigt, so  kaçn  man  dieselbe  für  den  Modul  3a"  befriedigen,  indem 
man  zu  c"  ein  Vielfaches  von  a"  hinzufügt. 

Unter  dieser  Voraussetzung  ergeben  sich  für  die  in  den  Transforma- 
tionen (5),  (6)  vorkommenden  Zahlen  a,  ß  j  j' ,  d ,  Å  nach  §  2  (9),  (7)  noch 
folgende  Congruenzeri: 

(10)  r^f'^'^i^         d=rd%\  ^^^^    ^^' 

A  =  n'r  (mod  3). 
Wenden  wir  nun  die  Bezeichnung  u  ,  v  in  demselben  Sinne  an  wie 
in  (15)  §  2  und  geben  den  Buchstaben  v' ,  v"  die  entsprechende  Bedeutung 
für  die  Zahlen  ?i',  n",  welche  v  für  die  Zahl  n  hat.  (wobei  jedoch  stets  die 
Zusammengehörigkeit  nach  den  Congruenzen  (4),  (9)  aufrecht  erhalten  bleibt) 
so  erhalt  man  die  folgenden  einander  entsprechenden  Vertauschungen: 


(Û 


I 

10 


•(II) 


û>  + 


I 
m 


ù)  +  I 


n 


u 


^•i> 


po 


pv. 


pv 


e  "m 


"■i  f 


e   "h   ,  e'*i/„"  ;  oe    "  v. 


ire    '*  V 


p'v" 


p'v',' 


1  ' 
njri   . 


^2  y 


n'ni 


n'iri 


n'iti 


n"rei 
24    -,// 


v[,e    ''v',e''v',;(fe    '*v{',<fe    »*  v" ,  V  e '>i' , 
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worin  />,  <r  dritte  Einheitswurzeln  sind,  welche,  falls  n  nicht  durch  3 
teilbar  ist,  den  Wert  1   haben. 

Auf  Grund  dieser  Betrachtungen  können  wir  auf  zweierlei  Arten  zur 
Bildung  von  Modulargleichungen  für  zusammengesetzte  Transformations- 
grade  gelangen. 

I.)     Ist 

(12)  •  {n'  +  i){tr  +  i)  =  8/i  =  o  (mod  8), 
80  setzen  wir 

(13)  U  =  uvv'v'\  Uy  =  u^i\v[v\' j         Ü^  =  u^v^v'^v'^% 

2A  =  U -i- (- iTiU,  +  ir,), 

Für  die  letzteren  Functionen  ergeben  sich  dann  aus  (11)  die  einander 
entsprechenden   Vertauschungen: 


O) 


f 

A, 

B-r 

I 

p'^'Ä, 

p-^'''+'^ß, 

I» 

«y'+'e  »  A, 

a 

-(«•+ng      s  ß 

(15) 


Sind  die  in  (15)  vorkommenden  dritten  Einheitswurzeln  =  i,  was  eintritt, 
wenn  n  durch  3  nicht  teilbar  und  wenigstens  einer  seiner  Factoren  den 
Rest  2  hat,  oder  wenn  n"  durch  3  teilbar,  n'  den  Rest  2  hat,  so  ist 
jede  rationale  Function  von  A ,  B  Wurzel  einer  Invariantengleichung. 
In  den  anderen  Fallen  kommt  dieselbe  Eigenschaft  dem  Cubus  einer 
solchen  rationalen  Function  von  A  ^  B  zu,  bei  welcher  die  Differenzen 
der  Exponenten  von  A  und  B  in  allen  Gliedern  bei  der  Teilung  mit'  3 
denselben  Rest  lassen. 

Nach  §  3  haben  wir  also  solche  ganze  rationale  Functionen  von  A ,  B 
zu  bilden,  deren  sÄmmtliche  Werte  für  (7  =  o  endlich  bleiben,  und  diese 
Constanten  gleich  zu  setzen.  Sind  aber  n' ,  n"  zwei  Primzahlen,  so  genügt 
es  auch   hier,   wenn  der  erste  von  diesen  Werten,  derjenige,  für  welchen 

U=f{(o)f{n'a})t\n''a>)f{nn''ù}) 
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ist,   keine   negativen    Potenzen    von   q   enthält,   weil  man  aus  diesem  die 
übrigen  ableiten  kann,  indem  man  w  ersetzt  durch 


(i6) 


to      w      w 


urid  dann  a>  nqch  um  ganze  Zahlen  vermehrt. 

Durch  sehr  einfache  Rechnung  ergeben  sich  die  folgenden  Beispiele: 

«  =  15,  A=  i, 

»=2i,  {A''—By  —  Ä^o, 

(17)  «  =  33,  ^'-ß  — ^  =  4. 
»  ==  35.  Ä^  —  B-^  A  =  2, 

«  =  55.         4*  — ß  — 4^'  — ^+ 4  =  0. 
2.)     Ist 

(18)  («'  —  i)(«"  —  1)  =  8/i  =  o  (mod  8), 
so  setzen  wir 


(19) 


wofür  sich  wieder  die  Vertauschungen  ergeben 


Ol, 


Ä, 

B, 

P'-'A, 

P'-'B, 

ff'-'e     »  A, 

<f 

-'e  »  B 

(20)  7 

û>    +     I, 

Auf  diese  Functionen  Iftsst  sich  dasselbe  Verfahren  anwenden  wie  auf  die 
in  I.)  betrachteten,  wenn  man  noch  die  Beschränkung  hinzuffigt,  dass 
man  nur  symmetrische  Functionen  von  A,B,  d.  h.  rationale  Functionen 
von  AB ,  A-^  B  benutzt,  weil  nur  dann  aus  dem  einen  Wert  einer  solchen 
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Function  die  sftmmtlichen  übrigen  durch  die  Vertausch  ungen  (i6)  hervor- 
gehen.    Hier  ergeben  sich  die  folgenden  Beispiele 

«  =  15,         AB  +1=0, 

(21)  «  =  35.         2{A  +  B)-AB^5, 

n  =  39.         2{A  -\-  B)  —  AB=  3. 

Auch  wenn  n  mehr  als  zwei  Primfactoren  enthftlt,  behalten  diese 
Schlüsse  mit  den  nötigen  Modiiicationeu  ihre  Gültigkeit.  Ich  führe  das 
Beispiel  n  =  105  an,  für  welches  man  zu  setzen  hat: 

_  f{.iio)f{S(o)f{7to)f{\OSa,)        f,{2w)r,iSto)f,{7w)f,{lOSto) 

I  /•.(3«»)/;(5o')/.(7<m)/;(ios<") 
"^/•.('«')/;(is«)/;(2i«)/;(35«)' 

B  ^  /'(ft')A'5w)/'(2i«-'>)/'(3S«>)   ,   /;(w)/;(i5<«')/;(2»w)/;(35w) 

I  /,(<'>)?.(' 5w)/;(2W'«)/;(35**) 
"^  a3<o)as<»)U7c^)mosto)  ' 

«  =  105; 


II.  ABSCHNITT. 
Anwendvmgeii  auf  did  complexe  Mnltiplloatlom. 

I  7.    IHe  si/ngtUåren  Werte  von  /(œ). 

Wir  setaKen  nnn  in  die  Function  f{ù})  fOr  û>  einen  der  oomplexen 
Multiplication  entsprechenden  »ingul&ren  Wert,  d.  h.  die  Wurael  einer 
quadratischen  ganzzahligen  Gleichung  mit  negativer  Determinante 

(i)  Aw^  +  2Bù}  +  C  =  o, 
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wenn   -{A  f  B  ^  O)   eine  eigentlich  primitive  quadratische  Form  der  Deter- 
minante —  m,  also  A  y^B  y  0  ohne  getneinsamen  Teiler  und 

(2)  AO~B^  -m. 

Nach  der  Abhandlung  I,  §  18,  ist  alsdann 


(3)  .i{o>)  = 


{fUoy*-i6f 


eine  ganze  algebraische  Zahl,  welche  ungeändert  bleibt,  wenn  die  Glei- 
chung (i)  durch  eine  äquivalente  ersetzt  wii*d,  n&mlich  die  Wurzel  einer 
ganzzahligen  Gleichung 

(4)  //(m)  =  o, 

deren  Grad  gleich  ist  der  Anzahl  h  der  Classen  eigentlich  primitiver 
quadratischer  Formen  der  Determinante  — m. 

Es  soll  nun  nachgewiesen  werden,  dass  bei  passender  Auswahl  des  Be- 
Präsentanten  der  Classe  (i)  dieselbe  Eigenschaft  den  Grössen  f{(oy^^  und 
wenn  m  durch  3  nicht  feilbar  ist  auch  f{coy  zukommt. 

Die  sammtlichen  einander  äquivalenten  Gleichungen  (i),  die  einer 
Formenclassc  entsprechen,  zerfallen  nach  folgenden  Kennzeichen  in  drei 
Unterabteilungen 


(5)    m  =:  I   (mod  2). 


I. 

A  =  i, 

B  =  o, 

C'-i, 

II. 

A  =  i, 

B=i, 

C  =  0,   (mod  2) 

III. 

A^o, 

B=i, 

C-i; 

I. 

'A=t,^  ■ 

B=î, 

C=i, 

IL 

A  =  i, 

B  =  o,  ' 

•  C~Oy  (mod  2) 

III. 

A=o, 

B  =  o, 

Csi. 

(6)    w==  0:(mod  2). 


Nehmen,  wir  an,  (i).  gehöre  zur  ersten  dieser  Unterabteilungen,  sa.hleibt 
dieiîQ  Eigenschaft  erhalten,  wenn;  c«>erse:tzt  wirdo  durch  j-  ..  :      ...■.; 

«  4-  ßM 
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falls 

W  (;;f|.(;;:,.  (_:;;)  (.„od.) 

während  falls 

(i)  aus  der  Abteilung  I  in  den  beiden  ersten  Fällen  nach  II,  in  den 
beiden  letzten  nach  III  gelangt. 

Die    Function    /*(û>)'*    bleibt   aber   gleichfalls  ungeftndcrt  durch  die 
Substitutionen    (7),  während    sie    durch    die    Substitutionen    (8)    resp.    in 

-fÅ^r,-f.{^r  abergeht. 

Es  ist  nun  früher  bewiesen  (§  2  und  Abh,  I,  §  16),  dass  die  v  Grössen 

(9)  ^(^)' 

wenn  r  ein  Teiler  von  24,  der,  falls  n  =  ad  durch  3  teilbar  ist,  selbst 
durch  3  teilbar  sein  muss,  (bei  variablem  w)  die  Wurzeln  einer  Trans- 
formationsgleichung V**"  Grades  sind 

(■o)  *.|/-(^)'.  «<»)']  =  °. 

und    hierin    wollen    wir   r  =  8,    und    wenn   n  durch  3  teilbar  ist  =  24 
annehmen. 
Damit 

X  =  f{<oy 

die  Gleichung 

(11)  <Pn{^,or)  =  0 

befriedige,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dass  wenigstens  für  eine  der 
V  Grössen  (9)  die  Bedingung  erfüllt  sei 

/ 

Acta  muthêmntiea,    11.    Imprimé  le  4  Jain  1888.  ^  46 
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und  dafür  ist  erforderlich  und  hinreichend  (Abh.  I,  §  6),  dass  die  Zahlen 
OL  ^  ß  ^  y  ^  d  sich  so  bestimmen  lassen,  dass 

dass  (nach  §   1,   i6) 

dass  ferner,  wenn  r  =  8  ist, 

(i  5)  nß  +  ar  +  ßfi  —  aß^r  ^  ^  (mod  3). 

Genügt  nun  w  der  quadratischen  Gleichung  ( i )  so  ergiebt  sich  durch  Ver- 
gleichung  mit  (13),  wenn  x  einen  unbestimmten  ganzzahligen  Factor  be- 
deutet: 

ßd  =  Ar, 

ac  —  pf  =  Cr, 

ad  +  ß^  —  da  :-=^  2Bt. 

Setzt  man  also  noch 

—  ad  +  ßc  —  da  =  21/y 
so  folgt: 

.     ^    ßd  ==  Ax,         ßc  —  da  =  Bx  +  y, 

ac  —  ya  =  6'r,  ad  —  Bx  —  ?/, 

(16)       '  n  =  w.r^  +  y^- 

Nimmt  man  n ,  A  ohne  gemeinsamen  Teiler  an,  so  muss  d  =  i  sein, 
und  man  erhalt 

a  =  Bx  —  ?/,  ß  =  Axy 

(î7) 

.n-f  r^:  —  Cx  +  c(Bx  — :  «/),         nù  =  çAx  — Bx  —  y 

woraus  man  ersieht,  dass  x  ^y  ohne  gemeinsamen  Teiler  sind;  übrigens 
können  bei  gegebenem  m  die  Zahlen  n^x^y  der  Bedingung  (16)  gemäss 
beliebig  sein. 
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y==±  3, 

X=  I, 

y=-      o, 

X  =  I. 

y  =  ±  4. 

X=  I, 

«/  =  ±  3' 

X=  I, 

y  =  ±  I, 

X=  I, 

2/=      o. 
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Wir  n>achen  nun,  je  nach  dem  Verhalten  von  m  gegen  den  Modul  6 
die  folgenden  Annahmen,  worin  sich  die  Werte  von  x ,  y  als  notwendig 
ergeben: 

m  =  o,  n  =  m  -|-     9  =       3  (mod  6), 

m  =  3,  /î  ==  m            =       3  (mod  6), 

fn=  I ,  u  =  m  -\-  16  =  —  I  (mod  6), 

m  =2,  n.=>=.m+    g  ^  —  i  (mod  6), 

m  =4,  n  —  m  +     I  =  —  I  (mod  6), 

>w  =  5,  n  =  m            =  —  I  (mod  6), 

Hieraus    erkennt    man,    dass    nur    unter   der    Voraussetzung  (5),  (6)  I  die 
Zahlen  (17)  der  Bedingung  (14)  (und  zwar  der  zweiten)  genügen. 
Da  also  hiernach  von  den  drei  Wurzeln  der  Gleichung  (3) 

eine  und  nur  eine  der  Gleichung  (11)  (für  r=  24)  genügt,  so  folgt, 
wenn  wir  des  kürzeren  Ausdrucks  halber  den  in  Abhandlung  I,  §  18, 
eingeführten  Namen  j>Classeninvariantet>  von  /(co)  auf  jede  rationale  Func- 
tion von  j{(o)  übertragen,  durch  welche  auch./(û>)  rational  darstellbar  ist: 

f{a>y*  ist  eine  Classeninvariante. 

Ist  m  durch  3  unteilbar,  so  erhält,  nachdem  (5),  (6)  I  festgesetzt  ist, 
fifoY  durch  die  lineare  Transformation  (co,û>+  2 A)  noch  drei  verschiedene 
Werte,  welche  wenn  A  durch  3  nicht  teilbar  vorausgesetzt  wird,  dadurch 
unterschieden  werden  können,  dass 

(18)  iÎEEO,  I  ,  2   (mod  3); 

von  diesen  genügt  aber  nur  der  der  ersten  Annahme  entsprechende  Wert  der 
Bedingung  (11). 

Es  genügt  also  von  den  drei  Wurzeln  der  Gleichung 


x^'~f{<o) 


34 
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eine  und  nur  eine  der  Gleichung  (ii)  (für  r  =  8),  und  daraus  folgt: 

Int  m  nicht  durch  3  teübar,  so  ist  f{ù)y  eine  Classeninvariante. 

Beispiele,  wie  sie  weiter  unten  folgen,  lehren  dass  in  vielen  F&Uen 
dieselbe  Eigenschaft  noch  niedrigeren  Potenzen  von  f{a})  zukommt.^ 

Die  Hauptform  der  Determinante  —  m ,  (i  ,  o ,  m)  gehört  nur  bei 
ungeradem  m  in  die  Unterabteilung  I  und  daher  wird  nur'  in  diesem 
Fall  f{yj—  »»)'*  oder  f{y/--  mf  Classeninvariante  sein.  Bei  geradem  m  ge- 
hört (i  ,  1  ,m  +  i)  oder  (i  ,  3  ,  tw  +  9)  zu  I  und  in  diesem  Fall  sind 
also  die  Classeninvarianten 

/(i  +  v=^'' — /;(n/=^^ 

oder 

/■(3  +  v=^)'=-/;(v/=^'- 


%  8.    Die  Claaaeninva/riänte  /*»(**)• 

Aus  den  soeben  bewiesenen  Eigenschaften  der  Zahlen  t'{o>)  folgt, 
dass,  wenn  m  nicht  durch  3  teilbar  ist,  auch 

(0  rM -^(^^y,  - 

eine  Classeninvariante  ist,  wenn  an  der  Voraussetzung  des  vorigen  Taragra- 
phen, dass  B  =  o  (inod  3)  sei,  festgehalten  wird.  Es  lässt  sich  dies  auch 
auf  demselben   Wege  direct  beweisen,  da  auch  zwischen  den  Functionen 

(2)  ^»(""T^)'''«('^) 

falls  n  durch  3  nicht  teilbar  und  c  durch  3  teilbar  ist,  eine  Trans- 
formationsgleichung besteht. 

Dieser  directe  Weg  ist  deshalb  wichtig,  weil  er  sich  auch  auf  die 
Classen  der  zweiten  Art  anwenden  Iftsst.  Genügt  nämlich  œ  einer  Glei- 
chung zweiter  Art 

(3)  Aœ'  +  Bœ  +  C=o, 

^  Es  lägst  sich  ähnlich  wie  oben  zeigen,  dass,  wenn  m  nicht  durch  8  teilbar  ist, 
f{(oy  oder  f{(oy*  Classeninvariante  ist. 
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worin  B  ungerade  ist,  so  wird 

(4)  r.(^)-r.(<») 

dann  und  nur  dann  erfüllt  sein,  wenn 

(6)  oiß  +  ar  +  ßd  —  oLi^r  =  O  (mod  3). 

Setzt  man  also,  wie  oben 

a  =  i(ßa;— y),         ß  =  Ax, 

\n  ny  =  —  Cx  +-  c{Bx  —  y),         nd  =  cAx  —-{Bx  +  y), 

4»  =  mx^  +  y^ 
nimmt  ^  durch  3  unteilbar  an  und  setzt 

wenn     /m=  4-  i   (mod  3),      w  =  m  +  4  —  —  i  (mod  3),     x=  2^     //  =  ±  4? 

wenn     m=  —  r  (mod  3),      n  =  m         = —  i  (mod  3),     a;  =  2,     y  =  o, 

so  folgt  wieder,  dass  die  Bedingung  (6)  nur  unter  der  Voraussetzung 

B  =  o  (mod  3) 

befriedigt  ist,  woraus  man  wie  oben  schliesst,  dass  y^{<o)  einer  ganz- 
zahligen Gleichung  genügt,  deren  Grad  h'  gleich  ist  der  Anzahl  der 
Forraenclassen  zweiter  Art  der  Determinante  —  w,  da  diese  Eigenschaft 
nach  Abh.  I,  §   18,  für  y^^wf  feststeht. 

Diese  Bemerkung  führt  uns  zur  Aufstellung  von  Classengleichiingen 
in  einigen  interessanten  Fallen. 

Die  Determinanten 

—  II  ,  —  19,  — 43,  — 67,  —  163 

haben  die  Eigenschaft,  dass  für  jede  derselben  eine  Classe  der  zweiten  und 
drei    Classen    der   ersten    Art   existieren,  dass  also  die  Classeninvarianten 
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zweiter  Art,  y^{(o),  rationale  ganze  Zahlen  sind.^  Indem  wir  die  beiden 
ersten  —  1 1 .,  —  19  einer  anderen  Betrachtung  vorbehalten,  suchen  wir 
diese  ganzen  Zahlen  für  m  =  43  ,  67  ,  163  zu  bestimmen.    Wir  haben  also 


zu  bereclinen. 

Hermite  hat  in  der  oben  citierten  Arbeit  j>Sur  1a  théorie  des  équations 
modulaires^  dieselbe  Betrachtung  auf  die  von  ihm  mit  a  bezeichnete  Grosso 
angewandt,  welche  nach  unserer  Bezeichnung  mit 

ftbereinstiinmt,  und  aus  seinem  Resultat  für  m  =  43  folgt: 


(8)  -r»(~^V~^)  =  960  =  64. 15. 

Für  die  beiden  grösseren  Zahlen  m  ===  67,  m  =  163  lässt  sich  die  Rech- 
nung in  einfachster  Weise  aus  der  Entwicklung  §  2  (3)  führen,  indem 
man  mit  vollständig  hinreichender  Genauigkeit 


U 


(-3  Y"^)  =  ^ 


setzen   und  diese  Zahl  mit  siebenstelligen  Logarithmen  berechnen  kann. 
Man  erhält 


(9  )  -  r.  (  "^V    ^0  -^5280  =  32.3.5.11. 


(10)  -r.C"^"^  3'""'^^) -640320  ==2^5  ^3 -667. 

Die  Einfachheit  dieser  Resultate  zeigt  sich  aber  erst,  wenn  man  zu  den 
Functionen  f{<o)  übergeht,  wobei  es  keinen  wesentlichen  Unterschied  macht, 
ob  man  Formen  erster  oder  zweiter  Art  zu  Grunde  legt. 


'  Nach  der  auf  Induction  gegründeten  Vermuthung  von  Gauss  (Diaq.  Ar.  art.  303) 
sind  diese  5  Determinanten  die  einzigen,  welchen  diese  Eigenschaft  zukommt. 

*  Auch  fUr  m  =  43  ergiebt  dies  Verfahren  den  Wert  959  ,98...  also  wie  oben  960. 
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Die  eubische  Gleichung 

!/'  —  r,{o})y  —  i6  =  o 
hat  nämlich  nach  §  1   (ii)  die  Wurzeln 

f{a>y,-f,{,oy,-f,{a>y. 

Es  ist  aber  nach  §  1,  (15),  (13) 


/•.(=H^^)=-^ 


und  wenn  daher 

(11)  T^Av-::;^ 

gesetzt  wird,  so  ist  x^  Wurzel  der 'cubischen  Gleichung 


und  zwar  die  einzige  reelle  positive  Wurzel  dieser  Gleichung. 

Die  Gleichung  (12)  lässt  sich  aber  nun  für  die  Werte  (8),  (9),  (10)  von 
j-^  in  acht  rationale  Factoren  (in  Bezug  auf  rr)  spalten  und  man  erhalt  so: 

m  ==    43,         x^  —  2x  —  2  =  o.       Discriminante  —  4.43, 

(13)    m  =    67,         x^  —  2x^  —  2x  —  2  =0/      Discriminante  —  4 .  67, 
m  =  163,         x^  —  6x^  +  40c  —  2=0,       Discriminante  —  4. 163. 


Wir  wollen  die  Resultate  der  beiden  letzten  Paragraphen  noch  auf 
ein  anderes  Beispiel  anwenden,  welches  ebenfalls  eine  gewisse  allgemeinere. 
Bedeutung  hat,  auf  die  Determinante  —  58.  Für  diese  Determinante 
existiren  zwei  Geschlechter  quadratischer  Formen  und  in  jedem  Geschlecht 
eine  Classe.  .  Nach  Abhandlung  I,  §  21  lässt  sich  also  jede  Classeninva- 
riante  für  diese  Determinante  rational  durch  ^29  ausdrücken.^ 

*  Diese  Gleichung  läset  sich  aach  leicht  auf  algebraischem  Wege  aus  der  Modular- 
gleichung  für  den  Transformationsgrad  71   herleiten. 

*  Dass  \29;  nicht  y  2  zu  adjungicren  ist,  zeigt  die  dortige  Formel  (17X  ^°  welcher 
m'  =  2  ,  wi"  =  29  zu  setzen  ist.  Da  in  der  Teilgleichung  i  nicht  vorkommen  kann,  so 
muss  zugleich  \2  heraus  fallen. 
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Nimmt    man    als    Repräsentanten    der    beiden    Classen    (i  ,  o  ,  58), 
(2,0,29),  so  kommen  diese  in  den  Gruppen  II ,  III  (§  7,  6)  vor  so  dass 

als  die  beiden  Classenin varianten  zu  betrachten  sind.     Es  ist  daher 


/Kv— 58)'  =  «  +  6^29, 

(14)  /,    -..  ,    _ 

f,[2\'-S»)   =  a  —  hy/29, 

(15)  «'—290'=  16         (§   1,    15) 

und  a  ,  b  sind  ganze  (positive  ')  Zahlen. 
Aus  (14)  folgt  aber 


2«=/;(,:r78)«  +  ^,Qv"^' 


wonach  der  Wert  von   2a  mit  hinlänglicher  Genauigkeit  durch  das  erste 
Glied  der  Entwicklung 


dargestellt  ist.     Es  ergiebt  sich  so 

«=2.727,         />=^2.i35 
also 

_^ /;(v/=i«)'= 2(727  +  133  n/29) 

'  Aus  der  Formel  (T,  §   7,   2) 

t/fr»  =  7:Wlk*k"dio 
folgt,  dass  wenn  —  iw  reell  ist,  fc»  mit  wachsendem  —  ùo  abnimmt.     Es  ist  also 

positiv,  also  f,(€o)  >  f^{fi})  sobald  —  ùo  >  l    und  da  /^(r«;)"  =  2*k'^:k*  mit  wachsendem 
~  1(0  wächst  während  f^i^y*  =  2*k*  :  k'*  abnimmt,  so  ist  f^{w)  >  fi(-<*^)  f^obald  — ùo 

den  Wert  überschritten  hat,  für  welchen  /i(äi)  =  /»(ö^*')   ^^^'  ^'  ^-  ^®°  ^^^^  ^^' 
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woraus  sich  die  vierte  Wurzel  ziehen  lässt: 

(l6)  v'2A(v=78)'  =  5  +  v^- 


S  9.     Berechnung   von  Cla««enim^arianfen  aus  der  Transformât  ion 

erster  und  »weiter  Ordnunf/. 

Wir  benutzen   nun  die  Principien  des  ersten  Abschnitts  zur  Berech- 
nung von  Classeninvarianten,  und  gehen  dabei  aus  von  den  Formeln  des  §  1. 
Man  erhalt  zunächst  fttr  m  =  i    und  m  =  3  die  beiden  Gleichungen 

I  I 

O)  =  —     ,  o)  ^- 


woraus  nach  (13),  (14),  (9),   (10)  §   1    folgt 
und  nach  §   1   (15) 

(3)  /(N-3)==;i- 

Au?^  der  Transformation  2*^*"'  Ordnung  erhält  man  die  Falle  m  ==  2  ,  w  ==  7: 

2  2 

0)     r=r= ,  O)     -r-.    —  — -   , 

(O  O)  -f-    I 

(4)  •'»  =   2,  ^(v'=^)   =  V2. 

(5)  m  ^  7.       /-(v'—;)  =  V  2 .  •      /•(^-^-^)  =  •  ; 

und  durch  eine  zweimalige   Anwendung  w=  15.     Setzt  man  nRmlich 

I  -f  V  —  15  w  —  1  2 

2  '  2  r^j  ' 

(6)  .    /■(v-T5)/-,(«>)r-=-,/i 

Acta  mathtmatiea.    11.     Imprimé  le  IS  Juin  1888.  47 
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80    folgt 


Eliminiert  man  aus  letzterem  System  fÇw)  ,  f^{(o)  ,  n^)  ,  /if^'^)  .?  /i(~) 
mittels  §   1,  (9),  (10),  so  ergiebt  sich 

und  daraus  nach  (6) 

(7)  ^>2  -  1 5 ;       f{\-^y  -  v2 (1  +  v's)- 

Beachtet  man,  dass  von  den  drei  Functionen  f^ ,  fi  ,  /J?  nach  §  1,  (9),  (10), 
zwei  durch  die  dritte  mit  Hilfe  einer  quadratischen  Gleichung  ausgedrückt 
werden,  so  lässt  sich  aus  einer  bekannten  Classeninvariante  für  die  De- 
terminante —  m  die  für  die  Determinante»  —  4^  herleiten,  indem  man 
sich,  je  nachdem  m  gerade  oder  ungerade  ist,  einer  der  beiden  Formeln 
bedient: 

(8)  2/-.(2û,r  =-  f,{a>y\f,{coy'  +  v/>ö^+6^], 

(9)  2f^{2o>y  =  f{a>y\fi<oy'  +  vTiVôrirêii. 

Auf  diese  Weise  findet  man  aus  (i),  (4),  (5),  (7)  die  folgenden  Re- 
sultate: 


(10) 

VI        4, 

f^w-4r'-^. 

(•0 

m  =^  1 6, 

/;(v-.6r  =  8vi(i  +V2)^ 

(12) 

m  --■  8, 

/;(^_8)''  =  8(i  +V2). 

(13) 

w  -   32, 

/•.(v-32r   ^r, 

x'- 

-8(1  +^/i)V  — 2(1  +vi)  =  o. 
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(14)  m=i2,        /;(^,ir7^v=2;/2(i  +V3)- 

(15)  m  =  28,        /;(^-^)*=2v2(3  +  v7)." 

(16)  m  =  6o,         A(v'^^y  =  v2V^^(rTTIr(2  +  v3)(v5  +  v's). 


s  10.    Anwendung  der  SchläflVschen  Modulargleichangen 
zur  Berechnung  von  Classenin varianten. 

Die  ScHLÄFLi'gchen  Modulargleichungeu  lassen  sich  in  verschiedener 
Weise  zur  Aufstellung  von  Classeninvarianten  benutzen.  Das  nächst- 
liegende ist,  dass  man  einen  der  bereits  bekannten  Werte  von  f{)J—  m) 
oder  /i  (\/—  fn)  für  u  oder  w^  in  diese  Gleichungen  einsetzt,  wodurch  man 
eine  Gleichung  für  /"(y  —  mn*)  oder  f\{^—mn')  erhält,  die  man  noch  von 
überflüssigen  Factoren,  die  sich  leicht  finden  lassen,  zu  befreien  hat. 

Auf  diese  Weise  ergiebt  sich 

(I)         >>^  =  9,      f{^~9y  =  y~2{^  +  v'3). 

(2)  m=  25,         f{^^ZYs)  = 's,~2\i  +v5)- 

(3)  w  =  49,         v^Av/— 49)  =  ^> 

x^  —  {i  +  s>~7)x  +1=0. 

(4)  »^  =  18,        fA\i~^W  =  v2(2  +  v6). 

(5)  n^  =  50,        v2Vi(v^=^)  =  ^  +  ÄtT' 

a;^  —  2x^  +  3^  —  4  =  0.         Discr.  —  4.  50.  ^ 


^  Die  ClassengleichuDg  ist  hier  vom  6^^  Grade  und  lässt  sich  durch  Adjunction 
▼OD  V5  in  zwei  cubische  Factoren  zerlegen»  die  man  aus  obiger  Formel  leicht  durch  Eli- 
mination ableiten  kann.  Dass  hier,  wie  in  mehreren  der  folgenden  Beispiele  die  Classen- 
invariante  rational  dargestellt  ist  durch  >'5  und  die  (einzige  reelle)  Wurzel  einer  rationalen 
cubischen  Gleichung  ist  eine  Eigentümlichkeit^  die  mit  der  Abel  sehen  Natur  der  Classen- 
gleichungen  zusammenhängt,  worauf  ich  bei  einer  nächsten  Gelegenheit  zurückzukommen 
hoffe.  Diese  rationalen  cubischen  Gleicbun^eu  entsprccheu  den  GAUss'schen  Periodeq- 
Gleichungen  in  der  Kreisteilung, 
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(6) 

(7) 
(8) 
(9) 

(lO) 
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m  =  27,  Av -27)'  =  2.r, 

x'  —  3ic«  —  3ic  —  I  =  o. 

«'  =  75»  v2/"(n/- 75)  =  •'P» 

j;'  —  2x^  —  2x  —  4  =  4v''5  j;. 


Diöcr.  —  4-27. 


.c»  — 4.r—  2  -=  2^/3 (x  -f-  O- 

m  —    100,  .t  —   y  2/",  (^—100). 


(lO 


'»  =  63,  Av-63)'  =  V2'^' 

x'  —  8.r-'  +  .r  +  i  =0. 
v'7(j;"''  —  a;  +  i)  =  v3(r*  +  3J;  —  1). 

«*  =175»         /"(v—  «75)  =  v  2^' 
.c*  —  4.r*  +  .r  +  I, 

2x^  —  4.c'  -{■  X  —  3  =  v5(2;c*  —  ^  +  O- 


Wenn   inan  sodann   in   den    SciiLÄFu'schen   Modulargleichungen  fOr 
den  «""  Transforuiationsgrad  w  =  ^ — m  setzt,  so  wird 

/•(^)  =  /-©  =  /-(v-») 

und    man    hat    u  =  v    und    mithin    ^  =  2    zu   setzen.     Auch  hier  findet 
man  leicht  die  abzusondernden  Factoren. 


(12) 
(13) 

(H) 


m 
m 

m 


5,  /'(v- s)'  =1+^5- 

a;'  —  2^;'  +  2x  —  2  =  0. 
13,  /"(v -13)'  =  3  +  vü- 


Discr.  —  4 . 1 1 . 
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(15)  m  =17,  /•(^— T7)' =  yi'-T, 

'     X  2 

(16)  m  =  19,  Av— "19)  =?  ^'^ 

x^  —  2x  —  2  =0.  Discr.  —  4.19. 

Ein  drittes  Verfuhren,  die  ScuLÄFLi'schen  Gleichungen  unserer  Auf- 
gabe nutzbar  zu   machen,  ist  das  folgende: 

Setzen  wir  in  der  zum  Transformationsgrad  n  gehörigen  Modular- 
gleichung  für  œ  die  Wurzel  der  quadratischen  Gleichung 

(17)  2co*^  +  2rù)  -f  n  =  o, 
worin  r  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  also 


(18) 

2a>  +  2/'  = , 

0} 

—  r  4-  V  —  »^ 

0)  —              ^ 

(•9) 

m  =  2«  —  / ', 

SO  ist  (nach  §   1, 

15) 

(20) 

/ 

also  nach  (18) 

i^^)      '  /•,("')/■,(")=  vi«'" 


'   24 


(22) 


f^{w)  =  y. .,     r  ungerade, 


rTTi 
}2o  j 

/'  gerade. 


A(n/-wi)' 
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Demnach  hat  man  in  dem  zweiten  System  §  4  zu  setzen 

riri 
(23)  U^V,    =  v'2e     '"  , 


t'JTi 

24 


(24)  u^  -=^^ — ,         V,  =  e    ^'  Xy 

X  =  f{\—  m)  ,  /i(v-—  rn) 

je  nachdem  r  und  damit  zugleich  m  ungerade  oder  gerade  ist.- 
Nach  (19)  ergeben  sich  für  m  folgende  Werte 

m  =     6 ,     5  ,     2, 

//*  =  I  o  ,    9  ,    6,1, 

m  =  14,  13,  10,  5, 

m  =  22  ,  21  ,  18  ,  13  ,  6, 

m  =  26,  25,  22  ,  17  ,  10,  I, 

''*  =  34,  33,  30,  25,  18,  9, 

'>*  =  38,  37,  34,  29,  22,  13  ,  2. 

Wir  leiten  aus  dieser  Quelle  nur  die  Formeln  für  die  in  dem  Obigen 
noch  nicht  enthaltenen  Falle  her,  wobei  die  schon  bekannten  oder  mehr- 
fach auftretenden  Werte  zur  Erleichterung  der  Auffindung  der  Factoren 
dienen. 

(25)  .       m  -  6,  /;(v-"6)'  =  4  +  2  v/2, 

(26)  m  =  10,         y'2/;(^37^)'  =14-^/5. 

(27)  m  =  14,         /"ilv— m)'  =  v^«^, 

X  +  i=  I  +  v2- 

(28)  m  =21,         2f{,rrJT)^^  =  (,.3-  +  ^■7)3(3  +  ,:jy. 

(29)  m  =   22,    .        f^{yj- 22)''  =  sj2{\   +  v2). 


Ai 

= 

n 

= 

i, 

n 

= 

7. 

n 

= 

11, 

n 

= 

13, 

n 

= 

17» 

n 

= 

19, 
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(30)  m  =  26,         /-.(v -^'  =  x+  ^^ , 

.r*  —  2x^  -{■  X  —  4  =  0.  Discr.  —  16.26. 

(31)  »»  =  30,  /;(v^=l^"==  2^5(3  +  yï^)(2  +  V5-). 

(32)  m  =  33,         V2/^(v-^)''  =  (3  +  sTT)(i  +  v3)'- 

(33)  »»  =  34.        /;(v^^)'  =  \'2X, 

'    X  2 

(34)  »w  =  29,         AV—  29)*  =  2.r, 

2ar''  —  9r*  —  8.r  —  5  =  \/2g{r  +  i)'. 

(35)  »»  =--  37.         /"(v'-l;)*  =  12  +  2vJ^. 

(36)  »,  =  38,         AU':^)*  =  v'2r, 

(x"  —  8.r»  +  1 6.r  —  8)  =  y/i(8.'r'  —  8a-  +  6). 


Die  gefundenen  Resultate  lassen  sich  wieder  mit  der  Transformation 
«weiter  Ordnung  verbinden,  und  man  erhalt  so  z.  B.  noch  aus  (1  2),  (14),  (25) 

(37)  w  =  20,         /;(y3-i5)*^  2yir, 

.r'  =  -'-+v'5(2.r+0. 

(38)  m  =  52,         /;(v=^)*  =  2v'2a;, 

.r»-2(4  +  v'Ti).'r-^^^  =  o. 

(39)  m  =  24,         /;(v=^)"  =  Ai  +  vi)'(2  +  v3)'(vi  +  vi)*- 

Endlich  lassen  sich  auch  noch  zwei  der  SciiLÄFLi'schen  Modular- 
gleichungen  mit  einander  oombinieren  und  durch  Elimination  neue  Re- 
f^ultnte  herleiten.      Wir  gehen  zwei  verschiedene  Beispiele  der  Combination 
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der  Modulargleichungen  ftlr  den  5**°  und  den  11^*"  Transformationsgrad 
mît  sich  selbst,  wodurch  wir  die  C  lassen  invarianten  für  die  Determinanten 
—  41  ,  —  105  erhalten,  von  denen  die  erste  zwei  Geschlechter  mit  je 
vier  Classen,  die  zweite  acht  Geschlechter  mit  je  einer  Classe  hat,  und 
welche  beide»  als  erste  ihrer  Art  von  Interesse  sind. 
Nehmen  wir  zunächst 


(40)  iO(o^  +  6ù)  +  5  =  0,  ioa>  =  —  3  +  v^— 41, 

f.if]  -^  f,('°»'  +  «)  =  «"''/■(v=7r),      f,{5<»)  =  ^'^j(fyj- 

Hiernach  ergeben  sich  aus  der  Modulargloichung  für  den  5'^"  Grad  (§  4,  II) 
zwei  Gleichungen,  die  sich  mit  Benutzung  der  Bezeichnung 

fix'^^)  =  f{(o)e  «  Tj,         f{^—Ji)f{(o)e  '  =  v2^' 
so  schreiben  lassen: 

r +  .;+=(,■ -4)  =  0. 

Durch   Addition   und   Subtraction   erhält   man   hieraus  zwei  Gleichungen, 
welche   nach    Beseitigung   dos   Factors   ç  —  7]   (der  zu  den   Determinanten 
—  I  ,  —  25   gehört)  nur  noch  von  S  +  tj  und  $yj  abhangen. 
Die  Elimination  von  ç  +  îy  liefert,  wenn  wir 

v'ifjy  =  v2^  =  /(V-4T)',        r  +  ^-r^  z 

get'/.en,  die  Gleichung 

0  =  z^'  —  gz^'  +  20z*  +  6z^  —  I  gz'^  —  17.?  —  6 

-   (/^  -  4^  -  3)(^^  -  5--^  +  3^^  +  3^  +  2). 

Der  erste  Factor,  der  als  zur  Determinante  —  49  gehörig,  von  vorn  herein 
bekannt   ist,    wird    abgeworfen,    und    der  zweite  liefert  die  gesuchte  Glei- 
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chung,   welche  in   Bezug  auf  x  vom  8****  Grade  ist,  und  sich  durch  Ad- 
junction von  Y^4T  zerlegen  lässt.     Man  erhalt  so 

(40  w?-  =  4i.  2z^  —  5z  +  7  =  y^''^{z—  i). 

Es  gentige  zweitens  w  der  Gleichung 

(42)  I  iû>'  +  8û>  +  11=0, 

also 

iicü  +  8 

Demnach,  •  wenn 
gesetzt  wird  . 


1 1 

{ü 


I  ift>  =  —  4  +  V  -  105. 


/•(M^):=/c^,         f{^)-e  "r, 


und  diese  beiden  Grössen  sind,  wenn  u  =  f{a))  ist,  Wurzeln  der  Modular- 
gleichung  für  den   11  ^*°  Transformationsgrad.     (§  4,  I.) 
Setzt  man  ux  =  Ç ,  x:u  =  7j  so  folgt 


^? 


-(,-+^),    ^=.*-e-v. 


so  dass  man  durch  Benutzung  beider  Zeichen  für  f ,  tj  zwei  Gleichungen 
erhält.     Durch.  Elimination  von  A  und  Fortheben  des  Factors 


^+1 


findet  sich 


woraus 


f'+^-^r+|)  +  92-o, 


Für  7j  findet  man  sodann 

i?'+A  =  66o+  i68v/lT, 


Acta  mathematiea.    U.    Imprimé  1«  6  Juillet  1888. 


48 
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woraus  leicht  folgt: 

(43)     »^=i05,     64v/2/"(v':r73?)''  =  (i+v3)'(i+v/F)^(v'3  +  v'7)'(V5  +  v7)- 

Die   Richtigkeit  der   Vorzeichen  ergiebt  sich  durch  die  Vergleichung  der 
numerischen  Werte. 


Sil.    Amvendung  der  irrationalen  Modulargleichungen    . 
zvr  Berechnun{/  von  ClasseninvaHanten. 

Genau  in  derselben  W^ise  lassen  sich  die  in  §  5,  §  6  abgeleiteten 
irrationalen  Formen  der  Modulargleichungen  anwenden  und  führen  zum 
Teil  in  ausserordentlich  einfacher  Weise  zum  Ziele.  Wenn  wir  zunächst 
in  den  Formeln  (4)  §  5  û>  =  y' —  n  setzen,  so  wird 

2A  =  f{œy  +  (-  0""^^,  B  =  2  ,l2f(a,)  +  (-  I)- 


f{wy  --  M-/V-y-rv—  V       ^(,„). 

oder  fftr 

f{ü})  =  yj2X, 


^_._^±i-JXJ_  ^-^4^' +  (-.)- 


8 


und  dies  ist  in  die  Formeln  (6)  §  5  einzusetzen.  Für  w  =  3 1  erhält  man 
zunächst  eine  Gleichung  3*^"  Grades  in  x^,  aus  der  sich  durch  Factoren- 
zerfallung  eine  einfachere  für  x  selbst  herleiten  lasst.  Beiw  =  47,n=7i 
hat  man  bezOgl.  die  Factoren  x  y  {x  +  i)^  abzusondern  und  findet  so:  . 

(1)  W=23,       f{yJ~2z)  =  ^2X,      X''  —  X—1=0. 

(2)  w  =  3i,     f{\/—3i)  =  yj2Xy     ir'  — o;'— 1=0. 

(3)  w  =  47,     f{y]—^j)  =  ^2Xj    x^  —  x^ — 2x^ — 2x — 1=0. 

(4)  W=7I,      f{yl^ji)=yj2Xy     x"^ 2X^  —  x^  +  x^  +  x^+x^  —  x—î=o. 

Ebenso  lasst  sich  auch  das  dritte  Verfahren  des  vorigen  Paragraphen 
hier  anwenden,  indem  man  von  den  Formeln  (17),  (18),  (19)  Gebrauch 
macht.     Man   erhält   aber   dann   nicht   unmittelbar   Gleichungen   für   eine 
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der  Functionen  /*  selbst,  sondern  Relationen  zwischen  mehreren  derselben, 
aus  denen  die  einfachen  Gleichungen  erst  durch  Elinnnation  herzustellen 
sind.  Aus  der  für  n  =  23  gültigen  Modulargleichung  erhalt  man  so  z.  B., 
wenn  m  der  Gleichung  genügt: 

2û>'  -f  2ro)  +  23  :=  o, 

f{(o)f{2œ  +  2r)  —  f^[o^)f^{2w  +  2r)  -=  2  +  ^ze    "'% 

und  die  Rechnung  für  r  =  o,r=  i,r=2   crgicbt 

(5)  m  -^  42,        2  ^2/-.(v/- ïi)'=   -  (2  ^/2  +  v/7)(s/3  +  V7)'- 

(6)  m  =  45,  /"(V^^)'"^  =  8(2  +  v/5l'(4  +  x/T?)'. 

(7)  w  =  46,  /;(v/~46)'''    =  s/ia;, 

^+î=  3  +  v'2- 

In  ähnlicher  Weise  findet  man  aus  der  Modulargleichung  für  n=  19 
(§  5,    10)   eine  einfachere  Form  der  Darstellung  für  ^  =  38.     Setzt  man 


4..  =  /w^^)v(v/='")''-/;(v'^^)v;(y-^) 


3 

—  2 


so  ergiebt  sich 

A  =  x,         B  =?>x  +  6 

und,  nach  Absonderung  des  Factors  a;^  +  ic  -j-  3: 

(8)  x^  —  x^  —  2x  —  2=0,         Discr.  —  4.38, 
w&hrend  /j(y/ — 38)'  sich  so  durch  x  ausdrücken  lässt: 

(9)  Vi/;(v/=^)"^  =  ^  +  '  -  v^  Hrl  •  ' 


Es  sollen  endlich  noch  für  wi  =  35  ,  39  ,  55  die  Modulargleich ungen 
(17),  (21),  §  6,  verwendet  werden.     Setzen  wir 

X  =  HJ—  xt),         X'  =  n  \/  — - 1,  XX'  =--  v,  1—  =  -2?, 


=  ^(/=^).     ^'  =  /(v -5-)'     ^^'  ^-  y 


^  Mao  vgl.  die  Anmerkung  zu  §    10  (5). 
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SO  ergieb*  sich  aus  (17),  (21) 

(10)  if  —  2y' —  ^--^  o.         Discr.  —  16.35. 

(11)  ^' +  ^^— 5^— 7  =  o.         Discr.—    4.35. 

Die  zweite  dieser  Gleichungen  geht  in  die  erste  über  durch  die  Sub- 
stitution 

(12)  y  =  z'—2,, 

wodurch,   da  die  Gleichungen  beide  nur  eine  reelle  Wurzel  haben,  y  ra- 
tional durch  z  ausgedrückt  ist. 
Ebenso  ist 

(13)  2iz+i)==y\ 

wonach    man    nach    Adjunction    von    y/5    auch    x    rational   durch  y  aus- 
drücken kann: 

•T7^  =  «»  -u  JVL 


My-Ti)  =  f  +  ff-,-' 


Für  m  =  39  ergiebt  die  Gleichung  (21)  §  6,  wenn 

gesetzt  wird,  nach  Abwerfung  des  Factors  ^  +  2 

(15)  ,«_,_3  =  o,         .=i+^. 

Die  Gleichung  für  xx'  erhält  man  aus  der  Transformation  3**"'  Ordnung: 
(§  4,  I,  mit  Benutzung  von    15) 

^"  +  x"'   .   8 

woraus 

y  =  4(3  +  v^)- 


*  Aus  dem   71*-«°  Transforicatîonsgrad  erhält  man  direct  für  ;c  =  /"(y  —  35)  die  GIci- 
chuDg  x^  — <2  =  (i  4-  v"s)(«'  —  x). 
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Setzt  man  schliesslich 

(i6)  ^  fi^Zr^^  =  ^2^a> 

SO  ergiebt  sich  für  x  die  quadratische  Gleichung: 

(17)  x^-l±ß{x+i)==o. 


Fttr  m  =  55  setzen  wir 
und  erhalten  aus  (17),  §  6 

2z  Z 

O  =  ^'^  —  84?^  —  1 2^'  —  42f*  +  32^*  +  80^'  +  1 6z''  —  96z  —  64 

=.-  (/i  _  2^  _  4){z'  -  2y{z''  +  2/^  +  4^  +  4). 

Der   letzte   Factor  (der  zur   Determinante   —  1 1    gehört)   hat  hier   keine 
positive  Wurzel,  und  da  z^  nicht  =  2  ist,  so  muss 

Z^  2Z  4   =   0,  JS  =    1    +   yjS 

sein.     Setzt  man 


8Ö  liefert  noch  die  Transformation  fünfter  Ordnung 

_|_  a;'«  =  43  +  '9\/S 


0? 


und  daraus 

x^  +  x''^  =  2  -}-  y/l,         X  —  a;'  =  I, 
also 

(19)  x'-x  =  '-±^. 
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g  12.    l>te  MnltlpUcatorgleichangen. 

In  der  Abhandlung  I,  §  15,  sind  aus  dem  Teilungsproblem  der  ellip- 
tischen Functionen  zwei  Arten  von  Transformationsgleichungen  abgeleitet, 
die  sich  dadurch  unterscheiden,  dass  die  Wurzeln  der  einen  aus  geraden, 
die  der  anderen  aus  ungeraden  elliptischen  Functionen  der  Periodenteile 
zusammengesetzt  sind.  Die  ersten  heissen  Modulargleichungen,  die  anderen 
Mtdtiplicatorgleichungen. 

Die  letzteren  gestatten  eine  wesentliche  Vereinfachung  im  Falle  eines 
quadratischen  Transforinationsgrades.  ^  Diese  Multiplicatorgleichungen, 
welche  in  umfassender  Weise  von  Kiepert  studiert  sind,^  zeigen  in  ihren 
Zahlencoejßficienten  nicht  die  Einfachheit  wie  die  Schläfli' sehen  oder  die 
irrationalen  Modulargleichungen,  so  dass  diese  für  die  practischen  Rech- 
nungen, die  sich  auf  die  complexe  Multiplication  beziehen,  geeigneter 
sind.  Nur  in  dem  Fall  eines  quadratischen  Transforraationsgrades  ist  in 
Vergleich  zur  Höhe  des  Transformationsgrades  die  Einfachheit  der  Multi- 
plicatorgleichung  eine  genttgende  um  mit  Vorteil  hier  verwandt  zu  werden. 
Ich  gehe  hier  um  so  lieber  auf  das  Beispiel  des  25**''  Transformations- 
grades ein,  weil  dasselbe  eine  unmittelbare  Anwendung  der  allgemeinen 
Methode  liefert,  durch  welche  ich  im  §  21  der  Abhandlung  I  die  Zer- 
fäUung  der  Classengleichungen  in  Factoren  nachgewiesen  habe. 

Nach  §   16  der  Abhandlung  I  sind  die  v  Grössen 

falls  ad  =  n  eine  durch  2  und  3  nicht  teilbare  Quadratzahl,  c  =  o  (mod  24) 
und    e    der    grösste    gemeinschaftliche    Teiler    von   a ,  d  ist,  die  Wurzeln 


^  Diese  Vereinfach uDg  der  Multiplicatorgloichung  im  Falle  eines  quadratischen  Trans- 
formationsgrades hat  zaerst  Joubert  nachgewiesen:  Sur  les  équations,  qui  se  rencontrent 
dans   la   théorie  (le  la   transformation   des  fonctions  elliptiques^  Paris   1876. 

■  Besonders  in  der  Abhandlung  Über  die  TravsforniaHov  der  elliptischen  Functionen, 
Mathematische    Annalen,  Bd.   26. 
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einer  Gleichung  v^**"  Grades,  welche  rational  \onj{a))  abhängt.     Ist  n  =  25 
so  lasst  sich  dieser  Gleichung  die  folgende  einfache  Form  geben  ' 

wenn  zur  Abkürzung 

(3)  X=^f"  +  5f'+  ^5i'+^5t''+^5 

gesetzt  wird. 

Es  sei   nun   r  eine  ungerade  Zahl  und  o)  Wurzel  der  quadratischen 
Gleichung  (zweiter  Art) 

(4)  o)^  +  rw  +  25  --  o, 


(5)  (o  = f ,  w  =  100  —  r', 

so  ist,  wenn  c  aus  der  Congruenz 

(6)  r  =  r  (mod  25),         c  —  r  =  —  2 sr  (mod  24) 
bestimmt  wird, 

.  c  +  (ü  ^c  —  rï 

^7/  25      "~     25  Ù) 

und  es  wird  daher  für  den  Wert  (5)  von  cd  eine  Wurzel  der  Gleichung  (2) 


7(û>) 
worin  die  y/—  ûo  mit  positivem  reellen  Teil  zu  nehmen  ist.    (Abh.  I,  §  5.) 


(8)  /^-A^5      ^_,  -  ^:::riro 


'    Vgl.    I.  GiERSTER,    Notiz  iihe}*  Moâulargleichungm  hei  zusammengesetztem  Trans- 
formntionsgrad,  Math.  Annalen,  Bd.   14  und  Kiepert  1.  c. 
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Wir  betrachten  die  Werte  r  =  i  ,  3  ,  7  und  erhalten 

_  ^^ 

2-"' 


m  -=  99,         /  =^_e    »(3  +  iyjii). 


I   --    — 

rr=7,         »1  =  51,         t  =  -e   *{y/i7  —  iy/3) 

und   hiernach   lasst  sich   aus   (2)  j{{o)  berechnen,  welches  für  r  =  3  ein 
Oubus  wird. 

Auf  diese  Weise  berechnet  man  ziemlich  einfach  die  folgenden  Zahlen 


(9)      '      i(— -^"^)  =  -2".27(6263  +  1519V/Ï7). 

y(~  '  2~  ^)  = — 2  "(459 1 8043 1 6  +  799330532^33)- 

Von  diesen  Werten  gelangt  man  zu  den  viel  einfacheren  Gleichungen  für 
die  Grössen  fly/—  m)  in  derselben  Weise  wie  in  §  8. 
Es  ist  nämlich  nach  §  1 

^l        2        ;-/-(^zr:^' 


^'\      2      ;«         Av^^)'*    ■ 

Setzt  man  also  für  r  =  3 

so  ergiebt  sich  für  x  die  Gleichung 

(10)  a;"  +  ;-,(û>)r»;"— i6»  =  o; 

und  wenn  man  für  r  =  7  ,  i 
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setzt,  SO  folgt  für  diese  beiden  Falle: 

(i  i)  rc"  —  [3  —  2-^j{a})]x^^  +  30;'  —  I  =  o 

und  in  (10)  und  (11)  hat  man  für  y^{o))  und  J{(o)  die  Werte  (9)  ein- 
zusetzen. Jede  dieser  Gleichungen  lässt  sich  aber  successive  in  zwei  in 
Bezug  auf  aj*,a;*,a;  rationale  cubische  Gleichungen  zerfallen  wie*  man 
leicht  findet  und  noch  leichter  nachträglich  verificiert.  Man  erhalt  so 
die  Classengleichungen:  ^ 

X^ (4  +   y/Tj)x^ X  I    =0. 


x^  —  2x^  —  (i  +  v^T3)a;  —  2=0. 

^  =  99,         f{yj~99y  =  2rr, 
^'  — (ï3  +  2v/33)^'-~(4  +  n/33)^—  I  =  o- 

§  12.    Zusammenstellung. 

Zur  bequemeren  Übersicht  sollen  hier  noch  einmal  die  die  complexe 
Multiplication  betreffenden  Resultate  zusammengestellt  werden^  und  zwar 
geordnet  nach  der  von  Gauss  gegebenen  Einteilung  (Disq.  ar.  art.  303; 
vgl.  auch  die  in  Bd.  2  von  Gauss  Werken  aus  dem  Nachlass  herausge- 
gebene Tafel  der  Classenzahlen),  so  dass  die  römische  Ziffer  die  Anzahl 
der  Genera,  die  arabische  Ziffer  die  Anzahl  der  in  einem  Genus  enthalte- 
nen Classen  quadratischer  Formen  von  der  Determinante  —  m  angiebt. 
Die- Falle  w  =  40 ,  48  ,  72  ,  88  ,  1 12  ,  232,  die  nach  den  Formeln  (8),  (9), 
§  9,  aus  den  Fallen  m  =  10 ,  12  ,  18  ,  22  ,  28  ,  58  leicht  zu  berechnen 
sind,  welchen  die  Classification  IV,  i  zukommt,  sind  }iier  noch  beigefügt. 
Es  ist  bemerkenswert,  dass  die  Falle  I,  i;  I,  3;  II,  i  erschöpft  sind, 
wenigstens  wenn  die  von  Gauss  (Disq.  ar.  1.  c)  auf  eine  weitgehende 
Induction  gegründete  Vermuthung  richtig  ist.^ 

*   Vgl.  auch  JouBERT,  Comptes  rendus,  t.   50,    i860. 

.Uta  mathtmatiea.    11.     Imprimé  le  10  Juillet  1888.  49 
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f{y/=J)  =  >/2, 
fÅ^FA)  =  s/S, 

I>  3-  fi\/—  1 0  =  ^>  ^'  —  2a;*  -f-  2a;  —  2  =  o, 

/■(v'—  ig)  =  X,  x' — 2a;^2=o, 

A\/—  23)  =  v/ziP,  a;'  —  a;  —  I  =  o, 

/■(V— 27)'  =  2a;,  a;»  —  3a;' —  3a;  —  I  =  o, 

/■(V-sO  =  v/2a;,  a;'  —  a;»  —  I  =0, 

/■(V— 43)  =  a;,  a;»  —  2a;  —  2  =  o, 

/■(^ —  67)  =  a;,  a;'  —  2a;'  —  2a;  —  2=0, 

/■(x/— 163)  =  a;,  a;'  —  6a;'  +  4a;  —  2=0. 

I>  5-  fiyf—AT)  =  v^^»         ^*  —  ^'  —  2a;'  —  2a;  —  1=0. 

1,7.         /■(y/_7i)  =  y/2a;,         a;'  —  2a;*  —  a;*  +  a;*  +  x' +  a;*  —  x — 1=0. 

II,  I.  /•(V^/=i+^, 

f,{^—6y  =  4  +  2v/i, 
/;(^=r8)«  =  8(1  H-  v/^), 

AV^)'  =  V2(i  +  v/3"), 

/;(v/=-rir  =  2^i(i  H-vi), 

AV^Ü)*  =  3  +  ^13. 

Av/^^'  =  V2(i  +  Vs), 

f^{^—[^*=    2;'8(l    +^2), 
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/;(/=T8)'  =  ;/i(2  +  V6), 
/;(/ri8)*  =  2^2(3  +  V7)> 

v/i/;(v/=^)*  =  5  +  v^. 

fAsT^^'  =  2^j2X,  x'  =  -^^1^(20;  +  t), 

fÅ>/=^y  =  8^,  ^'  —  8(1  +  y/2yx  —  2(1  +  Vi)  =  o, 

fi(yf^'  =  \/Sx,  x^  —  4x—2  =  2^i(x+i), 

/;(V-46)*  =  V2^,  a;+^=3  +  v/i, 


fÅ>FT2y  =  2^2X,         a;*-2(4  +  VT3)a;-3J-Vl3_o, 

/■(N/=6i)'  =  v/Sa;,  VH^'  _  a;  +  i)  =  ^^(a;'  +  3^5  —  0» 

V'2/",(y/—  loo)  =  a;,  ar'  —  a5  —  i  =  Vs(a3  +  O- 
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X   —  3 
oder 

a^r^ey = f2x,  X' - x^  ==^-±^{x  + 1),    . 

f{yj—  29)*  =  20?,  2a;'  — ga;'  — 8a;  — 5  =y/i^(a;+ i)', 

4r(v/=ls)  =^'  +  ^.  a;»-2a;'-4=o, 
oder 

A(V^'8)*  =  \/2a;,  x'— 8a;'H-  16a;  — 8  =  ^2(8«;'  — 8a;  +  6), 
oder 

V2/;(v/^^^^'  =  a'+ I— v/ij^,    a;'  — a;'  — 2a;— 2  =  o, 

v/8/;(V^=^;  =a;  +  j^,  a;'-2a;'  +  3a;-4=o, 
oder 

riy/~yi)'=2x,  x'  —  4x'  —  x—i=y/Tjx\ 

v'2/"(v'^7S)   =  a;,  ■  a;'  —  2a;*  —  2a;  —  4  =^  4^x, 

A\/— 91)    =  ^»  a;' — 23;'  —  a;  —  2  =  yfijx, 

f{\f^99)*  =  2x,  a;'  —  1 3aj'  —  4a;  —  I  =  yfssi^x*  +  a;), 

Av'-  i7S)  =  \/2a;,  2a;»  — 4a;'  +  a;  — 3  =  v/5(2x»  — 35+  i). 

11,4.  AV=:Trr  =  V2-,     (-  +  ^)-^^(.  +  -:)  +  ^  =  o. 

IV,  I.  2/^(^^717)"  =  (v/3  +  V7)'(3  +  Vt)', 

/•,(V=^)"  =  2»(i  +  v'i)*(2  +  v'3)'(v'2  +  v/3)', 
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/•»(/~13)'    =  2n^(3  +  V^)(2  +  s/s), 

V^AN/^^iä)*  =  (3  +  >/n)(i  +  y/ir, 

r,(N/=^'    =  M^  +  v/5)'(i  +  V2)'(3v/^  +2^5), 

2^/iA(^/=4i)•  =  (2V2  +  v^XVi  +  Vt)', 

A(nP48)'    =  8x^2(1  +  n/3)(v/5  +  v'3)'(l  +  n/^'. 
/;(n/=65)"  =  4v/^(l  +  v/J)'(2  +  v/^)»(v/i  +  ^sY, 
/i(v/=^7^"  =  128(2  +  V6)*Cl  +  vr2)*(2  +  V3")'. 

IV,   I.  /Kv^Sl)"     =  4(1  +  N/i)'(3  +  v^)'(7v/i  +  3v^,      • 

fA>r^TÏ2)'  =  8v/i(3  +  n/^(i  +  v'i)^(2v'i  +  >/7)', 
f^{>r^'  =  2(5  +  V^'(i  +  Vi)''(99  +  i3n^. 

VIII,  I.    Vi'VCvCT^)*  =  (.  +  Vi)'(»  +  v/s)*(>/3"  +  ^7)'(V5  +  Vt)- 
Marburg  in  April   1888. 


Berichtigungen. 

Das  Theorem  2.)  Seite  339  muss  als  unrichtig  wegfallen.  Auf  die 
Resultate  ist  dieser  Irrtum  ohne  Einfluss.  Aus  der  Tafel  (16)  Seite  342 
schlies^  man,  allein  auf  das  Theorem  i.)  §  t  gestützt,  dass  die  Grössen 
t;:tt","  oder  wenn  n  durch  3  teilbar  ist,  deren  Guben,  Wurzeln  einer 
Transformationsgleichung  sind,  deren  GoöflFicienten  rational  aus  »'*  ab- 
hangen. Die  Schlüsse  auf  Seite  347  werden  nur  in  soweit  berührt,  als  r^  =  i 
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und  r  und  s  daher  so  bestimmt  werden  müssen,  dass  (w — i)*^>(^+  0^ 
durch   12  teilbar  sind,  wie  es  auf  Seite  348  ff.,  wirklich  geschehen  ist 
Seite  371.     Formel  (2)  ist  zu  lesen 

C^8/-(>/=^  =  I  +  Vi, 

Formel  (3)  zweite  Zeile 

x^  —  {i  +  v/7)^+  2=0. 

Seite  375.     Formel  (30) 
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BEMERKUNG  ÜBER  DIEJENIGEN  FLACHEN 

BEI   DENEN   DIE 

DIFFERENZ  DER  HAÜPTKRÜMMUNGSRADIEN  CONSTANT  IST 

VON 

ß.  V.  LILIENTHAL 

In  BONN. 

Im  69^°  Bande  des  Journals  für  Mathematik  hat  Herr  Wein- 
garten den  Satz  aufgestellt  und  bewiesen,  dass  die  dem  Hauptkrüra- 
mungshalbmesser  p^  entsprechenden  KrQmmungsmittelpunkt^flachen  der- 
jenigen Flächen,  bei  denen  der  HauptkrOmmungshalbmesser  /?,  durch  die- 
selbe Function  von  p^  ausgedrückt  wird,  sämmtlich  auf  eine  unter  ihnen 
befindliche  Rotationsflache  abwickelbar  sind.  Speciell  sind  die  Krüm- 
mungsmittelpunktsflachen  der  Minimalflachen  auf  die  Rotationsfläche  jeder 
Kettenlinienevolute  abwickelbar. 

Der  letzteren  Bemerkung  lässt  sich  die  folgende  an  die  Seite  stellen. 
Die  dem  Hauptkrümmungshalbmesser  p^  entsprechenden  Krümmungs- 
mittelpunktsflächen  sämmtlicher  Flächen,  bei  denen  p^  — p^  constant  ist, 
sind  auf  die  Rotationsfläche  der  Tractrix  abwickelbar  und  besitzen  somit 
ein  constantes  negatives  KrOmmungsmass.     Dasselbe  hat  den  Werth 

wenn  p^  —  p^  =^  c.  Die  Rotationsfläche  der  Tractrix  selbst  ist  Krüm- 
mungsmittelpunk tsfläche  von  einer  Rotationsfläche,  die  sich  durch  geeig- 
nete Bestimmung  der  willkührlichen  Constanten  aus  den  Formeln  des 
Herrn  Lipschitz  (Acta  Mathematica,  Bd.   10,  S.   136,  (16))  ergiebt. 

Acta  mathematiea,    11.    Imprimé  1«  10  Juillet  1888. 
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Es  sei  zunächst  gestattet  den  allgemeinen  Satz  des  Herrn  Weingar- 
ten mit  den  Mitteln  zu  beweisen,  die  im  30**°  Bande  der  Mathema- 
tischen Annalen,  p.  i  u.  folg.  entwickelt  sind.  Man  erhält  für  das 
Quadrat  des  Linearelements  ds^  der.  zu  p^  gehörenden  Krümmungsmittel- 
pünktsfläche  die  Gleichung: 

ds\  =  {pi  —  ^a)'[y^rsin  adp  +  y^^N  sin  {a  —  ^)dgy  +  dp\. 

Unter  der  Voraussetzung 

Pi  =  f{Pi) 

Iftsst  sich  nun,  wenn  p^  als  unabhängige  Variable  genommen  und  gleich 
p  gesetzt  wird,  ein  Factor  Å  in  der  Weise  bestimmen,  dass 

KPi  —  Pi)[yJ^  s^^  ^^P  +  yjN  sin  (<t  —  f>)dg] 

ein  vollständiges  Diflferential  wird. 

Die  hierzu  erforderliche  Differentialgleichung  nimmt  unter  Berück- 
sichtigung der  Beziehung  (1.  c,  p.    lo,  (6)): 


{Pi  —P^) 


d)/L  Binir       d  )JN  sin  (a  — 


dq  dp 

die  Form  an: 


=  ^  v^L  sin  ^  —  ^  v^j\r.sin  {a  —  ip) 


^  (/>!  —  P^  V/^  8»"  '^  —  i^  (/>!  —  /»«)  V^  ""  («^  —  9) 

+  ^Av'L"8in<r  — ^Av'1^8in(<T— ^)  =  o. 

Wird  nun  A  bios  als  Function  von  p  = /o,   betrachtet,  so  folgt: 

_r_££>_+c.B.t. 
und  man  kann  setzen: 

_  ÇJîi. 
e  •'  '"'"'"' (/>,  —  Pi)[>jT  sin  adp  +  ^\^  sin  {a  —  f)rfy]  =  rfg, , 
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Ober  Flächen,  bei  denen  die  Differenz  der  HauptkrUmmungeradien  constant  ist.       393 
SO  dass: 

wird,  woraus  die  Behauptung  des  Herrn  Weingarten  unmittelbar  erhellt. 
Nimmt  man  nun  im  betrachteten  Falle />j  — p^  gleich  c  und  schreibt 
statt  q^   wieder  g,  so  ergiebt  sich: 

Vi 
ds]  =  e'  dq'  +  dp]. 

Wir  suchen  .jetzt  diejenige   Rotationsfläche  auf,  bei  welcher  das  Quadrat 
des  Linearelements  die  letztgefundene  Form  hat.     Sind 

^  =  p  cos 7,  ri  =  p  sin  q,  C=  f{p) 

die  Coordinaten  einer  Rotationsfläche,  ds  das  Linearelement  der  letzteren, 
so  wird: 

Daher  sind  p  und  f{2))  so  als  Functionen  von  p^   zu  bestimmen,  dass: 

wird.  ^ 

Nimmt  man 

il 
P  =  e', 

so  folgt: 


f{p)  ^\/  c'  —  e'^'  —  p,+r\ofr{c  —  \/c'  —  ^"^7, 

und: 

—       il  il 

f  =  Ö  •*  cos  7 ,         îy  =  e  '  sin  (7 , 

r=  V  r*  —  e"^—  />j  -f  r  log  V  —  V  r'  —  e'  ). 

Diese    Gleichungen    zeigen,    dass  wir  es  mit  der   Umdrehungsfläche 
der  Tractrix  zu  thun  haben.     Das  Krümmungsmass  dieser  Fläche  ist  — p. 

Acta  mathfmatica.    11.     Imprimé  le  11   Août  18S8.  50 
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Bezeichnen  wir  mit  x  ^y  ^  z  die  Coordinaten  einer  Fläche,  für  welche 
die  in  Rede  stehende  Rotationsflache  eine  Evolute  ist,  so  finden  sich 
x,y,z  leicht  mit  Hülfe  eines  von  Herrn  Weingarten  in  Journal  für 
Mathematik,    Bd.   62,  S.   62  aufgestellten  Formelsystems  in  der  Form: 


x  -=  e 


cosy, 


!l  ^  e     — ^smy, 


■^  =  -7^  V  r'  —  c^'  —  fj^  -h  r  log  \r  —  \Jc}  —  /?*'•'). 
Diese  Rotationsfläche,  l)ei  der  nun 


wird,  ist  unter  den  von  Herrn  LiPscniTZ  (Acta  Mathematica,  Bd.  10, 
»^-  136,  (16))  nngegebenen  Rotationsflachen  mit  der  genannten  Eigenschaft 
enthalten,  was  sich  mit  Hülfe  der  Substitution: 

I    -  I 

jr  =  (],  sin  d  ='-(''  ,  .        log  -+?(:--—  I 

sofort  ergiebt. 

Münster  Yw.  den    i    September    1887. 
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SUR   L'INTÉGRATION   ALGÉBRIQUE 
DES   DIFFÉRENTIELLES   ALGÉBRIQUES 

J.  PTASZYCKI 

à   tilt  PÉTERSBOUKO. 

1.      Le  travail  actuel  a  pour  olyet  la  solution  du  problème  suivant: 

Exprimer  V intégrale  ff/dxj  y  étant  liée  à  x  par  une  équation  cdgébrique, 
au  moyen  d'une  fonction  algébrique  de  x  ou  s  assurer  que  cette  intégnde  nest 
pas  (dgébrique. 

Le  premier  pas  vers  la  résolution  de  ce  problème  a  fait  Ahel,  en 
démontrant  que,  si  Tintégrale  fydx  est  une  fonction  algébrique  de  x. 
elle  s'exprime  rationellemen  t  au  moyen  de  a;  et  de  y. 

En  s'appuyant  sur  cette  proposition,  Liouville  a  résolu  complète- 
ment le  problème  (Journal  de  TEcole  Polytechnique,  22*"  cahier; 
Journal   de   Mathématiques,  t.   3). 

Depuis,  plusieurs  autres  géomètres  ont  étudié  la  question.  Je  citerai 
Bkiot  et  BorQUET  {Théorie  des  fonctions  elliptiques),  MM.  Zeuthex  (Comptes 
rendus,  1880),  Raffy  (Annales  de  TEcole  normale,  1883;  1885) 
et  Humbert  (Acta   mathematica,   1887). 

Toutes  les  solutions  du  problème,  proposées  jusqu  a  présent,  ramènent 
la  question  à  la  recherche  de  quelques  polynômes  entiers  par  la  méthode 
des  coefficients  indéterminés. 

Ici  je  vais  établir  un  théorème  qui   permet  de  résoudre  la   question 
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par   une  voie  différente.^     Ce  théorème  fournit  aussi  un  nouveau  moyen 
de  suivre  la  méthode  des  coefficients  indéterminés. 

2.     Théorème.     Soit  P  un  polynôme  entier  en  x;  z  une  fonction  de  x, 
définie  par  Véquation  irréductible  à  coefficients  entiers 

/'  +  9^,{x)z''-'  +  ^,{x)z'~'  +  . .  .  =  o. 

Soient  Zi  j  z^  ^  .  \  . ,  z^  les  n  déterminations  de  la  fonction  z;  J  le  discriminant 

de  r équation  en  z.     Soit  enfin 

J  =  D^E, 

où  D  est  un  polynôme  entier^  E  un  polynôme  entier  qui  na  pas  de  facteurs 
linéaires  multiples. 

Si  l'intégrale    \  ^dx  est  algébrique^  on  peut  poser 

r  z   J         Xo  +  X,z  +  X,z^  +  . . .  +  X,._|2-i 
J  pdx= ^ , 

F,  Xo ,  Xj ,  . .  . ,  X„_,   étant  des  polynômes  entiers  en  x,  définis  de  la  ma- 
nière  suivante: 

1°   Y  est  le  produit  du  polynôme  D  par  le  plus  g ratid  commun  diviseur 

dP 
du  polynôme  P  et  de  sa  dérivée  j-; 


il  Ay 


4- 


-1 


2°  Xo ,  Xj ,  . . . ,  X„__i  satisfont  aux  équations: 


vJ 


^r' 


-î: 


^^..4-'     f^dx     4^' 


. .  Z 


U-O,  l,2,...,ii— 1) 


^  En  l88l,  j'ai  traité  la  question  de  cette  manière,  pour  une  classe  assez  étendue 
de  fonctions,  algébriques, .  dans  mon  Mémoire  intitulé  Sur  Viittégration  sous  forme  finie 
(S:t  Pétersbourg).  Dans  le  cas  où  la  fonction  y  est  égale  à  la  racine  d'une  fonction  ra- 
tionnelle, cette  méthode  se  réduit  au  procédé  de  M.  Tchébycheff.  Je  dois  à  Tobligeante 
communication  de  fillustre  géomètre  la  connaissance  de  son  procédé.  Maintenant  au  sujet 
dudit  procédé  on  peut  consulter  Cours  professé  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris  par 
M.  Hermite  (2*'"«  ed.;  p.  20). 
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3.     Démonstration.    Soit    j  -pdx    l'intégrale  algébrique.    L'intégrale 
sera  de  la  forme  (n®   i) 


(0 


j'r'-=Y.+y/+Y/+---+Y:y-' 


X^j  F^  ;  Xj ,  y,  ;  .  . .  désignant  des  polynômes  entiers  en  x;  on  peut  sup- 

X 

poser  que  la  fraction  y-  soit  irréductible. 

On  tire  de  l'égalité  (i)  les  n  équations 

f^dx  :=  |s  +  1^'  ^,  +  . . .  +  r^^rs 


/■ 


■p  "  »^  —  Y     *    Y  ^'i    *    '  '  '    i    "p       ^i 


n     1 


Remarquons  que  ces  équations  montrent  que  Tintégrale 
(2)  f^djr,. 


'    (*«l,2,8,...,«) 


sera  représentée,  dans  le  voisinage  de  chaque  point  a,  par  une  série  or- 
donnée suivant  les  puissances  croissantes  de  x  —  a;  au  commencement  de 
la  série  il  ny  a  qu'un  nombre  limité  de  termes  à  exposants  négatifs. 

Y      X 
En  résolvant  nos  équations  par  rapport  aux  coefficients  tt  ;  tt  j  •  •  •  . 

■'■0        ■*  1 

on  obtient  la  formule 


(3) 


I     z,     z; 


I     z.,     z'. 


.  z-i 


((-0,l,J,...,ll-l) 


y'--'       /  ^dx      z'- 


.  .  .   Ä- 
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Nous  allons  maintenant  mettre  cette  formule  sous  une  autre  forme. 

Dans  ce  but,  je  remarque  que  les  éléments  du  déterminant  qui 
figure  dans  la  formule  (3),  excepté  ceux  de  la  i-ième  colonne,  restent 
finis  pour  toutes  les  valeurs  finies  de  x.  Quant  à  l'élément  (2)  de  la 
i-iéme  colonne,  on  sait  que  les  seules  valeurs  finies  de  x  qui  puissent  le 
rendre  infini  sont  les  racines  du  polynôme  P.  Soit 

P  =  (^  —  a,Y'{x  —  (uY^  .  .  ,  {x  —  (i,y\ 
On   voit   sans   peine   que   pour   x  =  a  l'intégrale  (2)  sera  finie  ou  infini- 
ment grande  d'un  ordre  égal  au  plus  à  celui  de     ,  ___    y-f  ' 
Le  déterminant  considéré  se  réduit  donc  à 

A*) 


f{x)  ét^nt  une  fonction  qui  reste  finie  pour  toutes  les  valeurs  finies  de 
X.  Rappelons  que  le  radical  yj  qui  figure  dans  la  formule  (3)  est  égal 
à  D\Ëy  où  E  désigne  un  polynôme  qui  n'a  pas  de  facteurs  linéaires 
multiples. 

D'après  cela,  de  la  formule  (3)  on  déduit  que 


Yi        1)  .  {x  -  a,)«»-'  {x  ~  oj'--^  ....  (^  —  (7,)«'-» .  V  K 

On  en  conclut,  en  ayant  égard  aux  propriétés  des^fonctions  X, ,  F, , 
f{x)  y  Ey  que  le  polynôme   Y^  doit  diviser  le  polynôme 

Y  ^  I).(x  —  a.Y'"' (it  —  e/.,)«'^-'  ,  ..{x  —  a)''' '' . 

Par  conséquent,  dans  l'égalité  (i)  on  peut  poser 

Fj  =  Y\  w-o,i,2,...,«--i) 

ce  qui  démontre  la  première  partie  du  théorème. 

Portant  la  valeur  de   F,,  dans  la  formule  (3),  on  obtient  l'expression 
du  polynôme  X,  qui  établit  la  seconde  partie  du  théorème  énoncé. 

4.     Application.     En  vertu  de  notre  théorème,  on  peut  procéder  de 
de  la  manière  suivante  pour  résoudre  le  problème  proposé  (n"^  1). 
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On  met  la  fonction  à  intégrer  y  sous  la  forme  ^  et  le  discriminant 

(le  réquation  en  z  sous  la  forme  à  =  D^E, 

On   forme   le   produit  du   polynôme   J)  par  le  plus  grand  commun 

dP 
diviseur    du    polynôme    P  et    de  sa  dérivée  -r-;  on  déterminera  ainsi  le 

polynôme   Y. 

Puis,   on   développe   suivant  les   puissances  décroissantes   de  or  les  n 
expressions 

•  I      ^i     zl...z'f'      j  ^(Ir     z\^' 


-1  ^M-l 


Y      i      .îî     Zi 


4-  /> 


fix    zi;^^  . . .  z?. 


ft-i 


(/=0,  l,î,  ...,»i-  1) 


•  4-'    f^'fT    C'...zT' 


dans  lesquelles  ^i  ,  -2fo ,  .  .  .  ,  -?„  désignent  les  n  déterminations  de  z\  les 
parties  entières  dans  les  développements  fourniront  fespectiyement  les 
polynômes  X^ ,  X,  ,  .  .  .  ,  X„_i .  /  . 

Les   coefficients   de   ces   polynômes   contiendront,   en   général,  n   con- 
stantes  inconnues  ^j  ,  rg ,  .  .  .  ,  r„;   c^.  représente   la  constante  arbitraire  de 

Tintégrale     /  tt^-^- 

L'une   de   ces   constantes   peut   être    choisie  arbitrairement;  on  déter- 
minera les  autres  par  la  condition  que  l'égalité 

/'  r  Ç\  dx   ^^^  +  ^''  +  ^^'^  + .  ■  ■  +  x„ ,.»  n  _  ^ 

doit  avoir  lieu  identiquement. 

Les  constantes  r,  ,  r., ,  .  .  .  ,  r„  étant  déterminées,  la  fonction 

y 

préî^entera   la   valeur  do   l'intégrale     /  p^'^.      Si  ces  constantes  ne  satisfont 
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pas   à  la  condition   indiquée,  on   concluera  que  notre  intégrale  n'est  pas 
algébrique. 

Bsmarqtie.  Il  peut  arriver  que  rimpossibilité  de  l'intégration  algé- 
brique   se    manifeste    avant    que    nos    opérations   soient    menées    h    bout. 

L'intégrale     /  -ßdx    nVst    pas    algébrique:    i°   si   le  développement  de  la 

fonction  ^  contient  un  terme  en  x"'^  (n^  3);  2^  si,  dans  le  développement 

de   l'expression   qui   fournit  le  polynôme  X<,  les  puissances  fractionnaires 
et  positives  de  x  ne  s  évanouissent  pour  aucune  valeur  de  c^ ,  c^ ,  . . . ,  r,. 

5.  La  seconde  partie  de  notre  théorème  indique  encore  le  moyen 
suivant  de  déterminer  les  polynômes  Xo ,  X, ,  .  .  . ,  X„_i . 

A  l'aide  de  l'expression  de  X,,  on  calcule  les  limites  supérieures  d(»s 
degrés  de  ces  polynômes  et  Ton  cherche  ensuite  à  déterminer  leurs  coeffi- 
cients de  manière  à  vérifier  Tégalité  du  n^  4. 

Remarque.  Si  l'on  suit  cette  seconde  marche,  on  n'aura  à  effectuer 
que  les  seules  opérations  arithmétiques  pour  résoudre  le  problème  pro- 
posé (n®   1). 
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Mémoires  présentés  au  concours- 
Le  concours  pour  le   prix  fondé   par  S.   M.    le  roi  Oscar  II  a  été 
clos  le   i'  juin  de  cette  année.     Nous  mentionnons  ci-après  et  dans  Tordre 
où    ils   sont   parvenus,    les    mémoires   destinés   au    concours    qui    ont   été 
adressés  au  Rédacteur  en  chef  de  ce  journal,  à  Stockholm: 

1.  Mémoire  sur  V équation  trinôme  de  degré  impair  rr"*  +  a?  =  r. 

Epigraphe:    Les    trois    nombres    harmoniques   élémentaires 
sont  2,  3  et  S- 

2.  Nuova  Teoria  dei  Massimi  e  Minimi  degli  Integrali  definiti. 

Epigraphe  :  Opinionum  commenta  delet  dies;  naturaa  judicia 
confirmât. 

(Cic.  Nat.  D.) 

3.  Allgemeine  Entwickhmg  der  Functionen. 

Épigraphe:  Sich  selbst  zu  loben  ist  ein  Fehler, 

Doch  jeder  thut's,  der  etwas  Outes  thut. 

(WestOstlicher  Divan  von  Göthe.) 
L'auteur  y  a  joint  une  traduction  française: 

Développement  générai  des  fonctions 

avec  Tépigraphe:  Tu  ne  fais  pas  bien  en  te  louant  toi-même 
Mais   tu   te  loues  toi-même  en  faisant  bien. 

(D'après  Goethe.) 

4.  Les  Fonctions  Pseudo-  et  Ilyper-Bernoulliennes  et  leurs  premières 
applications.  —  Contribution  élémentaire  à  l'intégration  des  équations  dif- 
férentielles. 

Épigraphe:   Vcnient  qui  sine  offensa,  sine  gratia,  judiccnt. 

(Senèque.) 

5.  Über  die  Bewegungen  in  einem  System  vûu  Massepunkten  mit  Kräften 
der  Form ^ . 

Épigraphe:  ' Anlooç  o  Àoyoç  r^ç  dArjßelac  ïipfj. 

(Euri-pidos.) 
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6.  Intégration  des  équations  simultanées  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  d'un  nombre  quelconque  de  fonctions  de  plusieurs  variables 
indépendantes. 

Épigraphe:  Accipe  jussis 

carmina  cepta  tuis. 

7.  Über  die  Integration  der  Differentialgleichungen,  welche  die  Be- 
wegungen eines  Systems  von  Puncten  bestimmen. 

Épigraphe:  Nur  schrittweise  gelangt  man  zum  Ziel. 
Avec  une  traduction  française,  intitulée: 

Sur  l'intégration  des  équations  différentidles  qui  déterminent  les  mouve- 
ments d'un  système  de  points  matériels, 

et  portant  l'épigraphe:  Pour  parvenir  au  sommet,  il  faut  marcher  pas  à  pas. 

8.  Sur  les  intégrales  de  fonctions  à  multiplicateurs  et  leur  application 
au  développement  des  fonctions  abéliennes  en  séries  trigonométriqu£s. 

Epigraphe:  Nous  devons  Tunique  science 
Que  Thomme  puisse  conquérir 
Aux  chercheurs  dont  la  patience 
En  a  laissé  les  fruits  mûrir. 

(Sully-Prudhomme,  Le  Bonheur.) 
Avec  un  Supplément. 

9.  Sur  le  Problems  des  trois  Corps  et  les  Équations  de  la  Dynamique. 

Épigraphe:  Nunquam  prœscriptos  transibunt  sidéra  fines. 

10.  Sur  le  Problème  des  trois  Corps. 

Epigraphe:  —  —  —   —  —  —  Coelumque  tueri 

Jussit  et  erectos  ad  sidéra  tollere  vultus. 

(Ovide.) 

1 1 .  Über  die  Bewegung  der  Himmelskörper  im  widerstehenden  Mittel, 

Épigraphe:  Per  aspera  ad  astra. 

12.  Becherches  sur  la  formule  sommatoire  d' Euler. 

Épigraphe:  Ùtinam  ne  nimis  erravcrim. 

Juin   1888. 

MITTAG-LEPPLER. 
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L  Brill  à  Darmstadt,  Éditeur  de  modèles  pour  renseignement  des  Mathématiques  supérieures. 

iflodèles 

en  plâtre,  en  fils  de  soie  tendus  sur  des  tiges  métal- 
liques, en  fils  métalliques,  en  feuilles  minces 
de  laiton  etc.  ^ 

Les  modèles  de  la  P%  2®,  3®,  5®,  6®,  8^  série  et  la  plupart  de  ceux 
de  la  10®  et  de  la  14®  série  sont^  faits  d'après  les  originaux  faits  à 
riostitnt  mathématique  de  1  École  Technique  supérieure  de  Munich  sous  la 
direction  de  MM,  les  professeurs  Brill,  Klein  et  Dyck, 

A  l'exception  de  la  7®  et  de  la  9®  série,  tous  les  numéros  se  ven- 
dent séparément.  La  plus  grande  partie  des  modèles  sont  accompagnés 
d*un  texte  explicatif. 

Les  prix  sont  donnés  eu  monnaie  allemande;  les  frais  de  Temballage 


et  du  transport  n  y  sont  pas  compris 

Modèles  en  carton  des  surfaces  du  second  ordre 

constiniits  d'après  les  iodications  de  M.  A.  BrUI, 

professeur  il  l'I-'iiiversité  d«  Tubingiie.    . 

Produits  par  la  réunion  de  deux  systèmes  de  sections  planes 
figurées  en  papier-carton  coloré. 

1.  et  3.  Ellipsoïde.  3.  et  1.  Hyperboloide  ä  uue  et  ft  deux  nappes.  5.  et  ti. 
Panboloide  elliptique  et  hyperbolique.    7.  Cône.  . 

Prix  de  la  série  entière  16  M. 

3  supports  différeBts  pour  dresser  les  modèles,  prix  M.  1.50,  M.  2. — 
et  M.  1.—. 

Première  série. 

T.  Surface  de  révolution  de  la  traotrice  avec  dos  lignes  géodésiqucs  et  asymp- 
totiques.  H.  et  III.  Surfaces!  des  centres  du  paraholoùie  elliptique  et  de  l'hyper- 
boloide  ä  une  nappe.  IV.  Klliphuïde  de  révolution  avec  des  lignes  géodésiques. 
V.  Ellipsoïde  à  axes  inégaux  avec  des  ligues  géodésiqueb  pasbaut  par  les  ombilica. 

Prix  de  la  série  CDtiore  60  M. 


Deuxième  série* 

VI.  3  niodMes  de  la  surface  de  Kummer.  VU.  Surface  du  3«  ordre  A  4  i)oints 
coniques  réels  avec  les  lignes  asyraptotiques.  VIII.  8  surfaces  de  révolution  à 
courbure  raoyenue  constante  avec  dos  lignes  géodésiques.  IX.  Surface  de  révolu- 
tion à  courbure  constante  négative  (type  conique)  avec  des  lignes  géodésiques  et 
asymptotlques.  X.  Même  surface  (type  de  l'hyperboloide)  avec  des  lignes  géodésiques 
parallt'lesj  et  des  cercles  géodésiques.  XI.  Trajectoire  d'un  point  pesant  sur  une 
sphère. 

Prix  de  la  série  entière  120  M. 

Trolstlème  série. 

Modèles  en  plâtre  des  surfaces  du  second  ordre 

avec  la  représentation  des  lignes  de  courbure,  des  génératrices 

rectilignes  etc. 

par  M.  R.  Diesel  à  Munich. 

Sur  les  modèles  du  !•'  groupe  on  n'a  indiqué  quo  les  sections  principales. 

Série  entière    100  M.,    1«'  groupe  (7  modèles^  35  M,  2d  groupe 

(11  modèles)  75  M.    " 

iliiatrlèiue  série« 

Modèles  en  fils  de  soie  des  surfaces  réglées  du  second  ordre 

(les  fils  de  soie  sont  .tendus  sur  des  tiges  en  laiton). 

1.  Hyperholoïde  invariable.  2.  et  3.  Hyperholoïdes  variaïjles  de  forme.  4.  Pa- 
raboloïde  hyperbolique  invariable.     5.  Paraboloid«  hyi»erbolique  variable. 

Cette  série  forme  un  supplément  important  à  la  série  des  modèles  en  carton 
et  à  la  3*  série  (modèles  eu  plâtre  des  surfaces  du  '2^  ordre). 

Série  entière  270  M. 

Cinquième  série« 

XIT.  Représentation  de  la  fonction  elliptique  ç  =  amCw ,  i).  XIII.  3  surfaces 
de  révolution  à  courbure  constante  positive  avec  des  liKne»  géodésiques.  XIV.  Ilé- 
licoïde  ä  courbure  constante  négative.  XVI.  (Quatre  types  de  la  cyclide.  XVII. 
Chaînette  sur  la  sphère.  XVIII.  Knveloppe  des  lignes  géodésiques  sur  l'ellipsoïde 
de  révolution» 

Série  entière  100  M. 

Sixième  série. 

XIX.  Les  courbes  gauches  du  3«  ordre  sur  \\n  cylindre  du  2*  ordre.  —  1.  Sur- 
face de  l'onde  pour  des  criî.uuix  ä  deux  axes  opti«jues  (2  nappes).  2.  L'ellipsoïde 
correspondant.  3.  8urlace  do  l'onde  pour  les  cristaux  il  un  axe.  4.  Surface  de 
l'oude  pour  les  cristaux  à  deux  axes,  eu   octantjj   séparés,  avec  les  ligues  sphé^ 


riques  et  elHpsoïdique«  sur  les  deux  nappes  et  huit  ombilics.    6.  Cône  circulaire 
avec  des  sections  elliptiques,  hyperboliques  et  paraboliques,  variable. 

Série  entière  60  M. 

Septième  série. 

Modèles  des  surfaces  du  troisième  ordre. 

Les    formes    différentes    des    surfaces   du    3*   ordre  avec  les 
courbes   paraboliques   et   les    plus   importantes   de   leurs  sur- 
faces Hessiennes, 
par  M.^  Cari  Rodenberg, 

professeur  à  l'École  Technique  supérieure  de  Hanovre. 
La  série  complète  se  compose  d«  27  modèles.    I^es  n**  1—15  forment  le  V 
groupe,  les  n"  10 — 2»j  le  2*  groupe. 

Prix  de  la  série  entière  300  M.,  du  l«r  groupe  140  M.,  du  2* 
groupe  ICO  M, 

Maltlème  série. 

XX.  Surface  ä  courbure  constante  négative  et  ä  lignes  de  courbure  planes. 
XXI.  Surface  minima  du  9"  ordr«?.  XXII.  Surface  du  12«  ordre.  XXIII.  Perspec- 
tives-relief du  cube,  de  la  sphère,  du  c6ne  et  du  cylindre  creux.  XXIV.  Surface 
hélicoïdale  engendrée  par  le  mouvement  d'tme  sphère.  XXV  a.  Ilélicoïde  gauche 
api»licable  sur  l'alysséide.  b.  et  c.  Alys»éide  en  feuille  mince  de  laiton  et  en  plâtre. 
XXVI  a.  Ilélicoïde  applicable  sur  l'eUipsoïde  de  révoluliou. 

Stîrie  eutiùre  125  M. 

]S^enTlèine  série. 

Modèles  de  surfaces  dû  quatrième  ordre 

d'après  M.  Kummer,  professeur  à  l'UDiversité  de  Berlin. 

Copies  d'après  les  originaux  dans  les  collections  du  Séminaire 

mathématique   de    TUniversité    de   Berlin,   dont   M.   Kummer 

à   parlé  dans  les  ^Monatsberichte»  de  TAcadémie  de  Berlin^ 

années  1862,  1866,  1872. 

1— c.  Six  types  de  surfaces  du  •!•  onlre,  touchées  par  4  plans  suivant  des 
cercles,  entre  autres  la  surface  romaine  de  Steiner.  On  y  a  joint  les  Notes  de  M. 
Kummer  extruites  des  »Monatsberichte».  7  et  8.  Deux  modèles  de  la  cyclide  de 
JDupin.    9.  Surface  du  4»  ordre  ä  droite  double. 

Prix  120  M. 

Dixième  série. 

Supplément  I. 

1.  Charpentes  en  fils  métallique.«*  pour  la  représentation  de  surfaces  minima  à 
l'aide  d'une  dis8olution  de  savon,  1.3  n®*  (avec  une  instruction).  2.  Deux  modules 
sur  la  con?<truction  de  l'ellipsoïde  par  un  fil  flexible,  d'après  M.  Staude.  3.  El- 
lipsoïde ft  axes  inégaux,  decomposable  le  long  d'une  section  circulaire.  4.  Mod^hj 
d'une  surface  du  4"  ordre  à  droites  doubles  «lui  se  coupent.  5.  l^upplôment  aux 
cyclides  de  Dupin  (ô«  série,  n"  XVI).  (.'yclide  parabolique  Ä  deux  point.s  doubh?s 
imaginaires,  (i.  5«  série,  n®  XIII.  Portion  de  surface  ft  courbure  constitute  posi- 
tive en  feuille  mince  de  laiton,  pour  montrer  la  déformation  de  surfaces  applicables 
l'une  8ur  l'autre.  7.  ^Supplément  aux  surfaces  d'onde  de  la  ♦>•  série  (au  n^  H). 
Surface  de  l'onde  d'un  crisul  à  un  axe  ei  ft  réfraction  <lou))le  positive.  8.  8«  série, 
n'  XXV.  M<»déle  en  feuille  mince  de  laiton  de  l'alysséide,  qui  peut  être  déformé 
en  une  hélicoldo  gauche. 

Supplément  II. 

XXVIII.  Trois  types  de  oyclides.  XXIX.  Surface  du  8«  ordre.  XXX.  12 
types  de  surfaces  de  révolution.  XXXI.  Corps  pour  la  détermination  experimen- 
telle de  la  courlH*  parabollipie,  des  lignes  de  courbure  et  asyniptotiques.  XXXII. 
Enveloppe  des  lignes  géodésiques  i)assaut  par  un  point.  XXXIII.  Ellipsoïde  ft 
axes  inégaux.  XXXIV.  Deux  portions  d'une  surface  à  courbure  constante  négative 
eu  feuille  minc^  de  laiton. 

Sorie  entière  135  M.;  Supplément  I  45  M.,  Supplément  II  90  M 

(A  suivre,   voir  dernière  page.) 
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